58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Na obréazku je ¢tvercova sit, jejiz ¢tverce maji stranu délky 1cm. V siti je zakreslen

obrazec vybarveny Sedé. Libor mé narysovat primku, ktera je rovnobézna s primkou MO
a rozdéluje Sedy obrazec na dvé casti o stejném obsahu.
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V jaké vzdalenosti od primky MO povede Libor tuto rovnobézku?

Mozné FeSeni. Obsah Sedé plochy v hornich dvou tadcich je

1 1
4:2—-(3-2) - =(2-2) = 3(cm?),
2 2
v prostrednim radku
5-1=5(cm?)

a ve druhém radku odspoda

1 1 )
§+§(3-1):2(cm ).

Obsah celého Sedé vybarveného obrazce tedy je 3 + 5+ 2 = 10 (cm?).

Zminén4d rovnobézka ma cely obrazec rozdélit na dvé ¢asti o obsahu 10 : 2 = 5 (cm?).
Odtud plyne, ze tato primka musi prochazet prostifednim radkem tak, aby ho rozdélila
na dva obdélniky, z nichz horni bude mit obsah 2cm? a dolni 3cm?. Pro obsah dolniho
obdélniku tedy plati 5 - a = 3, kde a je kratsi strana tohoto obdélniku, viz obrazek.
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2 cm

Odtud a = % = 0,6 (cm) a Libor povede rovnobézku ve vzdélenosti 2 + 0,6 = 2,6 (cm)

od ptimky MO.

Z6-1-2

Do prazdnych poli vepis ¢isla 2, 4, 6, 8, 12, 14 a 21 tak, aby t¥i ¢isla zapsana na jedné
usecce davala vzdy stejny soucin. Napis sviij postup.

Mozné feseni. Ozna¢me jednotlivd pole pismeny a az h jako na obrazku (vime, Ze

a=3):




Mezi ¢isly v zadani jsou jen dva nasobky sedmi, totiz 14 a 21. Aby byl nasobek sedmi
zastoupen na kazdé tsecce, mohou byt ¢isla 14 a 21 jediné v polich c a f. Umistime do pole
f ¢islo 14, nebo 21?7 Pokud bychom se rozhodli pro f = 21, byl by soucin b- a - f nasobkem
deviti. Ale v nabidce v zadani by zbyly uz pouze dva nasobky tii (6 a 12), coz by nam
nestacilo k tomu, aby i souCiny na vSech dalsich tiseckach byly nasobky deviti. Proto je
f=14ac=21.

Protoze b-a- f =b-c-d, musi platit a- f = ¢ d, a protoze v této rovnosti vSechna
¢isla kromé d jiz zname, snadno dopocitame d = 3 - 14 : 21 = 2.

Na tsecce def nezname jen cislo e. Protoze zde zatim neni zastoupen nasobek tii,
musi to byt 6 nebo 12. Protoze d-e- f = f - g - h, musi platit d - e = g - h. Pokud bychom
se rozhodli pro e = 6, platilo by d-e = 12, a tedy i g - h = 12. Ze zbylych cisel vsak do poli
g a h neumime doplnit hodnoty tak, aby jejich soucin byl 12. Proto e neni 6, ale 12.

Uz zname soucin d - e - f, tedy i souin na kazdé tsecce. Odtud snadno dopocitame,
7e b = 8. Zbyvajici hodnoty ¢ a h jsou bud 4 a 6, nebo opa¢né. Uloha mé tedy dvé velmi
podobna feseni, z nichz jedno je na nasledujicim obrazku:

e
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Z6-1-3
B-banka vydava bankomatové karty se ¢tyrmistnym PIN kdédem, ktery neobsahuje

¢islici 0. Pan Sklerdza se bal, ze zapomene PIN kéd své karty, proto si ho napsal pfimo na
ni, avSak fimskymi ¢islicemi IITVIIIXIV, aby to pifipadny zlodéj nemél tak jednoduché. Sviij
napad prozradil nejlepsimu priteli, panu Odkoukalovi, ktery byl také klientem B-banky. Ten
zéhy se svym PIN kédem udélal totéz a na kartu si napsal IVIIIVI. Ke svému velkému
prekvapeni vsak z fimského zapisu neumél sviij PIN kéd urcit presné.

1. Jaky PIN kéd ma karta pana Sklerézy?

2. Jaky PIN kéd mtze mit karta pana Odkoukala?

Mozné feseni. 1. Jediny zpusob, jak rozdélit IITVIIIXIV na ¢tyfi fimské ¢islice s jed-
nomistnym dekadickym zapisem, je III VII IX IV. Pan Skleréza méa tedy PIN 3794.

2. Zapis IVIIIVI pana Odkoukala dovoluje riiznou interpretaci, systematicky vypiseme
vSechny moznosti:

IV III VI, tj. PIN = 1536,
I VIII VI, tj. PIN = 1626,
I VII I VI, tj. PIN = 1716,
I VII IV 1, tj. PIN = 1741,



I VIII V I, tj. PIN = 1851,
IV I II VI, tj. PIN = 4126,
IV II I VI, tj. PIN = 4216,
IV II IV I, tj. PIN = 4241,
IV III V I, tj. PIN = 4351.

Z6-1-4

Nacrtni vsechny mozné tvarové rtizné ctyiuhelniky, které maji vrcholy ve vrcholech
daného pravidelného Sestitthelniku.

Uréi, jaké by byly jejich obsahy, kdyby Sestitthelnik mél obsah 156 cm?.

Mozné feSeni. Lze ziskat jen tfi tvarové ruzné c¢tyruhelniky I, II, III:

I II I1I

Ctytthelnik I je polovinou Sestitthelniku, jeho obsah je tedy 78 cm?.

Ctytthelniky II a III ziskame, kdyZ od Sestitthelniku oddélime dva shodné trojthelniky,
maji proto stejné obsahy. Nejprve urc¢ime obsahy trojuhelnikti, které oddélime; viz napft.
trojuhelnik ABC"

C D

A F

Pravidelny Sestithelnik lze rozlozit na 6 shodnych trojahelnika (AABS, ABCS,
ACDS, ...) o stejném obsahu 156 : 6 = 26 (cm?). Ctyithelnik ABCS je slozen ze dvou
takovych trojuhelniki, ma tedy obsah 52cm?. Stejny ¢tyitihelnik lze rozdélit na jiné dva
shodné trojuhelniky ABC a ACS, které maji téz obsahy 26 cm?. Proto je obsah trojihel-
niku ABC roven 26 cm?.

Obsah ¢tyithelnikt IT a IIT je proto 156 — 2 - 26 = 104 (cm?).
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Pani Kucerova byla na sedmidenni dovolené a Kata ji po celou tuto dobu vencila psa
a krmila kraliky. Dostala za to velky dort a 700 K¢. Po dalsi dovolené, tentokrat ¢tyrdenni,
dostala Kata za venceni a krmeni podle stejnych pravidel stejny dort a 340 K¢.

Jakou cenu mél dort?

Mozné feSeni. Jestlize je d nezndmé cena dortu, pak d + 700 K¢ je sedmidenni
odména pro Kafu. Odména za jeden den je %d—f— 100 K¢, za ¢tyfi dny ma byt %d—f— 400 Ke.
Odmeéna vsak byla d + 340 K¢, tj. o %d vic a 60 K¢ méné. Tedy % dortu odpovidaji 60 K¢,
% dortu 20 K¢, cely dort 7-20 = 140 (K¢).

Jiné feseni. Kafa podruhé pracovala o 3 dny méné a dostala o 700 — 340 = 360 (K¢)
méné (dort mél stejnou cenu). To znamen4, Ze za jeden den si vydélala 360 : 3 = 120 (K¢).
Za 4 dny préce si vydélala 4 - 120 = 480 (K¢), dostala vSak jeden dort a 340 K¢é. Cena
dortu je tedy 480 — 340 = 140 (K<¢).

Z6-1-6
Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty
dvou ¢isel na protilehljch sténach byly vzdy stejné.

Kostku jsme polozili na prvni policko planu na obrazku nejmensim ¢islem dolti. Potom
jsme kostku prevraceli naznacenym smérem po planu. Pii kazdém dotyku kostky s planem
jsme na odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka dotkla.

Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet vSech napsanych
¢isel byl nejmensi mozny?

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)

Mozné Feseni. Prvocisla mensi nez 20 jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 a 19. Z nich je potieba
vzit t¥1 dvojice se stejnym souctem, coz jsou dvojice (19,5), (17,7) a (13,11). Kostka je na
plan polozena cislem 5, takZze na vedlejsi policko se mize otisknout jedno z ¢isel 17, 7, 13
nebo 11. Je mozné diskutovat vSechny moznosti vzhledem k umistnéni zminovanych ¢étyt
¢isel na kostce, coz je zbytecné pracné. Jednodussi je uvédomit si, na kterych polickach se
otiskuji protilehlé stény. Ozna¢me a ¢islo na sténé, kterou se kostka dotkne vybarveného
policka planu. Pak zjistime, ze na prvnich tfech polickach ziskame nésledujici ¢isla:

) a 19




Oznaéme b ¢islo na sténé, kterou se kostka dotkne nasledujiciho policka planu. Cislo
b musi byt rtzné od a, 5, 19, 24 — a. Nyni mizeme doplnit vSechna policka na planu:

) a 19

b

19 a 5
24-b

Mizeme si vSimnout, ze dvojice 5, 19 se na planu vyskytuje dvakrat a dvojice b, 24 —b
jedenkrat. Soucet téchto dvojic je vzdy 24 a soucet vSech napsanych cisel je:

5+a+194+b+5+a+19+ (24 —b) =3-24+ 2a =72 + 2a.

Soucet tedy zavisi jenom na ¢isle, jimz se kostka dotkne vybarveného policka planu. Toto
¢islo by mélo byt nejmensi mozné. Protoze ¢islo 5 je jiz pouzito, musi jit o ¢islo 7.



