58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Myslim si nezaporné ¢islo ve tvaru zlomku s celociselnym citatelem a jmenovatelem 12.
Kdyz je napisi ve tvaru desetinného c¢isla, bude mit pred i za desetinnou c¢arkou po jedné
¢islici, obé tyto ¢islice budou nenulové. Cisel, kterda maji obé uvedené vlastnosti, je vice.
Pokud je vsak sefadim od nejmensiho po nejvétsi, bude to ,moje“ predposledni.

Jaké ¢islo si myslim?

Mozné resSeni. Vzhledem k tomu, Ze jmenovatel je 12, musi byt citatel délitelny
tfemi, abychom dostali ¢islo s ukoncenym desetinnym rozvojem. Po vykraceni tfemi vyjde
ve jmenovateli ¢islo 4. Pak by na desetinnych mistech byly tyto skupiny: 25, 50, 75 a 00.
Zadani vyhovuje pouze skupina 50, proto ¢itatel musi byt lichy nasobek Sesti. Aby pied
desetinnou c¢arkou byla jedna nenulova cislice, musi byt c¢itatel vétsi nez 12 a mensi nez
120, tj. 18, 30, 42, ..., 102, 114. Hledané cislo je tedy % = 8,5.

Jiné reseni. Zlomky se jmenovatelem 12 vyjadiime jako smiSend ¢isla ve tvaru al—b2,
kdel1 <a<9a1l<b< 11, Zlomky 1—172 prevadime na desetinnd ¢isla délenim a zkouméame

desetinné rozvoje. Dojdeme ke stejnému vysledku.

Z8-1-2
Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty
dvou ¢isel na protilehlych sténach byly vzdy stejné.

Kostku jsme polozili na prvni policko planu na obrazku. Potom jsme kostku prevraceli
naznacenym smérem po planu. Pri kazdém dotyku kostky s planem jsme na odpovidajici
policko napsali ¢islo, kterym se ho kostka dotkla.

Kterym svym cislem se kostka planu nedotkla, jestlize soucet vSech napsanych cisel
byl 867

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)

MozZné feSeni. Prvocisla mensi nez 20 jsou 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 a 19. Z nich je potieba
vzit t¥i dvojice se stejnym souctem, coz jsou dvojice (19,5), (17,7) a (13,11). Kostka je na
plan polozena néjakym cislem, které oznacime a. Je mozné diskutovat vSechny moznosti
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vzhledem k umistnéni vSech c¢isel na kostce, coz je zbytecné pracné. Jednodussi je uvédomit
si, na kterych polickach se otiskuji protilehlé stény. Ozna¢me b ¢islo na sténé, kterou se
kostka dotkne druhého policka planu. Pak zjistime, ze na prvnich tfech polickach ziskdame
nasledujici cisla:

a b |24—a

Oznaéme c ¢islo na sténé, kterou se kostka dotkne nasledujiciho policka planu. Cislo
¢ musi byt rizné od a, b, 24 — b, 24 — a. Nyni mtizeme doplnit vSechna policka na planu:

a b |24—a

24—al| b a

24—c

Mtizeme si vSimnout, ze dvojice a, 24 — a se na planu vyskytuje dvakrat a dvojice c,
24 — ¢ jedenkrat. Soucet téchto dvojic je vzdy 24 a soucet vSech napsanych cisel je:

a+b+(24—a)+cH+a+b+(24—a)+ (24 —c) =3-24+2b =72+ 2b.

Z hodnoty souctu zjistime ¢islo b: 2b = 86 — 72 = 14, tj. b = 7. Kostka se ani jednou planu
nedotkla sténou protilehlou ke sténé s ¢islem 7, nedotkla se tedy cislem 17.

Z8-1-3

Grafik v redakci novin dostal dva obrazky, aby je umistil k ¢lanku. Prvni original
byl 13 cm Siroky a 9 cm vysoky, druhy méfil na sitku 14cm a na vysku 12 cm. Grafik se
rozhodl umistit obrazky na stranku vedle sebe tak, aby se dotykaly a aby oba mély stejnou
vysku. Po vytisténi mély obrazky dohromady zaujimat sitku 18,8 cm. Obrazky tedy vhodné
zmensil, aniz by je jakkoli ofezaval.

Jaka bude vyska vytisténych obrazka?

Mozné teseni. Nejprve druhy obrazek zmensime, aby mél stejnou vysku jako prvni,
a poté oba zmensime/zvétsime tak, aby dohromady mély danou sifku:

Aby druhy obrazek mél stejnou vysku jako prvni, musime jej zmensit v poméru % = %.
fika tohoto zmenseného obrazku pak bude 2 - 14 = 10,5 (cm). Nyni prvni obréazek a zme-

nsSeny druhy obrazek, polozeny vedle sebe, tvori obdélnik s rozméry 23,5 cm x 9 cm. Tento

celek zmensime tak, aby sitka byla rovna zadanym 18,8 cm. Zmensime jej tedy v poméru
;g’g = % a vyska celku potom bude % -9 =172 (cm).




Z8-1-4

Mame déany tifi navzajem rtzné nenulové cislice. Na tabuli napiSeme vsechna trojci-
ferna cisla, ktera lze slozit z téchto ¢islic, pficemz pro kazdé ¢islo pouzijeme vSechny tii
¢islice. Soucet napsanych cisel je 1776.

Se kterymi tifemi c¢islicemi jsme pracovali? Urcete vSechna feseni.

MozZné reseni. Oznacme dané cislice a, b, c. Po¢itani na tabuli pak odpovida tento

soucet:
abe

ach
bac
bca
cab
cba

1776

V kazdém sloupci s¢itame stejnou Sestici Cislic, a sice a +a + b+ b + ¢ + ¢. Z celkového
vysledku je zfejmé, Ze soucet téchto Sesti ¢islic je 16, tedy a + b+ ¢ = 8. Jediné moznosti,
jak napsat 8 v tomto tvaru, jsou8 =1+14+6=14+24+5=14+3+4=2+24+4=24+3+3.
Podminkam v zadani odpovidaji dvé trojice ¢islic: 1, 2, 5 a 1, 3, 4.

Poznamka. Predchozi vypocet na tabuli mtizeme napsat jako (100a+10b+c)+(100a+
+10c+b) + (1000 + 10a + ¢) + (1006 + 10c+ a) 4 (100c + 10a + b) + (100c + 10b+a) = 1776,
tedy 222a + 222b + 222¢ = 1776. Po tpravé dostavame a + b + ¢ = 8 a zavér je stejny.

7Z8-1-5

Na vézi radnice jsou hodiny, které maji blizko stredu ciferniku dvirka pouzivana pfi
udrzbé. Dvirka se vSak oteviraji ven, coz je nepraktické — napriklad presné v 12:09 zakryje
velka rucicka dvirka, kterd pak nejdou oteviit po dobu, jez konci presné v 12:21.

Kolik minut denné dvitka nelze otevtit?
(Nezapomerite, ze dvifka muzZe zakryt i mala rucicka; celd dvifka lezi v kruhu, ktery
tato rucicka opisuje.)

MozZné reseni. Kazdou hodinu jsou dvirka blokovana velkou ruc¢ickou od 9. do 21. mi-
nuty po celé hodiné, tj. 12 minut. Potfebujeme dotesit, kdy presné zakryva dvirka mala
rucicka: 9 minut po celé hodiné ukazuje velka rucicka tam, kam mald v 1:48, a 21 minut
po celé ukazuje velka rucicka tam, kam mala ve 4:12. Od 1:48 do 4:12 jsou dvirka zakryta
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malou rucickou a stejné tak jesté po poledni. Pocitejme od ptilnoci po hodinach, kdy nelze

dvirka otevrit:

0:09-0:21, tj.
1:09-1:21 a 1:
2:00-3:00, tj.
3:00-4:00, tj.
4:00-4:21, tj.
5:09-5:21, tj.
6:09-6:21, tj.

12 minut,
48-2:00, tj. 24 minut,
60 minut,
60 minut,
21 minut,
12 minut,
12 minut,

e atd. az do poledne, tj. jesté 5 - 12 minut.

Od ptilnoci do poledne nelze dvitka oteviit 812+ 24 +2-60 + 21 = 261 minut, takze
za cely den to je 2 - 261 = 522 minut.

Z8-1-6
V kvadru ABCDEFGH je umisténo téleso PQRSTUVX, jehoz vrcholy jsou stiedy
hran kvadru, viz obrazek.
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Vypoctéte objem a povrch télesa, je-li: [AB| = 8cm, |BC| = 6cm, |BF| = 4cm.

Mozné teseni. Ctyfihelnik PQRS v obdélniku ADEH je kosoétverec, jehoz obsah
je Sp $|AD| - |AE| = &' = 12(cm?). Téleso PQRSTUVX je hranol s podstavou
kosoc¢tverce a vyskou |AB|, jeho objem je tedy roven S, - |[AB| = 12 -8 = 96 (cm?).

Pro vypocet povrchu potfebujeme znat délku strany kosoctverce. Strana RS je pre-
pona v pravothlém trojihelniku RHS, tedy |RS| = v/32 + 22 = /13 (cm). P145t hranolu
PQRSTUVX mé obsah S, = 4-|RS|-|AB| = 4-+/13 -8 = 115,4 (cm?). Povrch hranolu
je tedy roven 2 - S, + Sy =212+ 1154 = 139,4 (cm?).



