58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1
Do tii prazdnych poli na obrazku patii takova prirozena ¢isla, aby soudin tii ¢isel na
kazdé strané trojuhelniku byl stejny.

Jaké nejmensi a jaké nejvétsi cislo mize byt za této podminky vepsano do Sedé vy-
barveného pole?

Mozné feSeni. Zadana cisla levé strany trojuhelniku davaji soucin
16-42=2°-3.7
a zadana cisla pravé strany davaji soucin
42.72=2*.3%.7.

Aby soucin vsSech ¢isel na levé strané byl stejny jako na pravé, musi ¢islo v levém dolnim
rohu obsahovat ve svém rozkladu ¢initel 32 a éislo v pravém dolnim rohu ¢initel 2. Cislo
v levém dolnim rohu vyjadiime jako 32-c, kde c oznacuje libovolné piirozené &islo. V pravém
dolnim rohu pak musi byt 2 - ¢ a soucin na levé i pravé strané je 2°-33-7-c.

Pokud ¢islo v Sedém poli oznacime x, pak podminka ze zadani znamena
32.cx-2.¢=2-3.7-¢
odkud po upravé vyjadiime
24.3.7 _ 336
c ¢
Hodnota z je nejmensi, pokud c je nejvétsi délitel c¢isla v Citateli, tj. ¢ = 336 a x = 1.
Hodnota x je nejvétsi, pokud c je nejmensi kladny délitel ¢isla v Citateli, tj. c = 1 a x = 336.
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79-1-2

Alena, Bara, Cenék a David si spole¢né koupili tandem — jizdni kolo pro dva. Na
projizdku vyrazeji vzdy ve dvojici. Kazdy jel s kazdym uz alespori jednou a nikdo jiny se
na tandemu jesté nevezl. Alena byla na projizdce jedenéctkrat, Bara dvacetkrat, Cenék
jen cCtytikrat.

Urcete, kolikrat minimélné a kolikrat maximalné mohl byt na projizdce David.

Mo#né fFeSeni. Pokud by Alena, Bara a Cenék jeli kazdy s kazdym pravé jednou
a zbytek vyletti by stravili s Davidem, tak by byl David na projizdce 29krat, protoze
(11 —2) + (20 — 2) + (4 — 2) = 29. Dvacet devét je nejvyssi mozny pocet. Schematicky
je toto feSeni znazornéno na nésledujicim obrazku. (Napf. ¢islo u pismene B znamena,
kolikrat celkem byla Bara na projizdce, ¢islo u spojnice BC vyjadfuje, kolikrat si Bara
vyjela s Cetikem. . . )

Pro feseni zbytku tlohy chceme zajistit, aby Alena, Bara a Cenék projezdili spolu
navzajem co nejvice jizd. Alena s Barou mohla jet maximalné 9krat (11 — 2 = 9). Cenék
mohl jet jak s Alenou, tak s Barou maximalné 2krat (4—2 = 2), avSak tohoto maximalniho
poctu nemohl dosdhnout s obéma zaroven, protoze musel jet alespon jednou s Davidem. Pti
dvou jizdach Cetika s Alenou by nemohlo byt dosazeno maxima jizd Aleny s Barou, proto
dvé jizdy Cenék realizoval s Barou. Odtud pak plyne, kolikrat byl na projizdce David:
s Alenou a s Cenikem jednou, s Barou 9krat (20 — 9 — 2 = 9), dohromady pak 11krat
(14+1+9=11). Pro lepsi orientaci v textu viz obrazek:

David mohl byt na projizdce minimalné 11krat, maximalné 29krat.



Z9-1-3
Ve ctvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky 10cm, je narysovana kruznice se
stfedem S ve vyznaceném miizovém bodé a polomérem 20 cm.
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Body A, B, C a D jsou pruseéiky kruznice se sifovymi pfimkami.
Urcete obsah vybarvené plochy ABCD.

Mozné ieSeni. Usedka AB mé délku rovnu poloméru zadané kruznice. MiZzeme ji

tedy povazovat za stranu pravidelného Sestitthelniku vepsaného do této kruznice. Tento
Sestitthelnik rozdélime na Sest rovnostrannych trojihelnikti, viz obrazek.
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Nejdiiv spocitame obsah S7 rovnostranného trojuhelniku o strané r = 20 cm. Vysku
tohoto trojihelniku vyjadiime z Pythagorovy véty r2 = (5)2 + v2. Dostaneme v = ?r,
tudiz /3

3
Sy = ~—r2.
YTy

Vybarvena plocha se sklada z pétithelniku ABCSD, jehoz obsah je 357, a kruhové vysece
DSC'. Kruhova vysec¢ tvori Sestinu kruhu, jeji obsah je tedy roven
1

52:6117“ .

Obsah vybarvené plochy je celkem

3\/§r2 N L o _ 9\/3—1—271712'
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S =35+ 5 =

3



Po dosazeni dostaneme pfiblizné S = 729 cm?.

79-1-4

Dominik si vyrobil ,prvociselné domino“ — kazda kostka odpovidala jednomu dvoj-
mistnému prvocislu tak, ze na kazdé poloviné kostky byla jedna c¢islice tohoto prvocisla.
Z4dné dvojmistné prvoéislo v dominu nechybélo a zadné prvoéislo nebylo na dvou kostkéch.

Qonn nn°°

Dominik se rozhodl, ze vSechny kostky usporada do kruznice tak, aby kostky lezici
vedle sebe sousedily stejnou cislici, viz obrazek. Jeho kamarad Botrek mu fekl, Ze to nelze
provést. Mél Borek pravdu?

MozZné reseni. V kruznici sestavené podle zadani se maji kazdé dvé sousedni kostky
dotykat stejnou cislici, kazda ¢islice tedy musi byt v kruznici zastoupena v sudém poctu.
Vsechna dvojmistna prvocisla jsou

11,13,17,19,23, 29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97
a pocty jednotlivych ¢islic mezi témito ¢isly jsou:

Cislice 112134567819
jeji poCet [ 9x | 2X [ 8X [ 3X |2X |2X |8X |2X |6X

Vidime, ze ¢islice 1 a 4 jsou obé zastoupeny v lichém poctu. Borek mél tudiz pravdu
a takovou kruznici nelze sestavit.

Poznamka. Lichy pocet ¢islic 4 (resp. 1) postacuje jako dikaz toho, ze kruznici nelze
sestavit. Neni nutné vypisovat celou tabulku.

79-1-5
Na stole s kruhovou deskou o primeéru 0,6 m je ,nakiivo“ polozen ¢tvercovy ubrus se
stranou 1 m. Jeden cip ubrusu precniva pies hranu desky stolu 0,5 m, sousedni cip 0,3 m.

0,5m ]




Urcete délku pfesahu zbylych dvou cipt.

Mozné feseni. Vrcholy ¢tvercového ubrusu, které tvorily konce dvou cipt znamych
délek, oznacme po fadé A a B; zbylé vrcholy ¢tverce oznac¢ime C' a D. Bod S ukazuje, kde
se ubrus dotykal stiedu desky stolu. Polomér desky stolu je 0,3 m.
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V trojahelniku ABS zndme ze zadani vSechny strany: |AB| = 1m, |BS| = 0,6m
a |SA| = 0,8m. Protoze plati 1> = 0,62 + 0,82 (Pythagorova véta), jde o trojihelnik
pravouhly.

Oznac¢me P patu vysky v trojuhelniku ABS na stranu AB. Obsah tohoto trojahelniku
mizeme vyjadiit dvéma zpiisoby, a sice

5= 5|BS|-|54| = |AB|-|Ps],

z ¢ehoz 1ze odvodit vztah pro vypocet velikosti vysky P.S:
|BS|-|SA| _ 0,6-0,8
|IAB| 1

Podle Pythagorovy véty vypocitame délku strany AP trojihelniku APS a pak urcime
délku tsecky PB:

|PS| = = 0,48 (m).

|AP| = /|SAJ]2 — |PS|2 = 1/0,82 — 0,482 = 0,64 (m),
|PB| = |AB| — |AP| =1 — 0,64 = 0,36 (mn).

V trojihelniku SCD ozna¢me @ patu vysky na stranu CD. Usecky DQ, QC odpovidaji
svymi velikostmi tiseckdm AP, PB. Vypocitame velikost vysky SQ:

1SQ| = |PQ| — |PS|=1-0,48 = 0,52 (m).
Podle Pythagorovy véty vypocitame délky prepon trojihelnikt SCQ a SQD:
1SC| = V]QCI> +1QS[? = /0,362 + 0,522 = /0,4 = 0,63 (m),
1SD| = \/|QDJ? + |QS[* = /0,642 + 0,522 = 1/0,68 = 0,82 (m).

Kdyz od téchto délek odecteme polomér desky stolu, zjistime, ze délky presahti zbyljch
cipti ubrusu jsou ptiblizné 0,33 m a 0,52 m.




Z9-1-6
Ctyfti tatinkové chtéli détem sponzorovat lyzaisky zajezd.
Prvni slibil: ,Dam 11500 K¢,“
druhy slibil: ,Dam tfetinu toho, co vy ostatni dohromady,“
treti slibil: ,J4 dam ¢tvrtinu toho, co vy ostatni dohromady,“
¢tvrty slibil: ;A ja dam pétinu toho, co vy ostatni dohromady.“
Kolik korun slibil druhy, tfeti a ¢tvrty tatinek?

Mozné fesSeni. Dal-li druhy tatinek tfetinu toho, co ostatni, dal ¢tvrtinu celého
prispévku. (Oznacime-li jeho ptispévek z, dali ostatni 3x. Je-li cely obnos p, plati z+3x = p,
tedy = 4.) Podobné, dal-li tieti ¢tvrtinu toho, co ostatni, dal pétinu celého obnosu, a dal-li
¢tvrty pétinu toho, co ostatni, dal Sestinu celého daru. Plati tedy

p P P

=11500+=+= + =.

b 17576
Po tUpravé mame ( — %) p = 11500 K¢, tedy cely prispévek p ¢inil 30000 K¢. Odtud
jiz snadno uzavieme, ze druhy tatinek dal § = 7500 K¢, tfeti £ = 6000 K¢ a ctvrty

2 = 5000 K&.

Poznamka. Pokud oznac¢ime prispévek druhého, tietiho, resp. ¢tvrtého tatinka z, y,
resp. z, pak vysledné hodnoty jsou feSenim nasledujici soustavy rovnic:

1 1 1
T = 5(11500—|—y+z), Y= 1(11500—|—33+z), z= 5(11500+x+y).



