59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Jenicek s Marenkou chodi k babicce, ktera méa cukrarnu a prodava perniky. Oba dva

ji samoziejmé pomahaji, hlavné se zdobenim. Za dobu, kdy babicka ozdobi pét pernikii,
ozdobi Marenka tii a Jenicek dva. Pti posledni navstéveé ozdobili vSichni tfi dohromady
pét plnych taci. Matfenka s babickou zdobily po celou dobu, Jenicek kromé zdobeni rovnal
perniky po dvanacti na jeden tac a odnasel je do spize. Vsichni tii ve stejnou dobu zacali
i skondili.

1. Kolik pernickti ozdobil Jenicek?

2. Jak dlouho jim cela prace trvala, kdyz babicka ozdobi jeden pernicek za 4 minuty?

3. Jak dlouho pomahal Jenicek zdobit?

(M. Petrova)

Mozné reseni. Nejprve si zjistime, kolik pernickt ozdobili dohromady. Bylo to 5 tact po
dvanécti pernickéach, tedy 60 pernickua (5-12 = 60).

Kdyby si vSichni tii v jeden okamzik vzali pernicek a zacali ho zdobit, pak si za
uvedenych podminek vSichni t¥i zase najednou vezmou pernicek az ve chvili, kdy babicka
ozdobi paty, Marenka ttfeti a Jeni¢ek druhy, diive ne. Dokonce ani dva z nich si nevezmou
pernicek ve stejnou chvili pfed uplynutim uvedené doby. Tento casovy tisek si pojmenujeme
jako jeden ,cyklus“. Pocet cykli tedy musi byt celé ¢islo (babicka skoncila s Mafenkou ve
stejnou chvili).

Nejprve si pfedstavime, ze Jenicek se vénoval pouze zdobeni a s ni¢im dalsim nepo-
mahal. Pak by za jeden cyklus vSichni tii dohromady ozdobili 10 pernickt. K ozdobeni
Sedesati pernicku by tedy potfebovali pfesné 6 cykla (60 : 10 = 6). ProtoZe ale Jenicek
nezdobil celjch 6 cykli (rovnal také pernicky na técy a ty pak odnasel), musela babicka
s Marenkou zdobit alespon 7 cykli.

Kdyby pracovaly 8 cykla, babicka by ozdobila 40 pernicku (8 -5 = 40) a Mafenka
by ozdobila 24 pernickta (8 - 3 = 24). Dohromady by ozdobily 64 pernicki, tedy vice nez
mély. Protoze musely dokonéit cyklus (jedna by jinak skoncila diiv neZ druhd), nemohlo
byt téchto cyklt 8 nebo vice.

To znamena, ze babicka s Marenkou pracovaly pravé 7 cykld. Babicka tedy ozdobila
35 pernicku (7 -5 = 35) a Marenka ozdobila 21 pernickid (7 -3 = 21). Jenicek ozdobil 4
pernicky (60 — 35 — 21 = 4).

Jestlize babicka ozdobi jeden pernicek za 4 minuty, jeden cyklus trva 20 minut (4-5 =
= 20). Cela préace jim tedy trvala 140 minut (7 - 20 = 140), tj. 2 hodiny 20 minut.

Protoze Jenicek ozdobil 4 pernicky, zdobil celé dva cykly (4 : 2 = 2), tj. 40 minut
(220 = 40).

Jiné eSeni. Ulohu lze Fesit i tak, Ze ,,vynechame* Jenic¢kovo zdobeni. Babicka s Mafenkou
ozdobi za jeden cyklus dohromady 8 pernicki, takze cykla bude nejvyse 7 (60 : 8 = 7,
zbytek 4). Zbylé 4 pernicky ozdobi Jeni¢ek. Kdyby bylo cyklt pouze 6, zdobil by Jenicek
po celou dobu a nemohl by napt. odnéset tacy. Méné cykl samoziejmé byt nemohlo. Dal
uz je vse stejné.



7Z6-1-2

Ctyfmistny PIN kéd Rastislavova mobilu je zajimavy:
jednotlivé cislice tvori prvocisla,

1. a 2. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo,

2. a 3. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo,

3. a 4. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo.

Rastislav zapomnél sviij PIN kdéd, ale pamatuje si vSechny vyse uvedené vlastnosti
a snazi se zaktivovat vypnuty mobil. Ktera cisla by mél vyzkouset? (M. Petrova)
MozZné reseni. Nejprve si uvédomime, Ze vSechna jednomistna prvocisla jsou 2, 3, 5 a 7.
Dale si zjistime, ze vsechna dvojmistna prvocisla, ktera lze sestavit z téchto cislic, jsou

23, 37, 53, 73.

Kdyz vyjadiime Rastislaviiv PIN jako ABCD, ze zadani vime, ze AB, BC a C'D musi
byt prvocisla. (Pozor, nikde neni feceno, ze A, B, C' a D jsou navzajem ruzné ¢islice!) Za A
postupné dosadime ¢&islice 2, 3, 5, 7 a budeme zjistovat, zda a jakymi ¢islicemi lze nahradit
B, C, D, abychom vyhovéli uvedenym pozadavktiim. VsSe je shrnuto v nasledujici tabulce:

A B C D PIN
2 3 7 3 2373
3 7 3 7 3737
5 3 7 3 5373
7 3 7 3 7373

Rastislav by mél vyzkouset nasledujici ¢tyti ¢isla: 2373, 3737, 5373 a 7373.

Z6-1-3

Na nésledujicim obrazku je utvar slozeny ze sedmi stejnych ctyrthelnikovych dilki
stavebnice. Jaky je obvod tohoto utvaru, jestlize obvod jednoho ¢tyfuhelnikového dilku je
17cm? (K. Pazourek)




Mozné reseni. Obarvéme jednotlivé strany dilkt nasledovné: nejdelsi stranu zelené, s ni
rovnobéznou stranu modre, na né kolmou stranu zluté a zbyvajici stranu cervené; délky
odpovidajicich stran budeme znacit zkracené z, m, Z a ¢. Dale ozna¢me vybrané ,vrcholy*
jednotlivych dilkt jako na nésledujicim obrazku:

J
1
L K G
H
R
MN—\ EF
O D
A B C

Obvod obrazce je tvoren:

3 modrymi tseckami BC, HI a KL, jejichz délky jsou m,

2 zelenymi tseckami AB a JK, jejichz délky jsou z,

4 zlutymi tseckami C'D, DE, NO a OA, jejichz délky jsou Z,

3 Cervenymi useckami F'G, IJ a LM, jejichz délky jsou ¢,

2 shodnymi tseckami FF' a M N a 1 tiseckou GH, jejichz délky zatim nezname.

Délky tsecek M N a EF spolu se zelenou stranou EF'R a modrou stranou RN davaji
usecku M F, kterd je tvofena dvéma zelenymi stranami. Jinymi slovy,

|[EF|+|MN|=z+z2—(2+m)=2z—m.

Délku modré strany KG mtzeme vyjadrit jako soucet délek zluté strany K H a usecky
GH, tedy
|GH| =m — .

Dohromady, obvod obrazce je
3m—+2z+424+3¢+(z—m)+(m—2)=3m+32+324+3¢=3(m+ 2+ 2+2).

Dostali jsme tak trojnasobek obvodu jednoho ctyithelnikového dilku, tedy obvod celého
obrazce je roven
3-17 =51 (cm).

Poznamka. Pokud nejprve posuneme nékteré ¢asti obrazce tak, aby obvod ztstal zacho-
van, mohou se nékteré vahy zjednodusit, viz napt. nasledujici obrazek.
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Jiné feseni. Oddélme ,komin“ od ,stfechy® a ,stfechu“ od ,zdi“ tak, jak ukazuje obra-
zek.

Soucet obvodu téchto tfi Gtvart uréime snadno (pouzijeme znaceni m, z, Z, ¢ jako
vyse):
om + 95z + 52 + 3¢.
Uvedeny soucet je oproti obvodu ptivodniho utvaru vétsi o dvé délky Z, coz zpusobilo

oddéleni ,kominu“, a o dva soucty délek m + z, coz zpisobilo oddéleni ,zdi“. Obvod
ptvodniho utvaru je tedy

(bm+52+52+3¢)—2—2—(m+2)— (m+2)=3m+ 32+ 32+ 3¢

Vidime, ze ptvodni Gtvar mé tiikrat vétsi obvod nez cétyithelnikovy dilek, tj. 3 - 17 =
= 51 (cm).



Z6-1-4

Tatinek se rozhodl, Zze bude davat svému synovi Mojmirovi vzdy jedenkrat za mésic
kapesné. Prvni kapesné dostal Mojmir v lednu. Tatinek kazdy mésic kapesné zvysSoval vzdy
o 4 K¢. Kdyby Mojmir neutréacel, mél by po dvanactém kapesném pred Vanocemi 900 K¢.
Kolik K¢ dostal Mojmir pfi prvnim kapesném v lednu? (L. Hozova)

Mozné feSeni. Oznac¢me vysi lednového kapesného v K¢ jako x. V tinoru Mojmir dostal
x + 4, v breznu x + 8, v dubnu x 4+ 12, ..., v prosinci x + 44. Podle zadani vime, ze

1204+ (4+ 8+ 12+ 16 + 20 + 24 + 28 + 32 + 36 + 40 + 44) = 900.
Po tupravach dostavame:

122 + 264 = 900,
12x = 636,
xr = 53.

Mojmir v lednu dostal 53 K¢.
Z6-1-5

Doplnte misto hvézdicek cislice tak, aby soucet vysledkt nasledujicich dvou prikladi
byl 5842:

2% T 2% 9%
3 x4 x —%x2%4
4%x00 * 54 x

(M. Dillingerovad)

Mozné resSeni. Doplniujeme postupné jednotlivé ¢islice; nékteré 1ze doplnit nezavisle na
ostatnim pifimo v prvnim prikladé, nékteré ve druhém, ¢islice pod carou dopliujeme podle
informace o souctu vysledkti obou prikladi. Postupovat mizeme napf. nasledujicim zpt-
sobem:

* 2% 7 2% 9%
3% 43 — % 2% 4
4% 00 * 5 4%
%257 2% 9%
3%x43 — % 2% 4
4% 00 * 5 4%
%257 2% 9%
3%43 — % 2% 4
4%00 *542
* 257 2% 96
3%43 —x2%x4
4%00 * 542



k 257 2% 96

3%43 —x254
4%00 * 542
* 257 2796
3%43 — %254
4%00 * 542
* 257 2796
3% 43 — %254
4300 *5H42
*257 2796
3043 — %254
4300 %542
1257 2796
3043 — %254
4300 *542
1257 2796
3043 — % 254
4300 1542
1957 2796
4300 1542

Z6-1-6
Na skolni olympiadu vytvorili zaci 6.B stupné vitézl z drevénych krychli, viz obrazek.
Kolik krychli celkem pouzili?

3

Sestavené stupné natieli po celém povrchu (kromé podstavy) na bilo a po vyhlaseni
vysledki sviij vytvor rozebrali. Kolik krychli mélo 6, kolik 5, 4, 3, 2, 1 ¢i Zadnou sténu
bilou? (M. Dillingerova, M. Volfovad)

Mozné reseni. Na druhy stupern je celkem potieba 4-4-3 = 48 krychli, na prvni 4-4-4 = 64
a na tieti 4 -4 -2 = 32. Zaci tedy celkem pouzili

48 + 64 + 32 = 144

krychli.



Krychli, které nemaji zadnou sténu bilou, je v prvni (nejspodnéjsi) vrstvé 10 -2 = 20,
ve druhé 7 -2 = 14, ve tieti 3-2 = 6 a ve ¢tvrté vrstvé zadna; celkem tedy

20 + 14 + 6 = 40.

Krychli, které maji pravé jednu sténu bilou, je v pfedni/zadni sténé 10 + 7 4+ 3 = 20,
v bo¢nich sténach 4+2+2 = 8 (pocitano zleva doprava) a v hornich sténach 6+4+6 = 16;
celkem tedy
20-2+ 8+ 16 = 64.

Krychli, které maji pravé dvé stény bilé, je na podélnych hrandch 2- (3 +2+3) = 16,
na pfi¢nych 4 -2 = 8 a na svislych 4 4+ 2 4 2 = 8; celkem tedy

16 +8 + 8 = 32.
Krychli, které maji tfi stény bilé, je prave 8 a zaddna krychle nemé obarveno vice nez
tii stény.

Pro kontrolu jesté porovname vysledky z obou c¢asti diskuse:

144 = 40 + 64 + 32 + 8.

Poznamka. Pro jiny systém v feseni podobného problému viz tlohu Z7-1-4.



