59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Napiste ¢islo 75 jako soucet neékolika po sobé bezprostiedné jdoucich prirozenych cisel.
Najdéte aspon ¢tyfi Feseni. (M. Volfova)

Mozné reseni. Chceme-li vyjadrit 75 pozadovanym zpusobem pomoci dvou séitanct,
hleddme pfirozené ¢islo x tak, aby 75 = z 4+ (z 4+ 1) = 2z + 1. Jediné takové ¢islo je z = 37,
tudiz

75 =37+ 38.

Podobné pro tii séitance, hleddme piirozené feseni rovnice 75 = z+(x+1)+(x + 2) =
= 3x + 3, jez je x = 24, tudiz
75 =24 + 25 + 26.

Pomoci ¢tyt (podobné osmi, dvanacti, ...) s¢itanciu 75 takto vyjadfit nelze, nebot
soucet jakychkoli ¢tyf (podobné osmi, dvanacti, ...) po sobé bezprostiedné jdoucich pii-
rozenych cisel je vzdy sudy.

Pét s¢itanct odpovida feseni rovnice 75 = z+(z+1)+(x+2)+(z+3)+(z+4) = 52+10,
jez je x = 13, tudiz

7 =13+14+ 154+ 16 + 17.

Obdobnym zptsobem lze najit jesté nasledujici feSeni pomoci Sesti, resp. desiti sci-
tanci:

75 =104+11+12+13 4 14 + 15,
D=3+4+5+6+7+8+9+10+11+12.

Poznamka. Alternativni zapis pro tii s¢itance mtze vypadat nasledovné: 75 = (y — 1) +
+y+(y+1) = 3y, odtud y = 25, coz souhlasi s predchozim zévérem. Tento zpiisob zapisu je
vyhodny zejména pro liché pocty sc¢itancii; napt. 75 nelze zapsat pozadovanym zptisobem
pomoci sedmi, resp. deviti s¢itancti, protoze 75 neni délitelné 7, resp. 9. ..

7Z8-1-2
Tt kamaradky se sesly na chalupé a vyrazily na houby. Nasly celkem 55 hiibt. Po

navratu si udélaly smazenici, rozdélily ji na ¢tyfi stejné porce a pozvaly na ni kamarada
Pepu. Liba dala na smazenici $est ze svych hiibti, Marugka osm a Sarka pét. Kazdé pak
zbyl stejny pocet hiibl. Pepa jim daroval bonboniéru, kde bylo 38 bonbont, a tekl, ze se
maji spravedlivé rozdélit podle toho, jak ptispély na jeho jidlo.

1. Kolik hfibt nasla kazda?

2. Jak se mély podle Pepy podélit?

(M. Volfova)

MozZné reseni. 1. Do smazenice kamaradky daly celkem 6 + 8 + 5 = 19 hfib1, takZe jim
ziistalo 55 — 19 = 36. VSechny pak meély stejné, kazdé tedy zbylo 36 : 3 = 12 hribt. Liba
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dala do smaZenice 6 hribi, nasla tedy 12 + 6 = 18 hiibi, Maruska dala 8, nasla proto
12 + 8 = 20 a Sarka dala 5, nasla jich 12 +5 = 17.

2. Kazdy snédl ¢tvrtinu smazenice, tzn. kazdy snédl 179 = 4% hiibi. Liba dala do
smazenice 6 hibi (sama snédla 4%), do Pepovy porce tedy prispéla mnozstvim 6—4% = 1%,
tj. 2 hiibG. Marugka dala 8 hiibt, piispéla Pepovi 8 — 43 = 31 = 13 hiibi. Sérka dala 5
h¥ibt, prispéla Pepovi 5 — 42 = 1 hiibu.

Dévcata se méla podle Pepy podélit v pomeéru % : % : %. To je totéz jako pomeér
5:13 : 1 nebo téz 10 : 26 : 2, tedy celkem 38 dili, coz odpovida pravé 38 bonbdéntim
v bonboniéie. Liba méla podle Pepy dostat 10 bonbonti, Maruska 26 a Sarka 2.

7Z8-1-3

Sedadla v divadelnim salu jsou rozdélena do tii kategorii podle jejich vzdalenosti
od jevisté. ,I. mista“ jsou nejblize jevisti, tvori dvé pétiny kapacity salu a prodavaji se
za 220 Kc¢. ,II. mista® tvori dalsi dvé pétiny salu a prodavaji se za 200 K¢. Zbyvajici
,I1I. mista“ se prodavaji za 180 K¢. Pred zahajenim predprodeje na slavnostni premiéru
bylo rozdano 150 vstupenek zdarma zvanym hostim. Vstupenky byly rozdavany postupneé
od prednich mist sdlu dozadu. VSechny ostatni vstupenky pak byly prodany. Kdyby se vsak
volné vstupenky rozdavaly postupné od zadnich mist doptfedu, byla by trzba o 4320 K¢
vétsi. Kolik mist bylo v sélu? (L. Siminek)

Mozné fesSeni. Pro vypocty je podstatné, v kolikaté pétiné salu kond¢i tsek s volnymi
vstupenkami (viz obrazek). Reseni tlohy proto rozdélime do péti ¢asti a v kazdé budeme
pracovat s jinym predpokladem. Pro pocet sedadel v jedné pétiné salu pouzivame nezna-
mou p.

220, 220, | 200,~| 200, | 180,

)s1Ad(

2., 3., 4., 5. pétina

a) Predpokladame, ze 150 volnych vstupenek tvotilo % salu nebo méné. Presunem
volnych vstupenek do zadni ¢asti salu by se ziskalo 150 - 40 = 6 000 (K¢), coz neodpovida
zadani.

b) Predpokladame, ze tsek s volnymi vstupenkami koné¢i v druhé pétiné salu, tedy ze
p < 150 < 2p. Presunem volnych vstupenek z prvni pétiny do paté by se ziskalo 40p K¢.
Ve druhé pétin€ salu je 150 — p volnych vstupenek a jejich presunem do ¢tvrté pétiny by
se ziskalo 20 - (150 — p) K¢&. Vypocitame p:

40p 4 20 - (150 — p) = 4 320,
20p + 3000 = 4 320,
p = 66.



Vidime, Ze pfedpokladand nerovnost 150 < 2p neplati, a proto tsek s volnymi vstupenkami
nemtize koncit ve druhé pétiné salu.

c) Predpokladame, Ze tisek s volnymi vstupenkami konéi ve tfeti pétiné salu, tedy Ze
2p < 150 < 3p. Piesunem volnych vstupenek z prvni pétiny do paté by se ziskalo 40p K¢,
ze druhé pétiny do ¢tvrté 20p Ké. Zbylych 150 — 2p volnych vstupenek je ve treti pétiné
salu a ty by se presunuly bez zisku opét do tfeti pétiny. Vypocitame p:

40p 4+ 20p + 0 - (150 — 2p) = 4 320,
60p = 4 320,
p="T2.

Vidime, Ze predpokladané nerovnost 2p < 150 < 3p plati. Usek s volnymi vstupenkami
tedy mohl koncit ve treti pétiné salu a pocet mist v sale by pak byl 5p =5 - 72 = 360.

d) Pfedpokldadédme, Ze tsek s volnymi vstupenkami konéi ve ¢étvrté pétiné salu, tedy
ze 3p < 150 < 4p. Muzeme sestavit rovnici podobné jako v predchozich odstavcich nebo
ukézat jinou tvahu: za vstupenky v paté pétiné salu se utrzilo 180p K¢, vstupenek ve
¢tvrté pétiné se prodalo 4p — 150 a utrzilo se za né 200 - (4p — 150) Ké. Pokud by se volné
vstupenky rozdavaly od zadnich fad, prodalo by se 5p — 150 vstupenek a vSechny by byly
za 220 K¢. Rozdil téchto dvou trzeb je 4 320 K¢, dochazime k takovéto rovnici:

220 - (5p — 150) — 180p — 200 - (4p — 150) = 4 320,
120p — 3000 = 4 320,
p = 61.

Vidime, ze predpokladana nerovnost 3p < 150 neplati, a proto tsek s volnymi vstupenkami
nemtize koncit ve ¢tvrté pétiné salu.

e) Predpokladame, ze tsek s volnymi vstupenkami konéil az v paté pétiné salu. Mu-
Zeme postupovat jako v odstavcich b), ¢) a d) nebo pouzit jednodussi vahu: penize se
utrzily pouze za mista v paté pétiné, prodavala-li by se misto toho v prvni pétiné, ziskalo
by se za kazdé o 40 K¢ vice. Prodavanych mist by tedy bylo 4320 : 40 = 108 a vSech mist
150 4+ 108 = 258. Pak by ale tsek se 150 volnymi vstupenkami nekoncil v posledni pétiné
salu, tedy predpoklad v uvodu této casti feSeni nemtize byt naplnén.

V sale bylo 360 mist.

7Z8-1-4
Dostali jsme krychli, ktera méla délku hrany vyjadienou v centimetrech celym cislem.

Vsechny jeji stény jsme obarvili na ¢erveno a poté jsme ji roziezali beze zbytku na krych-
licky o hrané 1cm.

e Lukas tvrdi, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je desetkrat vice nez téch se
tfemi obarvenymi sténami.

e Martina fika, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je patnactkrat vice nez téch
se tfemi obarvenymi sténami.

Pravdu ma vSak pouze jeden — kdo? A kolik méfila hrana puvodni krychle?
(L. Simiinek)

Mozné tesSeni. Z formulace zadani plyne, Ze hrana ptuvodni krychle méfila aspon 2 cm.

3



Krychlicka ma tii obarvené stény, pokud jeji vrchol byl piivodné vrchol velké krychle.
Takovych krychli¢ek je proto stejné jako vrchold krychle, tedy 8.

Krychlicka ma praveé dvé obarvené stény, pokud jedna jeji hrana tvorila ptivodné hranu
velké krychle a zaroven zadny vrchol krychlicky nebyl piivodné vrchol velké krychle. Pro-
toze velka krychle méla 12 hran, je pocet krychlicek pravé se dvéma obarvenymi sténami
nasobkem dvanacti. Podle Lukase je takovych krychlicek 10 - 8 = 80, coz neni mozné,
protoze 80 neni nasobek dvanacti. Pravdu ma Martina, ktera tvrdi, ze takovych krychlicek
je 15-8 = 120.

Na kazdé hrané velké krychle jsme rozrezanim ziskali 120 : 12 = 10 krychli¢ek se
dvéma obarvenymi sténami. Hranu ptivodni krychle vsak tvorily i dvé krychlicky se tfemi
obarvenymi sténami, délka hrany tedy odpovidala dvanécti krychlickdm. Hrana ptvodni
krychle mérila 12 cm.

Z8-1-5
Ze ctverce o strané 6 cm odiizneme od kazdého vrcholu shodné rovnoramenné pravo-

uhlé trojuhelniky tak, aby se obsah ¢étverce zmensil o 32 %. Jakou velikost maji odvésny?
(M. Krejéova)

Mozné Feseni. Obsah étverce o strané 6 cm je 36 cm?. Odiiznuté ¢asti maji dohromady
obsah 0,32-36 = 11,52 (cm?). Pokud odvésnu odfiznutého trojihelniku ozna¢ime x, potom
obsah kazdého takového trojuhelniku je %xQ.

N
NS

Dohromady dostavame rovnici, kterou snadno vyresime:

{132

4.7 =11,52
2 b b
z% =576,
r=24.

Odvésny odfiznutych pravotuhlych trojuhelnikd maji délku 2,4 cm.

7Z8-1-6
Ve dvou mistnostech vzdélavaciho centra se konaly prednasky. Primérny vek osmi lidi
pritomnych v prvni mistnosti byl 20 let, primérny vek dvanacti lidi ve druhé mistnosti
byl 45 let. V pribéhu prednasky odesel jeden tucastnik a tim se primeérny vék vsech osob
v obou mistnostech zvysil o jeden rok. Kolik let bylo tc¢astnikovi, ktery odesel?
(L. Hozovad)

MozZné iesSeni. Podle zadani byl soucet vékt osmi osob pritomnych v prvni mistnosti
roven 8 - 20 = 160 let, soucet veklt dvanacti osob pritomnych ve druhé mistnosti byl
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12 - 45 = 540 let. Pramérny vék vSech osob v obou mistnostech tedy byl % = %0 =
= 35 let.
Pokud z znaci veék cloveka, ktery béhem prednasky odesel, potom vime, ze
700 — z
=35+1
20—1 Th

a rovnici doresime:

700 —z =36 - 19,
r =700 — 684 = 16.

Ucastnik, ktery odesel, mél 16 let.



