59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

79-1-1
Dostal jsem zadana dveé prirozena cisla. Poté jsem je ob€ zaokrouhlil na desitky. Urcete,
ktera cisla jsem mél zadana, pokud vite, ze:
e podil zaokrouhlenych c¢isel je stejny jako podil ¢isel pivodnich,
e soucin zaokrouhlenych cisel je o 295 vétsi nez soucin puvodnich cisel,
e soucet zaokrouhlenych cisel je o 6 vétsi nez soucet piivodnich ¢isel.

(L. Simiinek)

MozZné feseni. Prirozené ¢islo zaokrouhlujeme na desitky tak, Ze k nému pri¢teme vhodné
celé cislo od —4 do 5. Podle tfeti podminky v zadani ma byt soucet dvou zaokrouhlenych
Cisel o 6 vétsi nez soucet ¢isel ptivodnich. Obé ptivodni ¢isla se tedy zaokrouhlovanim zvétsi
a musi o nich platit jeden z nésledujicich predpokladii:

a) Jedno kondi ¢islici 5, druhé ¢islici 9. (Oznacime-li je p, ¢, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme p + 5, ¢+ 1.)

b) Jedno konéi éislici 6, druhé éislici 8. (Oznacime-li je r, s, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme r + 4, s + 2.)

c) Jedno kondi éislici 7, druhé éislici 7. (Oznacime-li je t, u, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme t + 3, u + 3.)

Podle druhé podminky v zadani je sou¢in zaokrouhlenych ¢isel o 295 vétsi nez soucin
puvodnich ¢isel. Protoze souc¢in zaokrouhlenych ¢isel musi mit na misté jednotek cislici 0,
vyplyva z této podminky, Ze soucin ptivodnich ¢isel konéi ¢islici 5. Soucin ¢isel podle predpo-
kladu a) skutecné konéi ¢islici 5, protoze 5-9 = 45. AvSak soucin ¢isel podle predpokladu b)
konéi ¢islici 8, protoze 6-8 = 48, a soucin ¢isel podle predpokladu c) kondéi ¢islici 9, protoze
7.7 =49. Déle tedy budeme pracovat pouze s predpokladem a), protoze jediné ten muze
vést ke spravnému vysledku. Podle prvni a druhé podminky v zadani dochazime k soustaveé
dvou rovnic:

p+5_p
qg+1 ¢
(p+5)(q+1) = pg + 295.

b

Upravami prvni rovnice ziskdme vztah p = 5¢. S jeho vyuzitim vyfesime druhou rovnici:

pq+p—+ 59+ 5= pqg+ 295,

p + 5q = 290,
5q + 5q = 290,
q = 29.

Po dosazeni:
p=>5-29 = 145.

Vysledna ¢isla p a ¢ maji na misté jednotek takové cislice, jaké jsme urcili v nasem pred-
pokladu. Uloha m4 jediné feseni: hledané &isla jsou 29 a 145.
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Jiné resSeni. Stejnym postupem dojdeme ke stanoveni predpokladii a), b), ¢). Poté, misto
diskuse o ¢islici na misté jednotek v soucinu pivodnich éisel, sestavime zvlast pro kazdy
predpoklad rovnici podle druhé podminky v zadani:

a) (p+5)(g+1) = pq + 295, po tpravé p + 5q + 5 = 295,
b) (r+4)(s+2) = rs+ 295, po Gpravé 2r + 4s + 8 = 295,
c) (t+3)(u+ 3) =tu+ 295, po upravé 3t + 3u + 9 = 295.

Vidime, Ze upravend rovnice b) nemiize mit v oboru celych ¢isel feSeni; dosazenim
jakychkoli celych cisel totiz ziskdme na levé strané sudy soucet, coz odporuje c¢islu 295
napravo. Podobné ani upravena rovnice c¢) nemtze mit v oboru celych ¢isel Feseni, protoze
dosazenim jakychkoli celych ¢isel na levou stranu rovnice ziskdme soucet délitelny tfemi,
coz odporuje ¢islu 295 napravo. Pouze rovnice a) mize mit feSeni v oboru celych ¢isel
a k nému dojdeme za pouziti vztahu p = 5q tak, jak bylo uvedeno vyse.

Jesté jiné reseni. Stejné jako v predchozich feSenich nejprve dojdeme k zavéru, ze jedno
puvodni ¢islo ma na misté jednotek cislici 9, druhé ¢islici 5. Prvni tedy mtzeme zapsat jako
10a + 9, po zaokrouhleni na desitky dostaneme 10a + 9 + 1, tj. 10(a 4 1). Druhé zapiSeme
jako 10b+ 5, po zaokrouhleni na desitky dostaneme 10b+ 545, tj. 10(b+1). Cisla a, b jsou
¢isla pfirozend nebo nula (v zadani neni feceno, ze zadné ¢islo nemize byt jednomistné).
Podle druhé podminky v zadani plati:
10(a+1)-10(b+1) = (10a +9) - (10b + 5) + 295,
100ab + 100a + 100b 4+ 100 = 100ab 4 90b + 50a + 45 + 295,
50a + 106 = 240,
5a + b = 24.

Vsechna mozna feseni vypiseme do tabulky:

a 0 1 2 3 4

b 24 19 14 9 4

Odpovidajici dvojice ¢isel jsou

10a + 9 9 19 29 39 49

10b+5 245 195 145 95 45

U kazdé z téchto dvojic oveérime, zda je splnéna prvni podminka:

9 10 . AV
® 5= 7 355, tedy dvojice 9 a 245 neni feSenim,
19 4 20

195 200

. % = % = %, tedy dvojice 29 a 145 je feSenim,

tedy dvojice 19 a 195 neni feSenim,

° % # f“—OOO, tedy dvojice 39 a 95 neni feSenim,
° i—g # %, tedy dvojice 49 a 45 neni feSenim.

Vsem uvedenym podminkam vyhovuje pouze dvojice 29 a 145.



Z9-1-2

Pat a Mat byli na vyleté. Vysli rano po osmé hodiné, kdy velkd a mala rucicka na Pa-
tovych hodinkach lezely v opacnych polopiimkach. V opac¢nych poloptimkéach byly rucicky
Patovych hodinek, i kdyz se oba pratelé pred polednem vratili. Mat dobu vyletu méfil na
stopkach. Urcete i vy s presnosti na sekundy, jak dlouho trvala cesta. Pfredpokladejte, ze
Patovy hodinky a Matovy stopky Sly presné. (M. Volfova)

Mozné teseni. Rychlost malé rucicky je 30° za 60 min, tj. 0,5° za 1 min. Rychlost velké
rucicky je 360° za 60 min, tj. 6° za 1 min. Polohu rucicky na ciferniku, ktera ukazuje na c¢islo
12, nazvéme jako ,zakladni polohu®“. V 8:00 je velka rucicka v zédkladni poloze, mala rucicka
v 8:00 ukazuje na ¢islo 8, tedy od zdkladni polohy je pootocena o 240°. Dobu, ktera uplynula
od 8:00 do okamziku, kdy rucicky lezely v opa¢nym polopiimkach a zacal vylet, oznacime
jako x min. V hledany okamzik je velka rucicka od zakladni polohy pootocena o (04 6x)°,
mald rucicka o (240 + 0,5x)°. Rucicky v ten moment lezi v opa¢nym polopfimkéach, a tak
pootoceni malé rucicky od zadkladni polohy je o 180° vétsi nez pootoceni velké rucicky.
Dochéazime k rovnici, jejimz vyfesenim zjistime x:
(0 + 6x) + 180 = 240 + 0,5z,
5,5x = 60,
x = 10,90.

Hodnota 10,90 min je pfiblizné 10 min 54,5 s; vylet tedy zacal v 8 h 10 min 54,5 s.

Podobné sestavime rovnici, kde y vyjadiuje dobu v minutach, ktera uplynula od 11:00
do okamziku, kdy vylet skoncil:

(0 + 6y) + 180 = 330 + 0,5y,
5,5y = 150,
y = 27,27.

Hodnota 27,27 min je pfiblizné 27 min 16,4 s; vylet tedy skoné¢il v 11 h 27 min 16,4 s.

Po odecteni dvou nalezenych casti dojdeme k zavéru, ze vylet trval 3 h 16 min 22 s.

Poznamka. Pokud vSechny ¢asové udaje vyjadiujeme od zac¢atku v hodinach, predchozi
rovnice pro neznamou z vypada takto:

(0 + 360z) + 180 = 240 + 30z,

2

a jejim fesenim je 2 = 2 (h). Podobné nezndma y vychazi 3

11

(11+%)—(8+%) :3+% (h),

(h) a cely vylet trval

tj. priblizné 3 h 16 min 22 s.

Jiné feseni. Béhem piildne, tedy v dobé od 0:00 do 12:00, lezi rucicky v opacnych polo-
piimkach celkem jedendctkrat. Casové intervaly mezi takovymi okamziky jsou vzdy stejné
(obé rucicky se pohybuji konstantni rychlosti). Odtud plyne, ze délka kazdého intervalu je
}—% h. Doba vyletu odpovida tfem zminénym intervaltim; ke spravnému vysledku lze tedy
dojit i timto vypoctem:

12 36 3

2= 2342 (n).
o ot W



79-1-3

Na obrazku je krychle o hrané 2cm tvorena osmi krychlickami s hranou 1cm. Osm
stén krychlicek je obarveno cerné, ostatni jsou bilé. Pritom z nich lze slozit krychli, jejiz
povrch je bily. Kolika zptisoby mohou byt krychlicky obarveny? Predpokladejte, ze stejné
obarvené krychlicky nedokazeme odlisit, mohou se tedy zaménit.

LT

(K. Pazourek)

Mozné teSeni. Ze zadani vyplyva, ze kazdad z osmi krychlicek, ze kterych je slozena
velka krychle, mé urcité tii bilé stény, které navic maji spole¢ny vrchol. Zbylé stény kazdé
z krychlic¢ek jsou bud ¢erné, nebo bilé. Celkem osm stén mé byt éernych, pfitom nezalezi,
jak krychlicky usporadame, dilezité je jen, kolik stén maji obarvenych. Navic nezalezi,
jestli naptiklad obarvime prvni a druhou sténu, nebo prvni a tfeti sténu — krychlicku
pootocenim prevedeme z jednoho pfipadu na druhy a obracené. Vypisme si mozna obarveni
krychlicek. V fadcich jsou zaznamenany pocty cernych stén na jednotlivych krychlickéach,
vzdy od nejvétsiho poctu k nejmensimu:

e 3,3,2000,0,0,
e 3,3 1,1,0,0,0,0,
e 3,2,2,1,0,0,0,0,
¢ 3,2,1,1,1,0,0,0,
©3,1,1,1,1,1,0,0,
©2222000,0,
©2.221,1,00,0,
22 1,1,1,1,0,0,
2 1,1,1,1,1,1,0,
e 1,1,1,1,1,1,1, 1.
Dostavame tak celkem 10 rtznych obarveni krychlicek.
Z9-1-4

Adam a Eva dostali kosik, ve kterém bylo 31 jablek. Prvni den snédla Eva tfi ctvrtiny
toho, co snédl Adam. Druhy den snédla Eva dvé tfetiny toho, co snédl tyz den Adam.
Druhého dne vecer byl kosik prazdny. Kolik jablek snédla z kosiku Eva? (Adam i Eva
jablka jedi celd a nedéli se o né.) (L. Hozovad)

Mozné reseni. Podle zadani snédla Eva prvni den tfi ¢tvrtiny toho, co snédl Adam. Proto
pocet jablek, které prvni den snédl Adam, musi byt nasobkem ¢tyt. Oznacime jej 4a, kde
a je neznamé prirozené cislo. Pocet jablek, které prvni den snédla Eva, je pak 3a. Pocty
jablek snédenych za druhy den oznac¢ime obdobné: Adam snédl 3b a Eva 2b jablek, kde b
je neznamé prirozené cislo. Sestavime rovnici o dvou neznamych a budeme pro ni hledat
feSeni v oboru pfirozenych cisel:

4a+ 3a+ 3b+ 2b =31,
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po Upravé
Ta + 5b = 31.

Za a postupné dosazujeme prirozena cisla 1 az 4 a pokazdé urcujeme, zda i b vychazi jako
prirozené ¢islo. (Dosazovat za a vétsi ¢isla nezkousime, protoZze b by vychézelo zaporné.)
Takto najdeme jediné feSeni rovnice v oboru pfirozenych cisel:

a=3,b=2.

Prvni den Eva snédla 3a = 3-3 = 9 jablek, druhy den 2b = 2- 2 = 4 jablka. Celkem snédla
13 jablek.

Z9-1-5
Ridi¢ prevazi mléko v cisterné tvaru valce. Priimér podstavy je 180 cm, délka cisterny
je 4m. Kolik hl mléka je v cisterné, jestlize je naplnéna do tii ¢tvrtin priméru?

(M. Krejéova)

Mozné feseni. Cast podstavy, ktera je pod hladinou mléka v cisterné, rozdélime na ne-
konvexni kruhovou vyse¢ a rovnoramenny trojihelnik XYS.
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Velikost tsec¢ky SX, stejné jako SZ, je rovna poloméru podstavy, tj. |[SX| = |[SZ]| =
= r = 90 cm. Podle zadani je bod R ve stfedu tsecky SZ, tj. |SR| = |RZ| = 3r. Odtud
plyne, ze (pravouhlé) trojuhelniky SXR a ZXR jsou shodné, tudiz |ZX| = |SX| a troj-
thelnik SXZ je rovnostranny. Proto je velikost vnitiniho thlu RSX rovna 60°, velikost
vnitiniho thlu X SY je 120° a velikost vnéjsiho thlu X SY je 240°. Nekonvexni kruhové
vyseci tedy nalezi % obsahu celého kruhu, tj.

2
S, = gm‘Q = 16965 cm? = 170 dm?.



Obsah trojuhelniku XYS je roven S; = |RX]| - |RS|. Velikost usecky RS je rovna
7 a velikost |RX| vyjadiime pomoci Pythagorovy véty v trojuhelniku SXR: |RX|* =

= [SX|> = |RS|> =r? — (37)* = 212, tedy |[RX| = @r. Po dosazeni dostavame

3
S, = %ﬂ = 3507 cm? = 35 dm?.

Cast podstavy, kteréa je pod hladinou mléka v cisterné, mé tedy obsah
S =8, + S =205dm*.
Cisterna je dlouha d = 4m = 40 dm, objem prevazeného mléka je tedy pfiblizné roven

V=25 -d=28200dm> = 82hl.

Z9-1-6

V lichobézniku ABCD se zakladnami AB a C'D délky 7cm a 4cm jsou body S
a T stfedy stran AD a BC, viz obrazek. Bod X je prtsecik tsecek AC a ST, bod Y je
priisecik tsecky AB a ptimky DX. Obsah étyithelniku AYCD je 12 cm?. Vypoététe obsah
lichobézniku ABCD.

D C

(M. Dillingerovad)

Mozné ieSeni. Usecka ST spojuje stiedy ramen lichobézniku ABCD, proto musi byt
rovnobézna s jeho zakladnou C'D. Usecka SX, ktera lezi na tsecce ST, je tedy rovnobézna
se stranou CD trojihelniku C'DA. Déale vime, Ze jeji krajni bod S je stfed strany DA.
Usecka SX je proto stiedni pricka trojuhelniku CDA. Obdobné lze dokazat, Ze tsecka SX
je stfedni pricka trojuhelniku AYD. Pro stfedni pricku trojuhelniku obecné plati, ze ma
dvakrat mensi velikost nez s ni rovnobézna strana trojuhelniku. Délka tisecky SX je dvakrat
mensi nez délka strany C'D a zaroven je dvakrat mensi nez délka strany AY. Velikosti tisecek
CD a AY proto museji byt stejné, obé tedy méti 4 cm. Protoze rovnobézné strany AY a CD
ctytthelniku AYCD maji stejnou délku, musi jit o kosodélnik. Pro vypocet jeho obsahu
plati S; = |CD] - v, kde v je délka jeho vysky ke strané C'D. Ze zadani zndme S; a |C'D|,
délku v spocitame:
v=251:|CD|=12:4 = 3(cm).
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Tato délka v je také rovna vzdalenosti zakladen lichobézniku ABCD. Obsah tohoto li-
chobézniku je tedy

3
Sy = — - (|AB| + |CD|) = 5(7+4) = 16,5 (cm?).

N <

Jiné fesSeni. Dokazeme, ze trojuhelniky AXY a C' XD jsou shodné. Jejich ihly AXY
a CXD jsou uhly vrcholové a maji tedy stejnou velikost. Rovnobézky AB a DC jsou
protaty prickou AC, thly YAX a DCX zminénych trojuhelnikt jsou tedy thly stiidavé
a i ony maji stejnou velikost. Tyto dva trojuhelniky jsou tedy podobné. Navic vysky téchto
trojuhelnikt k odpovidajicim si strandm AY a C'D maji stejnou délku, nebot obé predsta-
vuji vzdalenost zakladny lichobézniku ABC D a jeho stfedni pricky. Protoze se trojihelniky
AXY a CXD shoduji ve tfech pravé zminénych prvcich, museji byt shodné. Odpovidajici
si strany AY a CD tedy maji stejnou velikost, a sice 4 cm. Déle je feseni shodné s vyse
uvedenym.



