60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z8

Z8-11-1
Na karticku jsem napsala dvojmistné prirozené cislo. Soucet ¢islic tohoto ¢isla je déli-
telny tfemi. Odectu-li od napsaného ¢isla ¢islo 27, dostanu jiné dvojmistné prirozené cislo,
psané tymiz Cislicemi, ale v opa¢ném poradi. Ktera cisla jsem mohla napsat na karticku?
(L. Hozova)

Mozné feseni. Cislice mysleného dvojmistného ¢éisla oznaéime takto:  je na misté desitek
a y na misté jednotek. V zadani se pozaduje, aby soucet x 4 y byl délitelny tfemi a

10z +y — 27 = 10y + =z,
coZ po upravé dava
9z — 9y = 27,
r—y=23.

Protoze rozdil cislic ma byt tii a soucasné soucet ma byt délitelny tiemi, musi byt i obé
Cislice = a y délitelné tfemi. (To zjevné vidime, pokud si soucet ¢islic = 4+ y vyjadiime ve
tvaru y+3+y.) Jediné moznosti tedy jsou x = 9, y = 6 nebo x = 6, y = 3, tj. hledané ¢islo
mize byt 96 nebo 63. (Moznost 30 neni piipustnd, protoze 03 neni dvojmistné piirozené
¢islo.)

Hodnoceni. 1 bod za zapis ¢isla a ¢isla s opaénym poradim d¢islic; 2 body za nalezeni
vztahu x —y = 3; 2 body za urceni jednoho feSeni; 1 bod za uréeni druhého feseni. (Pokud
zak uvadi jako FesSeni ¢islo 30, na bodové ohodnoceni jeho prace to nemé zadny vliv.)
Jiné reseni. Hledané ¢islo je vétsi nez to, které ziskame zaménou d¢islic, takze Cislice na
misté jednotek hledaného ¢isla méa nizsi hodnotu nez ¢islice na misté desitek. Navic vime,
ze soucet téchto dvou cislic je délitelny tfemi. Projdeme tedy vsechna dvojmistnd ¢isla,
ktera maji ciferny soucet délitelny tfemi a Cislici na misté desitek vyssi nez ¢islici na misté
jednotek (na misté jednotek samoziejmé nemuze byt nula). Ke kazdému najdeme ¢islo o 27
mensi, a jestlize je zapsané stejnymi cislicemi, mame feSeni.

96 — 27 = 69 1. TeSeni
93 — 27 = 66
87 — 27 =60
84 — 27 =57
81 —27=054
75— 27 =48
72 —27 =45
63 — 27 = 36 2. feSeni
54 — 27 =127
51 —27=24
42 —-27=15
21 -27=—6




Hledanym cislem mtize byt 96 nebo 63.

Hodnoceni. 3 body za vysvétleni principu hledani ¢isel; 3 body za nalezeni obou FeSeni
a vylouceni existence dalSich feseni.

Z8-11-2

Martina si vymyslela postup na vyrobu ¢iselné posloupnosti. Zacala ¢islem 52. Z néj
odvodila dalsi ¢len posloupnosti takto: 22 +2 -5 = 4 + 10 = 14. Potom pokraéovala
stejnym zptisobem déle a z éisla 14 dostala 42 + 2 -1 = 16 4+ 2 = 18. Vzdy tedy vezme
¢islo, odtrhne z néj cislici na misté jednotek, tuto odtrzenou c¢islici umocni na druhou
a k vysledné mocniné pricte dvojnasobek cisla, které zbylo z ptivodniho ¢isla po odtrhnuti
posledni cislice. Jaké je 2011. ¢islo takto vzniklé posloupnosti? (M. Dillingerova)

Mozné reSeni. Je ziejmé, Ze objevi-li se v posloupnosti nékteré ¢islo podruhé, bude se
opakovat cely tisek ohraniceny témito dvéma ¢isly porad dokola. Budeme tedy vypisovat
¢isla posloupnosti tak dlouho, dokud se nezac¢nou opakovat.

e 1. ¢islo: 52,

e 2. ¢islo: 14,

e 3. Cislo: 18,

o 4. ¢islo: 82 +2-1 =66,
e 5. &islo: 62 42 -6 = 48,
o 6. ¢islo: 82424 =72,
o 7.¢&slo: 22 42-7 =18,
e 8. ¢islo: 82 4+ 2-1 = 66,
e atd.

Od tietiho &isla se v posloupnosti pravidelné opakuji ¢isla 18, 66, 48 a 72. Cislo 18 je
tedy na 3., 7., 11., 15., 19., 23. misté, atd. Toto ¢islo se bude vyskytovat i na kazdém misté,
které se od kteréhokoli jiz zminéného mista lisi o néjaky nasobek 4. Protoze 2011 = 11 +
+ 500 - 4, bude ¢islo 18 i na 2011. mistée.

Hodnoceni. 3 body za nalezeni ¢isel, ktera se opakuji; 1 bod za zjisténi, ze 2011. ¢islo je
18; 2 body za vysvétleni, proc¢ je na 2011. misté pravé toto cislo.

Z8-11-3

V kruznici k se stfedem S a polomérem 52 mm jsou dany dvé na sebe kolmé tétivy
AB a CD. Jejich prusecik X je od stfedu S vzdalen 25 mm. Jak dlouhé je tétiva C'D, je-li
délka tétivy AB 96 mm? (L. Hozova)

Mozné fesSeni. Stiedy tétiv AB a C'D oznacime E a F', viz obrazek. Trojihelniky AES,
EXS a SFD jsou pravouhlé, [AE| = |AB| = 48mm, |SX| = 25mm a |SA| = |SD| =

= 52 mm.



C
Podle Pythagorovy véty v trojihelniku AES dostavame
|ISE|? = |SA|? — |AE|? = 522 — 482 = 2704 — 2304 = 400 (mm?).
Podle Pythagorovy véty v trojuhelniku FX S dostavame
IEX|* = |SX|* - |SE|* = 25% — 400 = 625 — 400 = 225 (mm?).

Protoze EXF'S je obdélnik, plati |SF| = |EX]|; podle Pythagorovy véty v trojuhelniku
SFD tak dostavame

|FD|? = |SD|? — |SF|* = 522 — 225 = 2704 — 225 = 2479 (mm?).

Odtud vyjadiime |F'D| = 49,79, piip. |F'D| = 50 (mm), pokud pracujeme s presnosti na
celé mm. Tétiva C'D je tedy pfiblizné 100 mm dlouha.

Hodnoceni. 1 bod za urceni |AF|; 1 bod za urceni |SFE|; 1 bod za urceni |EX|; 1 bod za
urceni |SF|; 1 bod za urceni |F'D|; 1 bod za uréeni |CD|.



