MATEMATICKA OLYMPIADA

pro zaky
zakladnich $kol a niZSich ro¢niku viceletych gymnazii

61. ROCNIK, 2011/2012

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické ulohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolna a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zacastnit zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢niktl viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

rocnik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 - 77
6 1 - 76
5 — — 75

Se souhlasem svého ulitele matematiky muzete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urcéeny pro studenty stiednich skol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uverejnény v letdku Matematickd olympidda na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tfech kolech.

Kategorie Z9 mé skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7, 76 a Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéZe, organizovaném na skoléch,
Fesi Zaci ve svém volném case (doma) Sest uloh uvefejnénych v tomto

1



letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym ucitelim
matematiky feSeni alespon ¢tyf tloh. Vsem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dal$im pribéhu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym uciteldim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, Z9: prvni trojici tloh do 7. listopadu 2011 a druhou
trojici iloh do 9. ledna 2012.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici iloh do 12. prosince 2011 a druhou
trojici tloh do 27. tmora 2012.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborne, 2 —
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Tesiteli skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u ¢tyr tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobfte.

Prace vsech uspésnych fesitela kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi fesitele a pozve je k tcasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastnika v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO skoly, které okresni kolo pofadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 25. ledna 2012,

pro kategorii Z6 az Z8 11. dubna 2012,
pro kategorii Z5 25. ledna 2012.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
meésté, v kategorii Z5 okresni kolo probihd na nékolika skolach okresu
povéfenych poradanim.

Z4ci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou Fesit samostatné
v pribéhu 4 hodin 4 soutézni tlohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 tlohy v prubéhu 2 hodin. Pozvani zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v pribéhu 90 minut.

Ve vsech kategoriich se feseni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodii se sestavi pofadi i¢astnikii okresniho kola. Uastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodu (zpravidla asponl polovinu z dosazitelnych bodi),
se stanou uspésnymi fesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 21. bfezna 2012 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pii okresnim kole. Nejlepsi tcastnici krajského kola jsou vyhlaseni jeho
vitézi.



Matematickou olympiddu poradaji Ministerstvo Skolstvi, mlddeze a
telovychovy, Jednota ceskych matematiki a fyziki o Matematicky ustav
Akademie véd Ceské republiky. SoutéZ organizuje ustredni komise MO,
v krajich ji ¥idi krajské komise MO pti pobockiach JCMF a v okresech
okresni komise MO. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji povéreni ucitelé
matematiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni souté&Znich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté nam. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2011/2012

Uloha 7Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo moZno sledovat vas myslenkovyj postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, Ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost ivah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou spliovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme FesSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchazejicich ro¢nikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznacéime a, b. Novy obdélnik m4 délky
stran a +4, b — 5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniku plati

2ab = (a4 4)(b - 5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odeéteme 20,
ab—4b+5a — 20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5)=—40 rozlozit na soucin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4 > —4,b+ 5 > 5. Jsou dvé moznosti:

(=2)-20=—40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o strandch a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, ¥’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. S =28S.

V druhém pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, ¥’ = 30 a obsah
S’ = 210. Opét je S’ = 2S.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Tii kamaradi Pankrac, Serviac a Bonific Sli o prazdninidch na nocéni
prochazku pfirodnim labyrintem. U vstupu dostal kazdy svicku a vydali
se riznymi sméry. Vsichni labyrintem tspésné prosli, ale kazdy Sel jinou
cestou. V nésledujici ¢tvercové siti jsou vyznaceny jejich cesty. Vime, Ze

S

Pankrac nikdy nesel na jih a Ze Servac nikdy nesel na zapad. Kolik metri
usel v labyrintu Bonifac, kdyz Pankrac usel pfesné 500m? (M. Petrovd)

Z5-1-2 ol 3

Do kazdého nevyplnéného ¢tverec- o @
ku na nasledujicim obrazku dopliite
¢islo 1, 2, nebo 3 tak, aby v kazdém //

sloupci a radku bylo kazdé z téchto
¢isel praveé jednou a aby byly splnény
dodatecné pozadavky v kazdé vyzna- =

dené oblasti. 2 A \@@

(Pozadujeme-li ve vyznadené ob-
lasti urcity podil, mame na mysli
podil, ktery ziskdme vydélenim vét- Soucet 4

§tho ¢isla mensim. Podobné pracu-
jeme i s rozdilem.) (S. Bedndrovad)
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Z5-1-3

Jolana pripravuje pro své kamaradky obcerstveni — chlebicky. Namaze
je bramborovym saldtem a navrch chce dat jesté dalsi prisady: Sunku,
tvrdy syr, platek vajicka a prouzek naklddané papricky. Jenze nechce,
aby nékteré dva jeji chlebicky obsahovaly tiplné stejnou kombinaci ptisad.
Jaky nejvétsi pocet navzajem rtznych chlebicki mize vytvorit, jestlize
zadny z nich nemé mit vSechny ¢tyfi prisady a zadny z nich neni pouze
se saldtem (tj. bez dalgich ptisad)? (M. Petrova)

Z5-1-4

Na obrazku je stavba slepena ze stej- V4
nych kosti¢ek. Jedna se o krychli s néko- L
lika dirami, kterymi je vidét skrz a které
maji vSude stejny prafez. Z kolika kosticek
je stavba slepena? (M. Krejéovd)

Z5-1-5

V pohadce o sedmero krkavcich bylo /
sedm bratrd, z nichz kazdy se narodil 4
presné rok a pul po predchozim. Kdyz byl
nejstarsi z bratri pravé Ctyrikrat starsi nez nejmladsi, matka vSechny
zaklela. Kolik let bylo sedmero bratram krkavcam, kdyz je jejich matka
zaklela? (M. Volfovad)

Z5-1-6

Janka a Hanka si rady hraji s modely zviratek. Hanka pro své kravicky
sestavila z uzavéri od PET lahvi obdélnikovou ohradku jako na obrazku.
Janka ze vSech svych uzavéru slozila pro ovecky ohradku tvaru rovnostran-
ného trojihelniku. Poté ji rozebrala a postavila pro né ohradu ¢tvercovou,
rovnéz ze vSech svych uzavéria. Kolik mohla mit Janka uzavéra? Najdéte
aspon 2 Feseni. (M. Volfova)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1
Na obrazku jsou t¥i stejné velké kruhy. Spolecné ¢asti sousednich kruhi
jsme Sedé vybarvili. Bilé ¢asti maji v obrazku zapsany své obsahy, a to
v centimetrech ¢tvereénich. Vypocitejte obsahy obou Sedych ¢asti.
(L. Simiinek)

Z6-1-2
Do hrackarstvi ptivezli nova plySova zvitatka: vazky, pstrosy a kraby.
Kazda vazka mé 6 nohou a 4 kiidla, kazdy pStros méa 2 nohy a 2 kridla
a kazdy krab mé 8 nohou a 2 klepeta. Dohromady maji tyto privezené
hracky 118 nohou, 22 kfidel a 22 klepet. Kolik maji dohromady hlav?
(M. Petrovd)

Z6-1-3

Na obrazku je stavba slepend ze stejnych kosticek. Jedna se o krychli
s nékolika dirami, kterymi je vidét skrz a které maji vSude stejny prufez.
Hotovou stavbu jsme celou ponotili do barvy. Kolik kosti¢ek mé obarvenu
aspon jednu sténu? (M. Krejcéovd)




Z6-1-4

Do kazdého nevyplnéného ¢tverecku dopliite ¢islo 1, 2, 3, nebo 4 tak,
aby v kazdém sloupci a fadku bylo kazdé z téchto ¢isel pravé jednou a aby
byly splnény dodatecné pozadavky v kazdé vyznacené oblasti.

@ ( Soucet 9 )
B
Soucet 5 )
|

Soucin 48 ( Podil 2 )

(Pozadujeme-li ve vyzna¢ené oblasti uréity podil, mdme na mysli po-
dil, ktery ziskdme vydélenim vétsiho cisla mensim. Podobné pracujeme
i s rozdilem.) (S. Bedndrovd)

Z6-1-5

Ondra, Matéj a Kuba dostali k VAnocim od prarodi¢a kazdy jednu
z nasledujicich hracek: velké hasi¢ské auto, vrtulnik na dalkové ovladani
a stavebnici Merkur. Bratranec Petr doma vypraveél:

,Ondra dostal to velké hasi¢ské auto. P7al si ho sice Kuba, ale ten ho
nedostal. Matéj nemé v oblibé stavebnice, takze Merkur nebyl pro néj.*

Ukéazalo se, ze ve sdéleni, jaky darek kdo dostal ¢i nedostal, se Petr

dvakrat mylil a jen jednou vypovidal spravné. Jak to tedy s darky bylo?
(M. Volfova)

Z6-1-6

Marta, Libuse a Marie si vymys-
lely hru, kterou chtéji hrat na obdél-
nikovém hristi slozeném z 18 stejnych
¢tvercit (obrazek). Ke hie potfebuji
hfisté rozdélit dvéma rovnymi Carami
na tii stejné velké casti. Navic tyto
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¢ary museji obé€ prochazet tim rohem hristé, ktery je na obrazku vlevo
dole. Poradte dév¢attim, jak maji dokreslit ¢ary, aby si mohla zaéit hrat.
(E. Trojakovd)



KATEGORIE Z7

Z7-1-1
Trpaslici si chodi k potoku pro vodu. Dzbanek kazdého z trpasliki je
jinak velky: maji objemy 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 litra. Trpaslici si dzbanky mezi
sebou neptijcuji a vzdy je pfrinesou plné vody.
o Kejchal pfinese ve svém dzbanku vic vody nez Stistko.
e Diimal by musel jit pro vodu ttikrat, aby pfinesl pravé tolik vody jako
Stydlin v jednom svém dzbanku.
e Préfitv dzbanek je jen o 2 litry vétsi nez Stistkiv.
e Sam Smudla p¥inese tolik vody jako Diimal a Stistko dohromady.
e Kdyz jdou pro vodu Préfa a Smudla, pfinesou stejné vody jako Rejpal,
Kejchal a Stistko.

Kolik vody pfinesou dohromady Kejchal a Smudla? (M. Petrovd)

Z7-1-2

Na obrazku je ¢tverec ABC'D, ve kterém jsou umistény ¢tyfi shodné
rovnoramenné trojuhelniky ABE, BCF, CDG a DAH, vSechny Sedé vy-
barvené. Strany ¢tverce ABC D jsou zakladnami téchto rovnoramennych
trojuhelnikt. Vime, ze Sedé plochy étverce ABC' D maji dohromady stejny
obsah jako jeho bila plocha. Dale vime, ze |HF'| = 12 cm. Urlete velikost

strany ¢tverce ABCD. (L. Simiinek)
D C
A B

Z7-1-3
Sedm bezprostiedné po sobé jdoucich celych ¢isel stalo v fadé, sefazeno
od nejmensiho po nejvétsi. Po chvili se ¢isla zacala nudit, a tak se nejdfiv
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prvni vymeénilo s poslednim, potom se prostfedni posunulo Gplné na za-
¢atek fady a nakonec si nejvétsi z Cisel stouplo doprostied. Ke své veliké
radosti se tak ocitlo vedle ¢isla se stejnou absolutni hodnotou. Kterych
sedm c¢isel mohlo stat v fadé? (S. Bedndrovd)

Z7-1-4

Ucitelka Smolnéa pripravovala provérku pro svou tiidu ve tfech verzich,
aby zaci nemohli opisovat. V kazdé verzi zadala t¥i hrany kvadru a dala za
tikol vypodéitat jeho objem. Ulohy si ale dopfedu nevyiesila, a tak netusila,
ze vysledek je ve vSech tfech verzich stejny. Do zadani zaktim zapsala tyto
délky hran: 12, 18, 20, 24, 30, 33 a 70, vSechny v centimetrech. Z deviti
délek hran, které ucitelka Smolna zadala, jsme vam tedy prozradili pouze
sedm a ani jsme nesdélili, které délky patii do téhoz zadani. Urcete zbylé

dvé délky hran. (L. Simiinek)
Z7-1-5

Jeden vnitini thel v trojihelniku méii 50°. Jak velky thel sviraji osy
zbyvajicich dvou vnitfnich Ghla? (L. Hozovd)
Z7-1-6

Hledame Sestimistny ¢iselny kéd, o némz vime, Ze:

zadna Cislice v ném neni vicekrat,

obsahuje i 0, ta vSak neni na predposlednim misté,

ve svém zapisu nema nikdy vedle sebe dvé liché ani dvé sudé cislice,
sousedni jednomistna ¢isla se 1isi aspon o 3,

¢isla, kterd ziskame prectenim prvniho a druhého dvojcisli, jsou obé
nasobkem ¢isla vzniklého prectenim tietiho, tedy posledniho dvojéisli.
Urcete hledany kéd. (M. Volfovd)
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KATEGORIE Z8

Z8-1-1

Korespondencéni matematicka soutéz probiha ve tiech kolech, jejichz
narocnost se stupiiuje. Do druhého kola postupuji jen ti Fesitelé, ktefi byli
uspésni v prvnim kole, do tfetiho kola postupuji jen tspésni resitelé dru-
hého kola. Vitézem je kazdy, kdo je ispésnym Fesitelem posledniho, tedy
tFetiho kola. V poslednim ro¢niku této soutéze bylo presné 14 % fFesitelt
uspé&snych v prvnim kole, presné 25 % Fesiteltt druhého kola postoupilo do
tfetiho kola a presné 8 % feSitelt tietiho kola zvitézilo.

Jaky je nejmensi pocet soutézicich, kteri se mohli ziicastnit prvniho
kola? Kolik by v takovém piipadé bylo vitézu? (M. Petrovd)

Z8-1-2

Je ddn rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou AB dlouhou
10cm a rameny dlouhymi 20 cm. Bod S je stfed zakladny AB. Rozdélte
trojihelnik ABC' ¢tyfmi pfimkami prochazejicimi bodem S na pét ¢asti
se stejnym obsahem. Zjistéte, jak dlouhé usecky vytnou tyto pfimky na
ramenech trojihelniku ABC. (E. Trojakovd)

Z8-1-3

Hledame pétimistné ¢islo s nasledujicimi vlastnostmi: je to palindrom
(tj. ¢te se pozpéatku stejné jako zepfedu), je délitelné dvandcti a ve svém
zéapisu obsahuje ¢islici 2 bezprostiedné za ¢islici 4. Urcete vSechna moznéa
¢isla, kterd vyhovuji zadanym podminkam. (M. Mach)

Z8-1-4

Na stied hrncifského kruhu jsme polozili krychli, kterda méla na kazdé
své sténé napsano jedno prirozené c¢islo. Tésné predtim, nez jsme kruh
roztocili, jsme ze svého stanovisté vidéli tii stény krychle a tedy pouze
t¥i ¢isla. Jejich soucet byl 42. Po otoceni hrnéifského kruhu o 90° jsme
ze stejného mista pozorovali t¥i stény s Cisly davajicimi soucet 34 a po
otoceni o dalsich 90° jsme stale z téhoz mista vidéli t¥i ¢isla o souctu 53.

1. Urcete soucet tii ¢isel, ktera z naseho mista uvidime, az se kruh otoci
jesté o dalsich 90°.

2. Krychle po celou dobu lezela na sténé s ¢islem 6. Urcete maximéalni
mozny soucet vSech Sesti ¢isel na krychli. (L. Simiinek)
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Z8-1-5
Pankréc, Servac a Bonifac jsou bratfi, ktefi maji P, S a B let. Vime,
ze P, S a B jsou prirozena ¢isla mensi nez 16, pro néz plati:

)
S =2(B - P),
B=8(5—-P)
Urdete stafi vSech ti{ bratri. (L. Hozovd)

Z8-1-6
Janka si narysovala obdélnik s obvodem 22 cm a délkami stran vyjad-
Fenymi v centimetrech celymi ¢isly. Potom obdélnik rozdélila beze zbytku
na t¥i obdélniky, z nichz jeden mél rozméry 2 cm x 6 cm. Soucet obvodil
vSech t¥1 obdélniki byl o 18 cm vétsi nez obvod puavodniho obdélniku. Jaké
rozméry mohl mit pivodni obdélnik? Najdéte vsechna feseni.
(M. Dillingerovd)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1

Pokladni v galerii prodavd navstévniktim vstupenky s Cislem podle
toho, kolikati ten den pfisli. Prvni navstévnik dostane vstupenku s ¢is-
lem 1, druhy s ¢islem 2, atd. Béhem dne vsak dosel Zluty papir, na ktery
se vstupenky tiskly, proto musela pokladni pokracovat tisknutim na papir
cerveny. Za cely den prodala stejné zlutych vstupenek jako ¢ervenych. Zjis-
tila, ze soucet Cisel na zlutych vstupenkach byl o 1681 mensi nez soucet

¢isel na Cervenych vstupenkach. Kolik toho dne prodala vstupenek?
(M. Mach)

79-1-2

Filoména mé mobil s nasledujicim rozmisténim tlacitek:

1]2]3

4]5]6

7189
0]

Devitimistné telefonni ¢islo jeji nejlepsi kamarddky Kunhuty mé tyto
vlastnosti:
e vSechny ¢islice Kunhutina telefonniho ¢isla jsou rtzné,
e prvni ¢tyfi ¢islice jsou sefazeny podle velikosti od nejmensi po nejvétsi
a stredy jejich tlacitek tvofi Ctverec,
e stiedy tlacitek poslednich ¢tyt ¢islic také tvori ¢tverec,
e telefonni cislo je délitelné tfemi a péti.
Kolik raznych devitimistnych ¢isel by mohlo byt Kunhutinym telefon-
nim éislem? (K. Pazourek)

79-1-3

Amalka pozorovala veverky na zahradce héjenky, kde rostly tyto tii
stromy: smrk, buk a jedle. Veverky sedély v klidu na stromech, takze je
mohla spocitat — bylo jich 34. Kdyz preskakalo 7 veverek ze smrku na
buk, bylo jich na buku stejné jako na obou dvou jehliénanech dohromady.
Poté jesté preskakalo 5 veverek z jedle na buk, v tu chvili bylo na jedli
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stejné veverek jako na smrku. Na buku jich poté bylo dvakrat tolik, co
na jedli ze zacatku. Kolik veverek ptuvodné sedélo na kazdém ze stromi?
(M. Mach)

Z9-1-4
V pravidelném dvanictithelniku ABCDEFGHIJK L vepsaném do

kruZnice o poloméru 6 cm urcete obvod pétitthelniku ACFHK.
(K. Pazourek)

H G

Z9-1-5

Pred vanocénim koncertem nabizeli zaci k prodeji 60 vyrobka z hodin
vytvarné vychovy. Cenu si mohl kazdy zakaznik urcit sdm a cely vytézek
Sel na dobroc¢inné ucely. Na zacatku koncertu zaci spocitali, kolik korun
v priameéru utrzili za jeden prodany vyrobek, a vyslo jim pfesné celé ¢islo.
Protoze stale neprodali vSech 60 vyrobkit, nabizeli je i po koncerté. To
si lidé koupili jesté dalSich sedm, za které dali celkem 2505 K¢. Tim se
praumérna trzba za jeden prodany vyrobek zvysila na rovnych 130 K¢.
Kolik vyrobkt pak ztistalo neprodanych? (L. Simiinek)

7Z9-1-6

V obdélnikové zahradeé roste broskvon. Tento strom je od dvou soused-
nich rohii zahrady vzdalen 5 metri a 12 metrt a vzdalenost mezi zminé-
nymi dvéma rohy je 13 metr. Dale vime, Ze broskvon stoji na tihlopficce
zahrady. Jak velkd miize byt plocha zahrady? (M. Mach)
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