61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z7

Z7-1-1
Trpaslici si chodi k potoku pro vodu. Dzbanek kazdého z trpaslikii je jinak velky: maji
objemy 3,4, 5,6, 7,8 a9 litrta. Trpaslici si dzbanky mezi sebou nepiijéuji a vzdy je prinesou
plné vody.
e Kejchal piinese ve svém dzbanku vic vody nez Stistko.
e Diimal by musel jit pro vodu tfikrat, aby pfinesl prave tolik vody jako Stydlin v jednom
svém dzbanku.
e Préfav dzbanek je jen o 2 litry vétsi nez Stistkiv.
e Sam Smudla pfinese tolik vody jako Diimal a Stistko dohromady.

e Kdyz jdou pro vodu Préfa a Smudla, pfinesou stejné vody jako Rejpal, Kejchal a Stist-
ko.

Kolik vody pfinesou dohromady Kejchal a Smudla? (M. Petrovad)

Napad. Zac¢néte druhou podminkou.

Mozné reSeni. Z druhé podminky plyne, Ze Dfimalav dzbanek ma objem 3 litry a Styd-
linav 9 litra (plati 3 -3 = 9, a kdyby mél Dfimal dzbanek jiny, musel by byt Stydlintv
dzbanek asponi dvanéctilitrovy).

Nyni ze étvrté podminky plyne, ze Smudliiv dzbanek je o 3 litry vétsi nez Stistkiv.
Spole¢né s tieti podminkou tak vime, Ze Stistko, Préfa a Smudla maji postupné dzbanky
s objemy bud 4, 6 a 7, nebo 5, 7 a 8 litru.

Z prvni podminky potom plyne, ze jediné moznosti, jak méli trpaslici dzbanky rozdé-
leny, jsou:

3 4 5 6 7 8 9
Drimal Stistko Kejchal Profa Smudla Rejpal Stydlin
Diimal Stistko Rejpal Préfa Smudla Kejchal Stydlin
Dfimal Rejpal Stistko Kejchal Préfa Smudla Stydlin

Ovérime-li posledni, patou, podminku, zjistime, ze prvni dvé vyznacené moznosti nevyho-
vuji (6 + 7 # 8 + 5 + 4), zatimco tieti ano (7 + 8 = 4 + 5 + 6). Kejchal se Smudlou tedy

dohromady pfrinesou 6 + 8 = 14 litrd vody.
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Z7-1-2

Na obrazku je ¢tverec ABC D, ve kterém jsou umistény ¢tyri shodné rovnoramenné
trojuhelniky ABE, BCF, CDG a DAH, vSechny Sedé vybarvené. Strany ¢tverce ABC D
jsou zakladnami téchto rovnoramennych trojuhelnikt. Vime, ze sedé plochy ¢tverce ABC D
maji dohromady stejny obsah jako jeho bild plocha. Déle vime, ze |HF| = 12 cm. Urcete
velikost strany étverce ABCD. (L. Siminek)

D C

A

Napad. Vhodné si obrazec rozdélte.

Mozné feseni. Ve ¢tverci ABCD vyznadime obé thlopficky a spojnice stiedt protileh-
lych stran. Ctyii takto doplnéné tisecky se protinaji v jediném bodé S a rozdéluji obrazec
beze zbytku na osm shodnych trojuhelnikt. Jeden z nich jsme v obrazku oznacili STC.

D C

A B

Téchto osm trojuhelnikii se shoduje i ve svych Sedé vybarvenych castech, a proto
zadanou podminku o obsazich mizeme uzit pro kazdy tento trojahelnik zvlast. V pripadé
trojuhelniku ST'C proto plati, ze jeho Seda a bila plocha, tedy trojahelniky FTC a SFC,
maji stejny obsah. Oba trojuhelniky maji vysku T'C. Aby mély stejny obsah, museji byt
stejné i velikosti stran kolmych k této vysce, tedy |FT| = |SF|. Délka tsecky SF je
polovi¢ni vzhledem k délce uvedené v zadani, tudiz je 6 cm. Velikost tsecky ST je pak
6 + 6 = 12 (cm) a velikost strany ¢tverce ABCD je 2-12 = 24 (cm).

Jiné resSeni. Ve vsech Sedych rovnoramennych trojuhelnicich vyznac¢ime vysku kolmou
k zédkladné. Tim rozdélime ptvodni trojuhelniky na osm shodnych pravouhlych trojuhel-
niki, které uvnitt ¢tverce ABC'D premistime tak, jak ukazuje obrazek.
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A B

Ve ¢tverci ABC'D jsme dostali dva shodné sedé obdélniky a jeden obdélnik bily. Strany
téchto t¥i obdélniki, které jsou na obrazku svislé, maji stejnou délku. Velikost strany bilého
obdélniku, ktera je na obrazku vodorovné, je zadanych 12 cm. Aby Sedé plochy a bila plocha
meély stejny obsah, museji mit vodorovné strany obou sedych obdélniki dohromady délku
také 12 cm. Velikost strany ¢tverce ABCD je tedy 24 cm.

77-1-3

Sedm bezprostiedné po sobé jdoucich celych cisel stalo v fadé, sefazeno od nejmensiho
po nejvétsi. Po chvili se ¢isla zacala nudit, a tak se nejdiiv prvni vymeénilo s poslednim,
potom se prostfedni posunulo uplné na zacatek rady a nakonec si nejvétsi z ¢isel stouplo
doprostied. Ke své veliké radosti se tak ocitlo vedle ¢isla se stejnou absolutni hodnotou.
Kterych sedm cisel mohlo stat v fadé? (S. Bednarovd)

Napad. Zjistéte rozdil zminénych dvou ¢isel se stejnou absolutni hodnotou.

Mozné FeSeni. Cisla oznac¢ime podle velikosti vzestupné jako 1. az 7. Jejich rozmisténi
se postupné ménilo takto:

4
4.
3
7

> o o o
[ N |

1 2
7 2
4. 7.
4 2

Dvé ¢isla se stejnou absolutni hodnotou mohou byt bud 3. a 7., nebo 7. a 5. Protoze
jde o dvojici rtiznych c¢isel, musi byt jedno kladné a druhé zaporné. Kladné je vétsi z nich,
tedy 7. cislo.

Nejprve uvazujme, ze stejnou absolutni hodnotu maji 3. a 7. ¢islo. Jejich rozdil je 4,
vétsi z nich je tedy rovno 4 : 2 = 2. Nejmensi ¢islo v fadé je o 6 mensi nez 7. ¢islo a je to
tedy cislo 2 — 6 = —4.

Nyni uvazujme, Ze stejnou absolutni hodnotu maji 7. a 5. ¢islo. Jejich rozdil je 2, vétsi
z nich je rovno 2 : 2 = 1. Nejmensi ¢islo v fadé je pak 1 — 6 = —5.

V fadé mohla stat cela ¢isla od —4 do 2 nebo od —5 do 1.
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Z7-1-4
Ucitelka Smolna pripravovala provérku pro svou tiidu ve tfech verzich, aby Zaci ne-
mohli opisovat. V kazdé verzi zadala tii hrany kvadru a dala za tkol vypocitat jeho objem.
Ulohy si ale dopfedu nevyiesila, a tak netusila, Ze vysledek je ve vSech tfech verzich stejny.
Do zadani zakiim zapsala tyto délky hran: 12, 18, 20, 24, 30, 33 a 70, vSechny v centimetrech.
Z deviti délek hran, které ucitelka Smolné zadala, jsme vam tedy prozradili pouze sedm
a ani jsme nesdélili, které délky patii do téhoz zadani. Urcete zbylé dvé délky hran.
(L. Simiinek)

Napad. Rozlozte si zadané délky na soucin prvocisel.

MozZné fesSeni. Rozlozime délky vSech hran na souciny prvocisel:

12=2.2-3,18=2-3-3,20=2-2-5,
24=2.2-2-3,30=2-3-533=3-11,70=2-5-T.

V téchto soucinech se nachézeji ¢initelé 7 a 11, tedy vysledny objem musi byt nasobkem cisla
77. Cinitelé 7 a 11 jsou v zadanych délkach obsazeny kazdy pouze jednou, a to v hranach
33 a 70. Rozhodnéme, zda tyto délky mohou patiit ke dvéma riznym kvadriam.

Kdyby hrany 33 a 70 pattily k raznym kvadriim, musel by kvadr s hranou 33 mit dalsi
hranu rovnu nésobku sedmi, kvadr s hranou 70 by musel mit dalsi hranu rovnu nasobku
jedenacti a posledni kvadr by musel mit mezi svymi hranami nasobek sedmi a nasobek
jedenacti. Praveé jsme predpokladali existenci aspon tii hran, které nejsou uvedeny v zadani,
ale v ném pritom chybéji pouze dvé. Tim jsme ukazali, ze hrany 33 a 70 patii ke stejnému
kvadru. Nyni uré¢ime tieti hranu tohoto kvadru.

Obé¢ délky hran, které nejsou v zadani uvedeny, museji byt nasobky ¢isla 77 a patfit
ke zbylym kvadrim. Zbyvajici hranu naseho kvadru proto musime hledat mezi zadanymi
hranami. V§imnéme si hran 18 a 24. Podle prvni odvodime, Ze vysledny objem je nasob-
kem deviti (tj. 3 - 3), podle druhé jde zaroven o nasobek osmi (tj. 2 -2 -2). V soucinech
odpovidajicich hrandm 33 a 70 se nachézeji Cinitelé 2 a 3 kazdy pouze jednou. Tteti hrana
uvazovaného kvadru proto musi mit ve svém rozkladu soucin 2-2-3. V zadani tak miizeme
vybrat bud hranu 12, nebo 24.

Uvazujme nejprve o moznosti, ze jeden z kvadri ma hrany 33, 70 a 12 a tedy ze kvadry
maji objem 2-2-2-3-3-5-7-11. Pro druhy kvadr vybereme hranu 24 a vidime, ze ten uz
nesmi mit v délce zadné dalsi hrany ¢initel 2. V zadani vSak zbyvaji pouze délky s ¢initelem
2. Moznost s kvadrem o hranach 33, 70 a 12 proto musime zavrhnout.

Nyni uvazujme o moznosti, ze jeden z kvadrii ma hrany 33, 70 a 24 a tedy ze kvadry
maji objem

2.2-2-2-3-3-5-7-11.
Na hrany zbylych dvou kvadri snadno prijdeme, pokud se drzime poznatku, ze kvadr musi
mit v délkach svych hran pravé jednou ¢initel 5 a praveé dvakrat ¢initel 3: druhy kvadr méa
hrany
30=2-3-5,12=2-2-3,154=2-7-11

a hrany tretiho kvadru jsou

20=2-2-5,18=2-3-3,154=2-7-11.
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Délky zbylych dvou hran, které nejsou uvedeny v zadani, jsou shodné 154 cm.

27-1-5

Jeden vnitini thel v trojuhelniku méri 50°. Jak velky tihel sviraji osy zbyvajicich dvou
(L. Hozova)

vnitinich thla?

Napad. Nemusite znat velikosti zbylych vnitinich ahli, abyste tlohu doresili.

Mozné reseni. Uvazujme trojihelnik ABC' s thlem 50° u vrcholu A; neznamé tuhly
u vrcholi B a C' oznacime 3 a . Prisec¢ik os vnitfnich thld oznac¢ime O, thel BOC

oznacime w a uhel k nému vedlejsi 1.

Soucet vnitfnich hla v libovolném trojuhelniku je 180°. Proto i v trojihelnicich ABC

a OBC( plati

50° 4+ B 4+~ = 180°,
B o
— 4+ = = 180°.

w+2+2

7 druhé rovnosti a z toho, ze w a 1 jsou vedlejsi ahly, plyne

v="5+

N
N[ =2

7 prvni rovnosti vyjadiime
gy 130°

2 2 2

tudiz odchylka os zbyvajicich dvou vnitinich thlid je 65°.

= 65°,

Poznamka. Odpovéd, Ze osy sviraji thel w = 180° — 65°
Spravnou.

20

= 115°, povazujte také

Za



77-1-6

Hledadme Sestimistny ciselny kod, o némz vime, ze:

zadna cislice v ném neni vicekrat,

obsahuje i 0, ta vSak neni na pfedposlednim misteé,

ve svém zapisu nema nikdy vedle sebe dvé liché ani dvé sudé cislice,

sousedni jednomistnd cisla se lisi aspon o 3,

¢isla, ktera ziskame prectenim prvniho a druhého dvojcisli, jsou obé nasobkem cisla
vzniklého prectenim ttetiho, tedy posledniho dvojcisli.

Urcete hledany kod. (M. Volfovd)

Napad. Zamérte se na to, jak vypadaji jednotliva dvojcisli, zvlasté to posledni.

Mozné tesSeni. Posledni ¢islice nemuze byt 0 ani 5: kdyby tomu tak bylo, pak by podle
paté podminky prvni i druhé dvojéisli konc¢ilo bud 0 nebo 5, takzZe ¢islice 0 nebo 5 by byla
v kédu obsazena vicekrat, coz odporuje podmince prvni.

S timto poznatkem spolu s ostatnimi podminkami ze zadani zaCneme vypisovat
vSechna mozna dvojcisli, ktera se mohou vyskytovat na konci kodu. Navic, aby byla splnéna
pata a prvni podminka, méa smysl uvazovat pouze takova dvojcisli, ktera maji alespon dva
ruzné nasobky mensi nez 100. VSechny vyhovujici moznosti jsou uvedeny v levém sloupci
nasledujici tabulky. Pravy sloupec pak obsahuje vSechny jejich dvojmistné nasobky, které
pripadné mohou tvofit prvni a druhé dvojcisli hledaného kédu.

14 28, 42, 56, 70, 84, 98

16 32, 48, 64, 80, 96

18 36, 54, 72, 90

27 54, 81

29 58, 87

Pokud vyradime vSechna dvojcisli, ktera nevyhovuji tfeti nebo ¢tvrté podmince ze zadani,
zustava pouze:

14 70
16 96
18 36, 72, 90
27 81
29 58

Odtud je zfejmé, ze posledni dvojc¢isli musi byt 18. Aby byla splnéna druhéd podminka, musi
byt jedno ze zbylych dvojcisli 90, a aby byla splnéna ¢tvrta podminka, musi byt 90 jako
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prvni. Ze stejného divodu nemuze jako druhé dvojcisli byt 72, zbyva uz jen 36. Vysledny
kéd tedy miize byt jediné 903618 a kontrolou vSech podminek ze zadani zjistime, ze tomu
tak skutecné je.

Poznamka. Vedle tvodniho poznatku, Ze 0 nemuze byt posledni ¢islici, 1ze vyuzit i toho,
ze 0 nemuZze byt na prvnim ani na tfetim misté. (Jinak by prvni nebo druhé dvojéisli
predstavovalo jednomistné ¢islo, tudiz podle paté podminky by i posledni dvojcisli muselo
byt jednomistné ¢islo a na patém misté by musela byt zase 0, coz nelze.) Proto je 0 bud na
druhém, nebo ¢tvrtém misté. Ze treti podminky potom plyne, Ze sudé c¢islice mohou byt
jen na sudych a liché na lichych mistech. Nasledujici diskuze se tak ponékud zjednodusi.
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