62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

7Z5-1-1
Maminka zaplatila v knihkupectvi 2 700 K¢. Platila dvéma druhy bankovek, dvouset-

korunovymi a pétisetkorunovymi, a presné. Kolik kterych bankovek mohla pouzit? Uvedte
vSechny moznosti. (M. Krejéova)

Napovéda. Kolik pétisetkorunovych bankovek l1ze pouzit, aby bylo mozné doplatit zbytek
dvousetkorunovymi?

Mozné teSeni. Je ziejmé, Ze pétisetkorunovych bankovek musela maminka pouZzit méné
nez 6, protoze 6 - 500 = 3000 (K¢&). Probereme postupné vSechny moznosti, tj. Ze pouzila
pét, ¢tyri, atd. az zadnou pétisetkorunovou bankovku. Poté zjistime, kolik korun by takto
zaplatila a kolik by ji jesté zbyvalo doplatit. Nakonec rozhodneme, zda by zbylou castku
mohla doplatit pouze dvousetkorunovymi bankovkami. Celou diskusi vyjadiime tabulkou:

pocet 500K¢ bankovek 5 4 3 2 1 0
zaplaceno 2500 2000 1500 1000 500 0
zbyva doplatit 200 700 1200 1700 2200 2700
pocet 200K¢ bankovek 1 — 6 — 11 —

Maminka mohla zaplatit tfemi zptisoby:

e 5 pétisetkorunovych a 1 dvousetkorunova bankovka,
e 3 pétisetkorunové a 6 dvousetkorunovych bankovek,
e 1 pétisetkorunova a 11 dvousetkorunovych bankovek.

Poznamka. Podobné lze postupovat vzhledem k dvousetkorunovym bankovkam, kterych
musi byt méné nez 14 (14 - 200 = 2800); odpovidajici tabulka bude v tomto pfipadé
podstatné delsi.

7Z5-1-2
Pat napsal na tabuli podivny ptiklad:

550 + 460 + 359 + 340 = 2012.

Mat to chtél napravit, proto patral po neznamém cisle, které by pripocetl ke kazdému z péti
uvedenych cisel, aby pak byl priklad pocetné spravny. Jaké to bylo cislo? (L. Hozovad)
Napovéda. Kolik ¢isel pricte Mat k levé a kolik k pravé strané rovnosti?

MozZné feSeni. Soucet Ctyf Cisel na levé strané rovnosti je 550 + 460 + 359 + 340 = 1 709;

to je 0 2012 — 1709 = 303 mensi ¢islo nez na pravé strané rovnosti. K levé strané pricteme
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Matovo cislo celkem c¢tytikrat, k pravé pouze jednou. Rozdil 303 mezi obéma stranami musi
tedy byt vyrovnan tfemi Matovymi ¢isly. Hledané ¢islo je proto 303 : 3 = 101.

Poznamka. Pro lepsi ndzornost jesté uvadime kontrolu predchoziho vysledku: Po pfic¢teni
na levé strané dostavame

(550 -+ 101) + (460 + 101) 4 (359 + 101) 4 (340 + 101) = 651 + 561 + 460 + 441 = 2113,

na pravé strané vychazi
2012+ 101 =2113.

Vidime, ze ¢islo 101 vyhovuje pozadavkim. Soucasné se zde nabizi vhodné znazornéni na
rovnoramennych vahach.

Z5-1-3

Ruda dostal k narozeninam budik. Mé€l z néj radost a seridil si jej podle presného casu.
Od té doby kazdé rano, kdyz vstaval (sobotu, nedéli a prazdniny nevyjimaje), zmackl presné
na 4 sekundy tlacitko, kterym se osvétluje cifernik. Pritom si vSiml, Ze po dobu stisknuti
tlacitka je ¢as na budiku zastaven. Jinak se ale budik viibec nezpozduje ani nezrychluje.
Odpoledne 11. prosince se Ruda podival na sviij budik a zjistil, ze ukazuje pfesné o 3 minuty
méné, nez by mél.

Kdy dostal Ruda tento budik? (M. Petrovad)

Napovéda. Kolikrat zméackl Ruda tlac¢itko?

Mozné fesSeni. Nejprve zjistime, kolikrat zméackl Ruda tlac¢itko, kterym se osvétluje cifer-
nik: Tlac¢itko drzel pokazdé 4 sekundy a celkové zpozdéni budiku nakonec bylo 3 minuty,
tj. 180 sekund. Ruda tedy zmackl tla¢itko celkem 45krat (180 : 4 = 45).

Kazdy den zmackl tlacitko rano po probuzeni. Nyni zjistime, ktery den ho stiskl po-
prvé, a to tak, ze zpétné odpocitdme 45 dni od 11. prosince: V prosinci (od 11. do 1.) to
je 11 dni, listopad (od 30. do 1.) ma 30 dni, coz je celkem 41 dni. Potfebujeme odpocitat
jesté 4 dny v rijnu: 31., 30., 29., 28.

Ruda zmackl osvétlovaci tlacitko poprvé 28. fijna. Budik dostal o den diive, tzn. 27. 1ij-
na.

7Z5-1-4
Cervik se sklada z bilé hlavy a nékolika ¢lanki, viz obrazek.

EO0®

Kdyz se cervik narodi, ma hlavu a jeden bily clanek. Kazdy den pribude cervikovi
novy c¢lanek jednim z nésledujicich zpisobii:

e bud se néktery bily ¢lanek rozdéli na bily a Sedy:

O-0@®



e nebo se néktery Sedy clanek rozdéli na Sedy a bily:
@ @O

(V obou piipadech popisujeme situaci pii pohledu na ¢ervika od hlavy.) Ctvrtého dne
cervik dospiva a dale neroste — jeho té€lo se sklada z hlavy a ¢tyr ¢lanki.

Kolik nejvice rtiznych barevnych variant dospélych cervikii tohoto druhu miize exis-
tovat? (E. Novotnad)

Napovéda. Jak mize vypadat ¢ervik stary dva dny?

Mozné fFeSeni. Prvni den svého Zivota méa Cervik jenom jeden bily ¢lanek (a hlavu):

&0

Druhy den mu proto mtize dortist novy ¢lanek pouze prvnim z uvedenych zptisobii;
vSichni cervici stari dva dny tedy vypadaji stejné:

E0®

Tretiho dne se muze rozdélit bud prvni (bily) nebo druhy (Sedy) ¢lanek, jsou tedy dvé

moznosti:

Ctvrtého dne se miize u obou typt ¢erviki z predchoziho dne rozdélit kterykoli z jeho
t¥i ¢lankt, musime tedy provérit celkem 6 moznosti:

0000 CO0eO
ece Blce-es
0080 GO0

Porovnanim vSech Sesti dospélych cervikt zjistujeme, Ze mezi nimi jsou dvé dvojice
stejnych cervikil, zbyli dva jsou odlisni od vSech ostatnich. Existuji tedy pravé ¢tyri riizné
barevné varianty dospélych cerviki tohoto zajimavého druhu.



Z5-1-5
Vypoctéte 3-15+20:4 4 1.
Pak doplite zavorky do zadani tak, aby vysledek byl:
1. co nejvétsi celé Cislo,
2. co nejmensi celé ¢islo.

(M. Volfova)
Napoveéda. Zjistéte, kde vsude mohou byt umistény zavorky.

Mozné tesSeni. Zadany priklad bez jakychkoli zavorek vychézi:
3:154+20:44+1=45+5+1=51.

Nyni budeme umistovat zavorky a prubézné porovnavat vysledky. Snazime se vycerpat
vSechny moznosti, pfitom budeme ignorovat zavorky, které jsou zbytecné, napt.

3-(154+20)] :44+1=3-(154+20):4+1

apod. Nejprve uvadime moznosti s jednou zavorkou, nasledné se dvéma. Umistit smysluplné
tfi a vice zavorek uz nelze.

(3-15+20):4+1=(45+20):4+1=65:4+1 nelze délit beze zbytku
3-(154+20):44+1=3-35:44+1=105:4+1 nelze délit beze zbytku
3.(15+20:4)+1=3-(15+5)+1=3-20+1 =61
3.(154+20:4+1)=3-(15+5+1) =321 = 63
3-154+20:(4+1)=45+20:5=45+4 = 49
3-[(15420):441]=3-[35:4+1] nelze délit beze zbytku
3.[15+20: (4+1)]=3-[15+4] =3-19 = 57
(3-15+20): (4+1) = (45 +20):5=65:5= 13

3-(15+20): (4+1)=3-35:5=105:5=21

Nejvétsi ¢islo jsme ziskali takto:
3-(154+20:4+1) =063,

nejmensi ¢islo jsme ziskali nasledovné:

(3-15+20): (4+1) = 13.

Poznamka. Déti budou ziejmé umistovat zavorky zkouSenim. Nemuseji pfitom ovéerit
vSechny moznosti; je pravdépodobné, ze budou vynechavat ty, kde nelze délit beze zbytku,
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a ze napf. pfi hledani nejvétsiho ¢isla vynechaji né€které pripady s tim, ze ,vysledek by byl
moc maly“. Takové postupy uznavejte.

Za spravné uznavejte i zdiivodnéni, ze k ziskani co nejvétsiho celého cisla chceme co
nejmensiho délitele a soucasné co nejvétsi vyraz, ktery nasobime tfemi; pro co nejmensi
celé ¢islo uvazujeme opacné.

Pokud zéka napadne umistit zacatek ¢i konec zavorky doprostied dvojmistného ¢isla,
miuze ziskat nejmensi cislo takto:

(3-154+2)0:(441)=47-0:5=0.
I takové feseni uznavejte.

7Z5-1-6

Sedm trpaslikii se postavilo po obvodu své zahradky, do kazdého rohu jeden, a napnuli
mezi sebou provaz kolem celé zahrady. Snéhurka vysla od Smudly a chodila podél provazu.
Nejprve sla ¢tyri metry na vychod, kde potkala Préfu. Od néj pokracovala dva metry na
sever, nez dorazila k Rejpalovi. Od Rejpala sla na zapad a po dvou metrech natrefila na
Stydlina. D4l pokracovala t¥i metry na sever, az dosla ke Stistkovi. Vydala se na zapad
a po C¢tyfech metrech potkala Kejchala, odkud ji zbyvaly tii metry na jih ke Dfimalovi.
Nakonec podle provazku dosla nejkratsi cestou ke Smudlovi a tim obesla celou zahradu.

Kolik metrt ¢tvereénich mé celd zahrada? (M. Mach)

Napovéda. Zakreslete si tvar zahrady, nejlépe na ¢tvereckovany papir.

MozZné reseni. Nakreslime si celou zahradu do ¢tvercové sité, ve které jeden ctverecek
predstavuje jeden metr ¢tverecni.

|
Kejchal Stistko

Stydlin
Drimal Rejpal

Smllldla Prijfa

Nyni snadno urc¢ime plochu obrazce. Nejdiive spocitame vSechny celé ctverecky —
téch je ve vyznacené plose 21. Jesté zbyva pripocitat dva trojihelnicky, které dohromady
tvoii jeden dal$i cely ¢tveredek. Napodcitali jsme 22 étvereckt, zahrada mé tedy 22 m?.

Jiné feSeni. Pokud nemame k dispozici ¢tvereckovany papir, mizeme néakres zahrady
rozdélit jako na nasledujicim obrazku; spole¢ny bod pomocnych tisecek ozna¢ime B a podle
zadani doplnime velikosti potiebnych stran (vSe v metrech).
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Kejchal 4 Stistko

2 B 2 2 Rejpal
Dtimal Stydlin

Smudla 4 Préfa

Odtud snadno urc¢ime obsahy jednotlivych c¢asti:

e Obdélnik ,Stydlin—Stistko—Kejchal—Diimal“ m4 obsah 3 - 4 = 12 (m?).

e Obdélnik ,,Smudla—Préfa—Rejpal—B*“ m4 obsah 4 -2 = 8 (m?).

e Trojahelnik , Smudla—Diimal—B*“ mtzeme vidét jako polovinu étverce o strané 2m
rozdéleného thloprickou; jeho obsah je tedy polovi¢ni vzhledem k ptivodnimu ¢tverci,
tj. (2-2):2=2(m?).

Zahradka trpaslikit ma obsah 12 + 8 + 2 = 22 (m?).



62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Libor si mysli trojmistné pfirozené cislo, které mé vsSechny své cislice liché. Pokud
k nému pricte 421, dostane trojmistné cislo, které nema ani jednu svou ¢islici lichou. Najdéte
vSechna ¢isla, kterd si mize Libor myslet. (L. Siminek)

Napovéda. Zapiste si ¢isla pod sebe a uvazujte jako pfi pisemném sc¢itani.

Mozné ieSeni. Cislice mysleného ¢isla oznadime po fadé Li, Lo, Ls. Séitani zminéné
v zadani ukazuje nasledujici schéma:

LiLyLs
4 21

S152 53

Pro kazdé liché L3 je soucet L3 + 1 sudy. Avsak pro kazdé liché Lo je soucet Ly + 2 lichy.
Abychom presto dostali ve vysledku ve sloupci desitek sudou ¢islici, musi pfi s¢itani ve
sloupci jednotek dojit k prechodu pres desitku. Tedy L3 mtze byt jediné 9.

Pro kazdé liché L, je soucet L + 4 lichy. Ma-li presto byt ve vysledku ve sloupci
stovek suda cislice, musi pii s¢itani ve sloupci desitek dojit k prechodu pres desitku. Tedy
Lo miize byt pouze 9 a 7.

Pri sc¢itani na misté stovek k prechodu pfes desitku dojit nesmi, jelikoz vysledek ma
byt dle zadani trojmistny. Tedy L; mize byt jen 1 nebo 3.

Seskupenim pripustnych ¢islic dostavame celkem ctyfi ¢isla, ktera si Libor mohl myslet:

179, 199, 379 a 399.

76—1-2
Na obrazku jsou vyznaceny uzlové body ¢tvereckové sité, z nichz dva jsou pojmenovany

A a B. Bod C necht je jeden ze zbylych uzlovych bodt. Najdéte vSechny mozné polohy
bodu C tak, aby trojuhelnik ABC mél obsah 4,5 ¢tverecku. (E. Novotna)

‘B

A

Napovéda. Obsah kazdého trojuhelniku lze vyjadfit pomoci obsahu (nejvyse) dvou pra-
vouhlych trojihelnik.



MozZné feseni. Nahodnym zkousenim uzlovych bodd velmi brzy zjistime, Ze potfebujeme
diskutovat t¥i kvalitativné odlisné ptipady, kdy trojihelnik ABC' je a) pravouhly s pravym
thlem u vrcholu A nebo B, b) ostrothly nebo c) tupotuhly.

a) Predpokladejme, ze trojuhelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem u vrcholu A
nebo B. Budeme uvazovat prvni moznost, feSeni ve druhém pripadé bude soumérné.

Takovy trojuhelnik tvori pravé polovinu pravouhelniku, jehoZ jedna strana je AB
a druha AC. Obsah tohoto pravouhelniku mé byt roven 9 ¢tverecktim. Velikost AB je 3
jednotky, bod C tedy musi byt 9 : 3 = 3 jednotky od A. Tento bod oznac¢ime C7, soumérné
feseni vlevo od bodu B je oznaceno Cs.

:Cg' C g

C1 A

b) Predpokladejme nyni, ze bod C je né&jaky uzlovy bod v pasu mezi piimkami AC,
a BCs. Trojuhelnik ABC rozdélime vyskou na stranu AB na dva mensi pravoihlé trojuhel-
niky. Kazdy z téchto trojuhelniki je polovinou néjakého pravouhelniku, viz obrazek. Tyto
dva pravouhelniky tvori vétsi pravotuhelnik, jehoz obsah je dvojnasobkem obsahu trojihel-
niku ABC. Jedna strana tohoto pravouhelniku je AB a druhd je shodna s vyskou CP.
Hledame tedy bod C tak, aby obsah takového pravoihelniku byl 9 ¢tvereckd. ZkouSenim
nebo tvahou jako vyse odhalime dvé feSeni, jez jsou vyznacena jako Cs a Cy:

Cy

=

c¢) Nakonec musime diskutovat jesté moznosti, kdy bod C je néjaky uzlovy bod vné
pasu urcéeného pfimkami AC; a BC5. Trojuhelnik ABC je v tomto pfipadé tupothly
a vyska na stranu AB jde mimo néj; patu této vysky oznac¢ime opét P. Budeme uvazovat
pouze trojuhelniky s tupym thlem u vrcholu A, zbyla feSeni jsou soumérna.

Obsah trojuhelniku ABC' je nyni rozdilem obsahii pravothlych trojuhelniki C'PB
a CPA. Kazdy z téchto trojihelniki je polovinou vhodného pravothelniku, viz obrazek.
Rozdil obsahti téchto pravouhelniki je tedy dvojnasobkem obsahu trojihelniku ABC' a je
stejny jako obsah pravouhelniku, jenz je na obrazku obtazen nepferusovanou carou. Jedna
strana tohoto pravothelniku je AB a druhé je shodna s vyskou C'P. Hledame tedy bod C'
tak, aby obsah takového pravoihelniku byl 9 ¢tvereckid. Zkousenim nebo tivahou jako vyse
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odhalime dveé feseni, jez jsou oznacena jako C5 a Cg. Soumérnd reseni nad primkou BCs
jsou C7 a Cs.

cr,
Cs .
B
) A
Cs, |
_05 VA jP
Uloha ma4 celkem 8 TeSeni, ktera jsme postupné oznadili Cy, ..., Cs.

Poznamky. Predstava se souc¢tovym pravothelnikem v odstavci b), ptip. rozdilovym pra-
vothelnikem v odstavci c), neni nutna k tspésnému dofeseni tlohy. Staci, kdyz si Fesitel
uvédomi, ze obsah trojuhelniku ABC je sou¢tem, prip. rozdilem, obsahii pravotuhlych troj-
thelnikit CPB a CPA. Zdtvodnéni, ze napft. vyznaceny bod Cs je fesenim, pak miize
vypadat nasledovné:
g 35 3-2 9
apo =~ ~ g

Vsimnéte si, ze pro libovolny bod C' na primce C1Cs vyjde podle pfedchozich avah
obsah trojuhelniku ABC také 4,5 ¢tverecku. Vlastné jsme tak dokazali, ze obsah libo-
volného trojihelniku je roven poloviné pravoiuthelniku, ktery méa jednu stranu spolecnou
s trojuhelnikem a druhou shodnou s vyskou na tuto stranu.

Pokud zak tento fakt jiz zna, je FeSeni obzvlast snadné: staci najit jeden vyhovujici
bod a vSechny ostatni jsou pravé uzlové body lezici na rovnobézce s piimkou AB, ktera
prochéazi timto vyhovujicim bodem.

76-1-3

Obti Kolodéj a Bobr mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékdy jenom lzou. Kolodéj
mluvi pravdu v pondéli, v patek a v nedéli, v ostatni dny 1ze. Bobr mluvi pravdu ve stfedu,
¢tvrtek a patek, ostatni dny lze.

1. Urcete, kdy mtze Kolodéj tici: ,Vcéera jsem mluvil pravdu.“
2. Jednoho dne oba fekli: ,Vcera jsem lhal.“ V ktery den to bylo?

(M. Volfova)

Napovéda. Pomozte si prehlednou tabulkou, ze které by bylo patrné, kdy ktery obr 1ze
a kdy ne.



MozZné reseni. Informace ze zadani pro prehlednost vepiseme do tabulky:

Kolodéj Bobr
pondéli + —
utery — —
stfeda — +
ctvrtek — +
patek + +
sobota — —
nedéle + —

1. Kolodé€j jisté muze Tici ,vcera jsem mluvil pravdu® v pondéli, protoze v pondélky
mluvi pravdu a o nedélich (véera) také. Jind dvojice po sobé jdoucich dnt, kdy mluvi
pravdu, neni. Pokud by Kolodéj rikal tentyz vyrok v den, kdy zrovna lze, znamenalo by to,
ze predchozi den ve skutecnosti lhal. To by se mohlo stat jediné ve stiedu nebo ve ¢tvrtek.
Kolodé¢j tedy mize tvrdit ,,v¢era jsem mluvil pravdu® v pondéli, ve sttedu nebo ve ¢tvrtek.

2. Podobné, pokud néktery z obru fikd ,vcéera jsem lhal,“ mizZe to byt bud v den,
kdy mluvi pravdu a soucasné predchozi den lhal, nebo naopak. Kolodéj miize tento vyrok
prohlasit v utery, v patek, v sobotu nebo v nedéli; Bobr ve stfedu nebo v sobotu. Jediny
den, kdy mohou oba tvrdit ,vcera jsem lhal,“ je sobota.

Z6-1-4

Eva ma tii papirky a na kazdém z nich je napsano jedno prirozené ¢islo. Kdyz vynasobi
mezi sebou dvojice ¢isel z papirki, dostane vysledky 48, 192 a 36. Ktera cisla jsou napsana
na Evinych papircich? (E. Novotnad)

Napovéda. Vsimnéte si, ze 192 = 48 - 4.

Mozné reseni. Predpokladejme, Ze vysledek 48 dostaneme, kdyz vynasobime ¢isla z prv-
niho a druhého papirku, vysledek 192 dostaneme z prvniho a tfetiho papirku a vysledek 36
z druhého a ttfetiho papirku.

Protoze 192 = 48 - 4, ¢islo na tretim papirku musi byt ¢tyfnasobkem cisla na druhém
papirku. Na druhém papirku je tedy takové ¢islo, ze kdyz jej vynasobime se svym ¢tyfna-
sobkem, dostaneme 36. To znamena, ze kdybychom toto ¢islo vynasobili se sebou samym,
dostaneme c¢tvrtinu predchoziho vysledku, tj. 9. Na druhém papirku je tedy cislo 3. Na
tfetim papirku potom musi byt 3 -4 = 12 a na prvnim 48 : 3 = 16. Na Evinych papircich
jsou napsana tato ¢isla: 16, 3 a 12.

Jina napovéda. Kazdé prirozené ¢islo lze napsat jako soucin dvou prirozenych ¢isel pouze
kone¢né mnoha zptisoby.
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Jiné feSeni. Stejné jako u predchoziho feSeni predpokladame, ze vysledek 48 dostaneme
vynasobenim ¢isel z prvniho a druhého papirku, vysledek 192 dostaneme z prvniho a tietiho
papirku a vysledek 36 z druhého a tfetiho papirku.

Cislo 36 mizeme napsat jako soucin dvou pfirozenych ¢isel pouze péti zptisoby:

36=1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.

Pritom ze zadani vime, Ze na tiretim papirku musi byt vétsi ¢islo nez na druhém papirku
(soudin ¢isel z prvniho a tfetiho papirku je vétsi nez soudin ¢isel z prvniho a druhého).
Odtud mame pouze ¢tyfi mozné dvojice ¢isel na druhém a tfetim papirku. Ze znamych
hodnot soucinti ¢isel na papircich dopocitame dvojim zptsobem c¢islo na prvnim papirku,
a pokud se tyto vysledky shoduji, mame fesSeni.

2. cislo 3. ¢islo 1. ¢islo
(x) () (48:x) | (192:y)
1 36 48 —
2 18 24 —
3 12 16 16
4 9 12 —

(Poml¢ka znadi, ze ¢isla nelze délit beze zbytku, tj. vysledek neni pfirozené ¢islo.) Vidime
jedinou vyhovujici moznost: na Evinych papircich jsou napsana ¢isla 16, 3 a 12.
Z6-1-5

Na obrazku je stavba slozena z dvanacti shodnych krychli. Na kolik rdznych mist
muzeme premistit tmavou kostku, chceme-li, aby se povrch sestaveného télesa nezménil?

-

Stejné jako u ptivodni stavby se i u stavby nové museji kostky dotykat celymi sténami.
Polohu svétlych kostek ménit nelze. (D. Reichmann)

Napovéda. Jak se zméni povrch télesa po odstranéni tmavé kostky?

Mozné reseni. Puvodné jsou na povrchu sestaveného télesa tii stény tmavé kostky,
ostatni tii jeji stény se dotykaji svétlych kostek. Po odstranéni tmavé kostky se celkovy
povrch télesa nezméni (t¥i tmavé stény jsou nahrazeny tfemi svétlymi).
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Aby se povrch télesa nezménil ani po premisténi tmavé kostky, musi se tato dotykat
pravé til svétlych kostek (tfi svétlé stény budou nahrazeny tfemi tmavymi). Zkousenim
rychle zjistime, ze tmavou kostku mtizeme premistit jediné na néasledujici tii mista:

= =

Z6-1-6

Cisnik v restauraci U Sejdife vzdy zapoéitava platicimu hostovi do Gétu i datum:
celkovou utracenou ¢astku zvétsi o tolik korun, kolikaty den v mésici zrovna je.

V zafi se v restauraci dvakrat sesla trojice pratel. Poprvé platil kazdy z nich zv1ast,
¢isnik tedy vzdy pricetl datum a zadal od kazdého 168 K¢é. Za ¢tyri dny tam obédvali
znovu a dali si pfesné totéz co minule. Tentokrat vSak jeden platil za vSechny dohromady.
Cisnik tedy pfipsal datum do étu jen jednou a fekl si o 486 Ké&. Piatelim se nezdalo, Ze
ac se ceny v jidelnim listku nezménily, maji obéd levnéjsi nez minule, a ¢isnikv podvod
ten den odhalili. Kolikatého zrovna bylo? (L. Siminek)

Napovéda. Urcete, jakd by byla jejich celkova tutrata, kdyby i podruhé zaplatil kazdy
zv1ast.

Mozné reSeni. Kdyby v den, kdy pratelé odhalili ¢isnikiv podvod, platil kazdy zvIast,
fekl by si ¢isnik od kazdého o 168+4 = 172 (K¢&). Celkem by tak zaplatili 3-172 = 516 (K¢).
Tim, ze platil jeden za vSechny, se cena snizila o c¢astku odpovidajici dvéma datim. Tato
cena je podle zadani 486 K¢. Dvéma datim tedy odpovida ¢astka 516 — 486 = 30 (K¢).
Cislo v datu je 30 : 2 = 15; piatelé podvod odhalili 15. za¥i.

Poznamka. Svuj vysledek si mizeme ovérit zavéreénym shrnutim: Poprvé byli pratelé
v restauraci 11. zari. Kazdy mél podle jidelniho listku platit 157 K¢, platil vSsak 157+ 11 =
= 168 (K¢). Podruhé se v restauraci sesli 15. zafi. Jeden za vSechny mél podle jidelniho
listku zaplatit 3 - 157 = 471 (K¢), ¢isnik si vSak fekl o 471 4+ 15 = 486 (K¢).
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62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

77-1-1

Na obrazku je sest krouzk, které tvori vrcholy ¢tyt trojihelnikii. Napiste do krouzkit
navzajem riuzna jednomistna prirozena cisla tak, aby v kazdém trojihelniku platilo, ze ¢islo
uvnitf je souctem ¢isel napsanych v jeho vrcholech. Najdéte vSechna feseni. (E. Novotnd)

Napovéda. Vsimejte si dvojic trojihelnikt se spole¢nou stranou.

Mozné reseni. Oznac¢me si ¢isla v krouzcich jako na nasledujicim obrazku. Budeme si
postupné vsimat dvojic trojuhelnik, které maji spolecnou stranu.

Trojahelniky se spole¢nou stranou DC': Protoze soucet ¢isel v trojihelniku DCB je 19
a soucet cisel v trojuhelniku DC'F je 11, musi byt ¢islo B o 8 vétsi nez ¢islo F'. V krouzcich
mohou byt jen prirozena cisla od 1 do 9, méme tedy jedinou moznost: B =9 a F' = 1.

Porovname-li trojihelniky se spole¢nou stranou C'B, zjistime, ze ¢islo A je o 3 vétsi
nez ¢islo D. Tuto dvojici neumime zatim urcit jednoznac¢né, proto piseme A = D + 3.

Obdobné porovnanim trojihelniki se spole¢nou stranou BD urc¢ime, ze C' = E + 5.
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Z trojuhelniku se souctem cisel 19 ted vidime, ze 9+ F +5+ D =19, tj. E+ D = 5.
Protoze ¢islo 1 jsme jiz pouzili, musi byt £ = 2 a D = 3, nebo naopak. Kazda ze dvou
uvedenych moznosti vede k jednomu feseni, jez vidime na obrazcich nize. (V obou pfipadech
jsou ¢isla v krouzcich navzajem rizna.)

WASENIV35 N

7712

Pted nasi skolou je kvétinovy zdhon. Jednu pétinu vSech kvétin tvori tulipany, dveé
devitiny narcisy, ¢tyri patnactiny hyacinty a zbytek jsou macesky. Kolik kvétin je celkem
na zahonu, jestlize od zddného druhu jich neni vice nez 60 ani méné nez 30?7 (M. Petrovad)

Napovéda. Mohlo by byt na zahonu napt. 100 kvétin?

Mozné teseni. Celkovy pocet kvétin musi byt délitelny péti, protoZze jednu pétinu tvori
tulipany. Z podobného divodu musi byt pocet vSech kvétin délitelny deviti (kvili narcisim)
a patnacti (kvili hyacintim). Poéet v8ech kvétin na zahonu je tedy néjaky spoleény nasobek
¢isel 5, 9 a 15. Nejmensi spole¢ny nasobek téchto tii ¢isel je 45, tudiz celkovy pocet kvétin
je nasobkem ¢isla 45.

V nésledujici tabulce prochazime postupné nasobky 45 a urcujeme odpovidajici pocty
jednotlivych druht kvétin. Hledame takovy radek, kde jsou vSechny tyto pocty v rozmezi
od 30 do 60 (v¢etné).
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celkem tulipany narcisy hyacinty macesky
(c) (t=zc) (n=2c) (h = +xc) (m=c—t—n—nh)
45 9 10 12 14
90 18 20 24 28
135 27 30 36 42
180 36 40 48 56
225 45 50 60 70

Jediny vyhovujici pfipad je zvyraznén tucné. Se zvétsujicim se celkovym poctem kvétin
se zvétsuji i pocty kvétin jednotlivych druhi, takze dalsi vyse neuvedené moznosti ziejmé
vyse uvedenym pozadavkim nevyhovuji. Na zahonu pred skolou mame celkem 180 kvétin.

Poznamka. Jakmile v fadku najdeme ¢islo mensi nez 30 nebo vétsi nez 60, nemusime
ostatni polozky dopocitavat — tato moznost totiz jisté nevyhovuje. Pfedchozi diskuse
tedy muze byt tplna, i kdyz tabulka je netplna.
Jiné fesSeni. Nejprve dopocitame, jakou ¢ast mezi vSemi kvétinami zaujimaji macesky:
1 2 4 14
5 9 15 45
Aby byl pocet macesSek prirozenym ¢islem, musi byt pocet vSech kvétin ndsobkem ¢isla 45.
V takovém pripadé jsou i pocty ostatnich kvétin piirozend ¢isla.
Poéty vSech jednotlivych druhii jsou v rozmezi od 30 do 60 (véetné), odkud umime

urcit rozmezi celkového poctu kvétin:
Tulipany tvori % celkového poctu kvétin, tudiz pocet vsech kvétin musi byt

od 30 -5 =150 do 60 - 5 = 300,
podle pomérného zastoupeni narcisti musi byt pocet vSech kvétin
9 9
od 30 - = =135 do 60 - - = 270,
2 2
podle hyacint musi byt pocet vsech kvétin
1 1
od ?)O-Z5 =112,5 do GO-Z5 =225

a podle macesek

45 45
od 30 14 96, o 60 14 9 79

Ptedchozi ¢tyfi podminky maji platit soucasné, tzn. celkovy pocet kvétin se pohybuje
v rozmezi od 150 do 192 (véetné). Mezi témito ¢isly je jediny nésobek 45, totiz 180. Na
zédhonu roste celkem 180 kvétin.
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77-1-3

Obti Bobr a Kolodéj mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékteré dny jenom lZzou. Bobr
mluvi pravdu pouze o vikendech, Kolod€éj mluvi pravdu v pondéli, v patek a v nedéli,
v ostatni dny lze.

Jednoho dne Bobr fekl: ,Vcera jsme oba lhali.“

Kolodéj vsak nesouhlasil: ,,Aspor jeden z nas mluvil véera pravdu.“

Ktery den v tydnu muzou obii vést takovy rozhovor?
(M. Volfovd a V. Zdadnik)

Napovéda. Pomozte si prehlednou tabulkou, ze které by bylo patrné, kdy ktery obr lze
a kdy ne.

Mozné teSeni. Informace ze zadani pro prehlednost vepiseme do tabulky:

Bobr Kolodéj
pondéli — +
utery - —
stfeda — —
ctvrtek — —
patek — +
sobota + —
nedéle + +

Bobr mize tvrdit ,véera jsme oba lhali“ bud v den, kdy mluvi pravdu a soucasné
predchozi den oba obfi lhali (coZ se stat nemutize), nebo v den, kdy 1ze a soucasné predchozi
den aspon jeden z obru mluvil pravdu (tj. v pondéli nebo v ttery). Bobr tedy muze ¥ici
,vcera jsme oba lhali“ jediné v pondéli nebo v utery.

Kolodé&j muze tvrdit ,aspon jeden z nas mluvil véera pravdu“ bud v den, kdy mluvi
pravdu a soucasné ptredchozi den aspoii jeden z obri mluvil pravdu (tj. v pondéli nebo
v nedéli), nebo v den, kdy lZe a soucasné predchozi den zadny z nich pravdu nemluvil (t;j.
ve stFfedu nebo ve ¢tvrtek). Kolodéj tedy muze nesouhlasit ,,aspoi jeden z nas mluvil véera
pravdu“ jediné v pondéli, ve stiedu, ve ¢tvrtek nebo v nedéli.

Jediny den, kdy mtzou obfi vést uvedeny rozhovor, je tudiz pondéli.

77-1-4
Pani ucitelka napsala na tabuli nasledujici cisla:

1,4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43.

Dvé sousedni ¢isla se 1isi vzdy o stejnou hodnotu, v tomto pripadé o 3. Pak z tabule smazala
vSechna cisla kromé 1, 19 a 43. Dale mezi tato tii ¢isla dopsala nékolik celych c¢isel tak,
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ze se kazda dvé sousedni ¢isla opét lisila o stejnou hodnotu a pfitom zadné cislo nebylo
napsano dvakrat.
Kolika zptuisoby mohla pani ucitelka ¢isla doplnit? (K. Pazourek)

Napovéda. Muze byt mezi doplnénymi ¢isly napt. 57

Mozné resSeni. Jeden ze zpiusobi, jak ¢isla doplnit, je samoziejmé ten, ktery pani uci-
telka smazala (v tomto pi¥ipadé je rozdil sousednich éisel roven 3). Dal$i mozny, ziejmé
nejjednodussi, zpusob je doplnit vSechna pfirozend ¢isla od 1 do 43 (v tomto pFipadé je
rozdil roven 1).

Kazdé doplnéni podle zadani je zcela urceno rozdilem sousednich ¢isel, ktery si ozna-
¢ime d. VSechna mozné doplnéni lze tedy urcit zkusmo uvazovanim vsech moznych rozdilti d
a kontrolou, zda v odpovidajici posloupnosti (zacinajici 1) jsou obsazena také ¢isla 19 a 43.

Nicméné, aby v takové posloupnosti bylo obsazeno ¢islo 19, musi byt rozdil 19—1 = 18
néjakym nasobkem urcujici konstanty d. Podobné, aby v takové posloupnosti bylo obsazeno
také ¢islo 43, musi byt rozdil 43 — 19 = 24 néjakym nasobkem ¢isla d. Jinymi slovy, d musi
byt spolecnym délitelem cisel 18 a 24. VSechna mozna doplnéni tedy odpovidaji vSem
spoleénym délitelim ¢isel 18 a 24, coz jsou prave cisla 1, 2, 3 a 6. Pani ucitelka mohla
doplnit ¢isla na tabuli ¢tyfmi zptisoby.

Poznamka. Predchozi ivahy mutzou byt vhodné podpofeny predstavou na c¢iselné ose;
zde je zvyraznéno déleni s nejvétsim moznym rozdilem d = 6:

1 7 13 19 25 31 37 43
O e

7Z7-1-5

Ve sportovnim aredlu je upravend plocha tvaru obdélniku ABCD s delsi stranou AB.
Uhlopiicky AC a BD sviraji tihel 60°. BéZci trénuji na velkém okruhu ACBDA nebo na
malé draze ADA. Mojmir bézel desetkrat po velkém okruhu a Vojta patnactkrat po malé

draze, tedy patnactkrat v jednom sméru a patnactkrat v opacném. Oba dohromady ubéhli
4,5km. Jak dlouh4 je uhlopticka AC? (L. Hozova)

Napovéda. Je néjaky vztah mezi délkou thlopficky a délkou kratsi strany obdélniku?

Mozné reseni. Prusecik thlopric¢ek oznac¢ime S. Musime rozhodnout, zda se zadana veli-
kost 60° vztahuje k thlu ASB nebo ASD. Protoze pro strany obdélniku plati |AB| > |AD|,
musi byt thel ASB tupouhly a tthel ASD ostrouhly. Velikost 60° tedy pfislusi ihlu ASD.

D C

60°
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V kazdém obdélniku jsou trojuhelniky ASD a BSC rovnoramenné a navzajem shodné,
v nasem pripadé jsou dokonce rovnostranné. To znamena, ze usecky AS, SC, CB, BS, SD
a DA jsou shodné, jejich délku (v metrech) oznacime s. Chceme ur¢it délku thlopficky,
jez pri soucasném znaceni odpovida hodnoté 2s.

Délka velkého okruhu je tedy 6s a celkova vzdalenost, kterou ubéhl Mojmir, je 10 - 6s =
= 60s. Délka malé drahy je 2s a celkova vzdalenost, kterou ubéhl Vojta, je 15 - 2s = 30s.
Oba dohromady tedy nabéhali 60s+30s = 90s, coz je podle zadani rovno 4,5 km = 4 500 m.
Plati tedy

90s = 4500,

odkud plyne 2s = 100. Délka thlopticky je 100 m.

Z7-1-6
Maéame ¢étvereckovou sit se 77 uzlovymi body. Dva z nich jsou oznadeny A a B jako na

obrazku. Bod C necht je jeden ze zbylych uzlovych bodu. Najdéte vSechny mozné polohy
bodu C tak, aby trojuhelnik ABC mél obsah 6 étverecki. (E. Novotnad)

Napovéda. ZkouSejte nejdiiv takové body, aby néktera strana trojuhelniku leZela na né-
jaké primce tvorici ¢tvereckovou sit.
MozZné reseni. Pokud hleddme feSeni zkusmo, nejspis§ za¢neme zkouset uzlové body tak,
jak naznacuje napovéda. Uvazujme nejprve uzlové body na vodorovné piimce jdouci bo-
dem A; polohu bodu C pocitame od A doleva:
1. trojuhelnik je pravouhly a jeho obsah je zfejmé 2 ¢tverecky, coz je malo,
2. vyska z bodu B rozdéluje trojuhelnik na dva (shodné) pravothlé trojihelniky, obsah
je 2 4+ 2 = 4 c¢tverecky, coz je porad malo,
3. vyska z bodu B rozdéluje trojuhelnik na dva (neshodné) pravouhlé trojihelniky, obsah
je 4+ 2 = 6 ¢tvereckti a mame prvni vyhovujici feseni, které oznacime Cf.

Tentyz bod lze najit i bez zkousSeni, pokud si véas uvédomime, Ze obsah kazdého
diskutovaného trojuhelniku je roven poloviné obsahu pravothelniku, jehoz jedna strana je
AC' a druhd je rovna 4 jednotkam (velikost vysky z bodu B), viz obrazek. Hleddme tedy
takovy uzlovy bod na myslené pfimce, aby obsah odpovidajiciho pravotihelniku byl roven
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12 ¢tvereckiim. Bod C' tedy musi byt 12 : 4 = 3 jednotky od A, a abychom neopustili
vyznacenou oblast, musime mifit doleva.

Velmi podobnym zptisobem lze zdtvodnit i dalsi feSeni na vodorovné primce prochaze-
jici bodem B, které ozna¢ime Cs. (Soumérny bod podle B opét vychazi mimo vyznacenou
oblast.) Pfimka C;C5 je rovnobéina s AB, tudiz kazdy trojuhelnik ABC| jehoz vrchol C
leZi na této pfimce, mé tutéz vysku na stranu AB, tedy i tentyZz obsah. Hledame tedy

takové uzlové body, které soucasné lezi na primce C7C5. Takto nalézame bod, ktery je
oznacen Cj.

Analogickou uvahou v opac¢né poloroviné vymezené primkou AB zjistime, Ze zbyla
feseni jsou pravée ty uzlové body, jez soucasné lezi na vyznacené bezejmenné pirimce. Takto
nalézame posledni vyhovujici bod, ktery je oznacen Cy.
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Uloha mé celkem 4 FeSeni, ktera jsme postupné oznadili Cy, Cs, Cs a Cl.

Poznamky. V uvedeném feseni predpokladame znalost faktu, zZe obsah libovolného troj-
uhelniku je roven poloviné pravotihelniku, ktery ma jednu stranu spole¢nou s trojuhelnikem
a druhou shodnou s vyskou na tuto stranu. Jednoduché zdiivodnéni tohoto tvrzeni je v pod-
staté ukazano v feSeni ulohy Z6-1-2.
I bez této dovednosti lze tilohu dofesit zkousenim, jak jsme naznacili v ivodu. Obsah
libovolného trojihelniku ABC' s vrcholy v uzlovych bodech lze vzdy vyjadrit nasledovné:
e trojuhelniku ABC opiseme pravouhelnik, jehoz strany lezi na ptimkach tvoricich ¢tve-
reckovou sit,
e pokud je to nutné, rozdélime doplnkové plochy k trojuhelniku v opsaném pravotuhel-
niku na pravouhlé trojuhelniky, pfip. pravouhelniky,
e obsah trojuhelniku vyjadiime jako rozdil obsahu opsaného pravoiuihelniku a obsahti
jednotlivych dopliikovych c¢asti z predchoziho kroku.

Vypocet obsahtl nékterych trojihelniki by podle tohoto navodu vypadal nasledovné
(viz obrazky vyse):

Spapey =3-4- 24 LAy 6o
ABCy — 2 2 - — Y
4-4 1-4
Sape, =4-4— —= — =~ =16-10=6,
5-8 44 1-4
—5.8 -2~ T 7 1.4 " _—40—-34=
Sapc, =58~ 5 ;- =40-34=6.
1.4 2.4 1-8
—92.8— - — =16 — 10 =
Sapc, =28~ — 5 ;- =16-10

Vsimnéte si, ze ani pii tomto postupu neni nutné vycerpavat vSechny moznosti: mame-li
napf. zjisténo, ze bod (5 je feSenim, jisté jiz nemusime uvazovat takové uzlové body, kdy
by odpovidajici trojihelnik bud obsahoval trojihelnik ABC5 nebo byl jeho ¢asti (v prvém
pripadé by vznikly trojihelnik mél vétsi nez pozadovany obsah, v druhém piipadé mensi).
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62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1
Soucin t¥i pfirozenych c¢isel je 600. Kdybychom jednoho ¢initele zmensili o 10, zmensil
by se soucin o 400. Kdybychom misto toho jednoho ¢initele zvétsili o 5, zvétsil by se soucin

na dvojnasobek piivodni hodnoty. Ktera tii prirozena ¢isla maji tuto vlastnost?
(L. Hozovad)

Napovéda. Z kazdé oznamovaci véty v zadani lze pfimo urcit jednoho cinitele.

Mozné reseni. Pracujme nejprve s druhou vétou: zmensenim jednoho c¢initele o 10 se
zmensi soucin o 400. Pritom 400 jsou dvé tretiny z 600, tedy 10 museji byt dvé tretiny ze
zminéného cinitele. Tim je proto ¢islo 15.

Dale pracujme s tieti vétou: zvétsenim jednoho cinitele o 5 se zvétsi soucin na dvoj-
nasobek. Zvétsenim o 5 se tedy tento ¢initel zvétsi také na dvojnasobek. Cinitel je proto 5.

Z prvni véty zadani vime, ze soucin vsSech c¢initelti je 600, dva z nich uvadime vyse,
treti je 600 : 15: 5 = 8.

Informacim ze zadani vyhovuji ¢isla 5, 8 a 15.

Jina napovéda. Zadani vede ke tfem rovnicim o tfech neznamych.

Jiné resSeni. Protoze ze zadani neni jasné, zda zmensujeme/zvétSujeme jednoho a téhoz
¢initele nebo pokazdé jiného, musime probrat obé moznosti. V kazdém piipadé si hledana
prirozena cisla oznacime x, y a z.

1. Predpokladejme, Ze se v zadani mluvi o dvou riiznych ¢initelich. V takovém pripadé
muzeme informace ze zadani prepsat nasledovneé:

ryz = 600,
(x — 10)yz = 200,
z(y + 5)z = 1200.

Druhé rovnost po roznasobeni je xyz—10yz = 200. Jelikoz zyz = 600, po tprave dostavame
10yz = 400, tj. yz = 40. Z rovnosti xyz = 600 nyni plyne x - 40 = 600, t;.

xr = 15.

Podobné, treti rovnost po roznasobeni je xyz + 5xz = 1200. Jelikoz xyz = 600, po tprave
dostavame b5xz = 600, tj. zz = 120. Protoze jiz zname x = 15, musi byt

z =8.
Dosazenim opét do rovnosti zyz = 600 mame 120y = 600, odkud plyne
Yy =9o.
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2. Predpokladejme, ze se v zadani mluvi dvakrat o stejném ciniteli. V takovém piipadé
muzeme psat:
zyz = 600,
(x —10)yz = 200,
(x + 5)yz = 1200.

Stejné jako vyse roznasobime druhou, resp. tfeti rovnost, dosadime zyz = 600 a po tpraveé
obdrzime 10yz = 400, tj. yz = 40, resp. byz = 600, tj. yz = 120. Jelikoz 40 # 120, vidime,
ze vychozi predpoklad nemuze byt splnén.

V zadani se mluvi o dvou rtiznych ¢initelich; uvazovanou vlastnost maji prave tato tti
prirozena cisla: 5, 8 a 15.

Z8-1-2
Standa si slozil 7 shodnych utvari, kazdy slepeny z 8 stejnych Sedych krychlicek
o hrané 1cm tak jako na obrazku.

Potom vSechny ponofil do bilé barvy a nasledné kazdy z itvard rozebral na ptivodnich
8 dilf, které tak mély nékteré stény Sedé a jiné bilé. Pridal k nim jesté 8 novych krychlicek,
jez byly stejné jako ostatni, akorat celé bilé. Ze vSech kostek dohromady poskladal jednu
velkou krychli a snazil se pritom, aby co nejveétsi ¢ast povrchu vzniklé krychle byla Seda.
Kolik cm? povrchu bude jisté bilych? (M. Mach)

Napovéda. Nejdiiv zjistéte, kolik kterych krychlicek ma Standa pred vlastnim skladanim
k dispozici.

Mozné reseni. Potrebujeme urcit, z jakych krychli¢ek Standa skladal svoji velkou krychli.
Rohové krychlicky z rozlozenych obilenych utvart maji jednu dvojici sousednich stén sedou,
zbytek bily; celkem jich je 7-4 = 28. Ostatni krychlicky z téchto tvart maji jednu dvojici
protilehlych stén Sedou, zbytek bily; celkem jich je také 7-4 = 28. K témto krychlickdm se
jesté pridalo 8 celych bilych.

Standa mél k dispozici celkem 64 krychlicek, skladal tedy krychli s ,hranou 4 kosticky*
(4-4-4 = 64). Nyni uréime pocty krychlicek ve velké krychli podle poc¢tu viditelnych
stén: Rohové kosticky maji viditelné tii stény; téch je celkem 8. Na hranach krychle jsou
krychlicky s dvéma viditelnymi sténami; celkem jich je 12 -2 = 24. Ve sténach krychle
jsou krychlicky s jednou viditelnou sténou; celkem jich je 6 - 4 = 24. Uvnitt krychle je
8 krychlicek, které nejsou vidét vibec.
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Z roziezanych utvari Standa neziskal zadné krychlicky, které by mély 3 sedé stény.
Ziejme tedy celou Sedou krychli sestavit nemohl, pfestoze celkova Seda plocha na krychli¢-
kach je vétsi nez povrch velké krychle. My samoziejmé nevime, jak Standa krychli skladal,
nicméné, aby co nejvétsi ¢ast povrchu byla Seda, mohl postupovat napr. takto:

e vsech 8 ¢isté bilych krychlicek umisti doprostied,

e 24 krychlicek se sousednimi Sedymi sténami pouzije na hrany velké krychle,

e zbylé 4 krychlicky se sousednimi Sedymi sténami umisti do nékterych vrcholi (timto
dostane na povrch velké krychle 4 bilé plosky),

e 24 krychli¢ek s protilehlymi Sedymi sténami pouzije do stén velké krychle,

e zbylé 4 krychlicky s protilehlymi Sedymi sténami umisti do zbylych vrchola (na po-
vrchu pfibude 8 bilych plosek).

Pfi tomto postupu by na povrchu velké krychle bylo 12 biljch plosek, tj. 12 cm?.

Aby bylo ztejmé, ze lépe uz krychli slozit nelze, vsimnéme si nasledujicich skutec¢nosti:
Zadnou z krychli¢ek, které maji protilehlé stény sedé, nikdy nelze ve velké krychli umistit
tak, aby obé Sedé stény byly vidét — pouzitim vSech téchto kosticek 1ze tedy obsdhnout
nejvyse 28 cm? $edé plochy na povrchu velké krychle. Krychlicky, které maji sousedni stény
sedé, naopak lze umistit tak, aby obé Sedé stény byly vidét — pouzitim vSech téchto
kosti¢ek lze obsdhnout nejvyse 56 cm? sedé plochy na povrchu velké krychle. Na povrchu
velké krychle mfize byt nejvyse 28 + 56 = 84 (cm?) $edé plochy. Povrch celé krychle je
6-4-4 = 96 (cm?); na jejim povrchu tedy nemtize byt méné nez 96 — 84 = 12 (cm?) bilych.

Predchozi postup ukazuje jednu z moznosti, jak tento vysledek realizovat. At uz Standa
postupoval jakkoli, 12 cm? povrchu krychle bude jisté biljch.

Z8-1-3

Déda zapomnél ¢tyimistny kéd svého mobilu. Védél jen, ze na prvnim misté nebyla
nula, ze uprostied byly bud dvé ¢tyrky nebo dvé sedmicky nebo taky ¢tyfka se sedmickou
(v neznamém poradi) a ze §lo o ¢islo délitelné ¢islem 15. Kolik je moZznosti pro zapomenuty
k6éd? Jaka ¢islice mohla byt na prvnim misté? (M. Volfova)

Napovéda. Zacnéte prostiednim dvojc¢islim, poté uvazujte ostatni podminky ze zadani.

Mozné reseni. Prostfedni dvé mista mohou byt obsazena pravé ¢tyfmi zpusoby:
xddx, xTTx, %47, xT4x.

Cislo je délitelné 15 pravé tehdy, kdyz je délitelné tiemi a zarovenn péti. P¥itom ¢islo je
délitelné péti pravé tehdy, kdyz jeho posledni éislice je bud 0 nebo 5, a ¢islo je délitelné
tfemi prave tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny tiemi.

Je-li posledni cislice 0, pak uvazujeme nasledujici moznosti

%440, *770, %470, 740

a hledame prvni cislici tak, aby ciferny soucet byl délitelny tfemi. Ve vSech pripadech
vychazi tatdz moznéa trojice: 1, 4 nebo 7.
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Je-li posledni cislice 5, pak uvazujeme podobné pro nasledujici moznosti
*445, 775, %475, *745.

Ve vsech pripadech vychézi tatdz mozna trojice: 2, 5 nebo 8.
Podminkdm ze zadani vyhovuje 4 - 2 - 3 = 24 moznosti. Na prvnim misté mutze byt
kterakoli cislice kromé 3, 6 a 9.

78-1-4
Je déna pravidelnd sedmicipa hvézda podle obrazku. Jaké je velikost vyznaceného
thlu? (E. Patdkovad)

Napovéda. Hledejte rovnoramenné trojuhelniky, u kterych umite urcit velikosti vnitinich
uhla.

Mozné reSeni. Hledany thel budeme nazyvat «. Déle oznaéme vrcholy a stfed hvézdy
jako na obrazku. Spojime-li vS§echny vrcholy se stredem S, vidime spoustu rovnoramennych
trojuhelnikt, z nichz mnohé jsou navzajem shodné. Napf. trojuhelniky ASC, BSD, ...,
GSB jsou shodné: vSechny tyto trojuhelniky maji shodn& ramena a thel u vrcholu S
(jehoz velikost je rovna dvojnasobku velikosti thlu ASB, tj. v = 2- @). Uhel « je proto
roven dvojnasobku thlu u vrcholu A v trojuhelniku ASC. Protoze je tento trojuhelnik
rovnoramenny, je thel a stejny jako soucet vnitinich ihla u vrchola A a C.




Soucet velikosti vnitinich thld v libovolném trojuhelniku je 180°, proto plati o+~ =
= 180°, odkud snadno dopocitame velikost tihlu a:

a = 180° — % - 360° = (1 . %) -180° = (77%)0 = 77°8/34"

Poznamka. Pokud znate nebo umite zduvodnit, Ze velikost vnitiniho ithlu v pravidelném
sedmithelniku je rovna % - 180°, pak lze tlohu doresit nasledovné.

Vnitini thly u vrcholid K a @) v rovnoramenném trojuhelniku K AQ jsou vnéjsimi tthly
pravidelného sedmitthelniku K LM NOPQ); jejich velikost je proto 180° — 2180° = 2180°.
Soucet velikosti vnitfnich thla v trojuhelniku K AQ je o+ %180O = 180°, odkud vyjadiime

neznamou: o = (1 — %) -180° = ...

Z8-1-5

1. zari 2007 byla zalozena jazykova skola, ve které vyucovalo sedm pedagogi. 1. zari
2010 k témto sedmi uciteltim ptibyl novy kolega, kterému bylo praveé 25 let. Do 1. zari 2012
jeden z ucitelti ze skoly odesel, a tak jich zistalo opét sedm. Primérny vék pedagogti na
skole byl ve vSechna tii zminéna data stejny.

Kolik let bylo 1. zaii 2012 uciteli, ktery ve skole uz nepracoval? Jaky byl ten den
prumérny veék uciteld na skole? (L. Simiinek)

Napovéda. Pracujte se souc¢tem véku vSech zaméstnanych uciteliu. Uvazujte, jak se tento
soucet méni vzhledem ke zminovanym datim.

Mozné Feseni. Soucet veéku vSech sedmi ucitelt skoly k 1. zafi 2007 oznacime c. Soucet
vekl téchto sedmi lidi se ke dni 1. zari 2010 zvétsil o 7 -3 = 21, soucet veki vSech osmi
uciteltl pracujicich v tento den na skole byl tedy

c+ 21+ 25 = c+ 46.
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Soucet veki téchto osmi lidi se ke dni 1. zaii 2012 zvétsil o 8 - 2 = 16. V tento den jeden
z nich uz na skole nepracoval, jeho vék v tu dobu oznac¢ime x. Soucet véki sedmi zbyvajicich
ucitelt byl v tento den roven

c+46+16—z=c+ 62— z.

Protoze ma byt primérny vék ucitelid na skole ve vSechna zminéna data stejny, plati

rovnosti
B c+ 46 B c+62—=x

c
78 7
7 rovnosti mezi prvnim a tfetim lomenym vyrazem piimo plyne, ze x = 62. Uciteli, ktery
1. zari 2012 uz na skole nepracoval, bylo tedy zrovna 62 let.

Upravami rovnosti mezi prvnimi dvéma lomenymi vyrazy dojdeme k hodnoté c:

c c+46

7 8
8c="Tc+ 7-46,
c = 322.

Primérny vék uciteld ve vSechna tii zminénd data byl 322 : 7 = 46 let.

78-1-6

Anicka a Hanka chodily v labyrintu po spiralovité cesticce, jejiz zacatek je schematicky
znazornén na obrazku. Strana ¢tverecku ve ¢tvercové siti ma délku 1 m a celé cesticka od
stfedu bludisté az k vychodu je dlouhd 210 m.

Dévcata vysla ze stfedu bludisté, nikde se nevracela a po case kazda zastavila v nékte-
rém z roht. Anicka pritom usla o 24 m vice nez Hanka. Ve kterych rozich mohla dévcata
stat? Urcete vSechna FeSeni. (E. Novotnad)

Napovéda. Nejdiiv uréete délky vSech tsekt bludisté.

Mozné teSeni. Ze zadani vidime, Ze délky jednotlivych tseki bludisté jsou postupné
(pocitano v metrech od stiedu): 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, atd. Nejdfiv uréime, jak dlouhé
jsou posledni tseky bludisté, aby celkova délka byla pravé 210m. Af uz zkouSenim, nebo
néjakym pomocnym vypoctem, celkem rychle zjistime, ze bludisté sestava z nasledujicich
usek:

1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9, 10, 10, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 14, 14.
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Anicka usla o 24 m vice nez Hanka; v uvedené posloupnosti proto hleddme nékolik po sobé
jdoucich ¢isel, jejichz soucet je 24. Aby bylo zfejmé, Ze jsme neopomnéli Zzadnou moznost,
budeme postupovat systematicky podle poctu useki, které deéli Anicku od Hanky. Pro
dany pocet tsekil muzeme orientacné vyjadrit primérnou délku jednoho tiseku. Pobliz
této hodnoty pak v nasi posloupnosti hleddme odpovidajici pocet po sobé jdoucich ¢isel se
souctem 24. Vysledek naseho snazeni shrnuje nasledujici tabulka:

pocet tuseku primeérna délka feSeni
1 24 —
2 12 12, 12
3 8 —
4 6 5,6,6,7
5 4,8 4,4,5,5,6
6 4 3,3,4,4,5,5
7 3.4 _
8 3 1,2,2,3,3,4,4,5

Posledni feseni v tabulce predstavuje pripad, kdy Hanka usla pouze 1 metr, tedy nejmensi
moznou vzdalenost. Proto nema smysl uvazovat 9 a vice tseki. Uloha méa pét feSeni;
dévcata mohla stat v nasledujicich rozich:
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62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Na tabuli bylo napsano trojmistné prirozené cislo. Pfipsali jsme k nému vSechna dalsi
trojmistna cisla, kterd lze ziskat zménou poradi jeho c¢islic. Na tabuli pak byla kromé
¢isla ptvodniho tfi nova. Soucet nejmensich dvou ze vSech ¢tyrt cisel je 1088. Jaké cislice
obsahuje ptvodni éislo? (L. Hozovad)

Napovéda. Zjistéte, zda puvodni ¢islo obsahuje nulu a zda se v ném opakuji ¢islice.

MozZné reseni. Oznac¢me pouzité Cislice a, b, c. Ze zadani je patrné, ze Cislice se v trojmist-
ném cisle neopakuji, tj. a, b a ¢ jsou navzajem rtzné. Kdyby totiz nekteré dvé cislice byly
stejné, pak zménou jejich poradi lze celkem dostat nejvyse tii rtizna ¢isla: pokud by naprt.
a = b # ¢ a v8echny Cdislice byly nenulové, pak zminovana ¢isla jsou

aac, aca, caa.

Podobné mtzeme usoudit, Ze mezi pouzitymi ¢islicemi musi byt 0. Kdyby totiz a, b
a ¢ byly navzajem rtzné a nenulové Cislice, pak zménou jejich poradi bychom dostali pravé
Sest rtiznych cisel:

abce, acb, bac, bea, cab, cba.
Pouzité cislice jsou tedy navzajem rtzné a obsahuji nulu; bez jakékoli jmy na obec-
nosti mizeme predpokladdat, ze a = 0 a b < c. Zménou poradi takovych ¢islic dostaneme
pravé nasledujici ¢tyti ¢isla (piSeme usporadéna od nejmensiho):

b0c, bc0, c0b, cbO.

Zbytek ulohy fesime jako algebrogram:

S| o
oo O
(0ol enRN o

Ze souctu jednotek ¢ + 0 = 8 plyne, ze ¢ = 8 (ve sloupci desitek souhlasi 0 + ¢ = 8). Ze
souctu stovek b+ b = 10 plyne, ze b = 5. Ptvodni trojmistné ¢islo musi obsahovat cislice
0,5 a8.
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79-1-2

Trojahelnik ma dvé strany, jejichz délky se lisi o 12 cm, a dvé strany, jejichz délky se
lisi 0 15 cm. Obvod tohoto trojuhelniku je 75 cm. Urcete délky jeho stran. Najdéte vSechny
(L. Simiinek)

moznosti.

Napovéda. Délku jedné strany oznacte jako neznamou a pomoci ni pak vyjadrete délky

ostatnich stran. Uvédomte si, kolik moznosti potirebujete diskutovat.

Mozné fesSeni. Délky dvou stran, které se 1isi o 12 cm, oznacime s a s + 12. Tteti strana
se od nékteré z téchto dvou lisi o 15 cm. Neni zadano, od které z nich a zda je o 15 cm vétsi

nebo mensi; proto musime diskutovat nasledujici ¢tyfi moznosti:

délky stran trojuhelniku

1. moZnost s s+ 12 s+ 15
2. moznost S s+ 12 s—15
3. moznost S s+ 12 s+12+15
4. moznost S 5412 s+12—-15

Obvod trojuhelniku ma byt 75 cm. Odtud pro kazdou moznost sestavime rovnici a z ni
vypocitame prislusné s. Na ukazku uvadime pouze vypocet odpovidajici 1. moznosti:

s+ (s+12) + (s + 15) = 75,

Vysledna s poté dosadime do tabulky:

354+ 27 =175,
3s = 48,
s = 16.

délky stran trojihelniku
1. moznost 16 28 31
2. moznost 26 38 11
3. moznost 12 24 39
4. moznost 22 34 19

Aby vypocitané hodnoty skutecéné odpovidaly stranam néjakého trojuhelniku, musi
platit trojuhelnikové nerovnost. Proto jesté zkontrolujeme, zda nejvétsi ¢islo na kazdém
radku je mensi nez soucet ostatnich dvou. Tato nerovnost plati pouze u 1. a 4. moznosti.
Uloha mé tedy dvé feSeni: délky stran trojihelniku mohou byt 16 cm, 28 cm a 31 cm, nebo

19cm, 22cm a 34 cm.
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79-1-3

U horské chaty nam trenér tekl: ,,Pdjdeme-li dal timto pohodlnym tempem 4 km za
hodinu, prijdeme na nadrazi 45 minut po odjezdu naseho vlaku.®

Pak ukazal na skupinu, kterd nas pravé mijela: ,Ti vyuzivaji holi, a tak dosahuji
prumeérné rychlosti 6 km za hodinu. Na nadrazi budou jiz pil hodiny pfed odjezdem naseho

vlaku.“
Jak bylo nadrazi daleko od horské chaty? (M. Volfova)

Napovéda. Pripomerte si vztahy mezi primérnou rychlosti, celkovou vzdalenosti a po-
trebnym casem.

MozZné reseni. Dobu od okamziku, kdy nas trenér motivoval u horské chaty, do odjezdu
vlaku ozna¢me ¢ (v hodinéch). Délku trasy od chaty na nidrazi oznac¢me s (v km).
Pfi pohodlném tempu bychom §li 7 hodin a pfisli bychom tii ¢tvrté hodiny po odjezdu

vlaku; plati tedy
s - 3
4 4

Chtize s holemi trva § hodin, coZ je o ptl hodiny méné nez ¢; plati tedy

S _ 1
6 2
Z obou rovnic vyjadiime ¢:
‘= S 3 = S n 1
4 462
a tak dostaneme novou rovnici:
s 3 s n 1
4 4 6 2
Jejimi tpravami ziskdme délku trasy s:
35 —9=2s+6,
s = 15.

Trasa od chaty na nadrazi byla 15km dlouha.
Poznamka. K vysledku lze dospét i nasledovné. Z prvnich dvou vyse sestavenych rovnic
vyjadiime s:

s=4t+3, s=6t—3,

a tak dostaneme novou rovnici
4t + 3 = 6t — 3,

odkud snadno vyjadiime ¢t = 3. Zpétnym dosazenim obdrzime

s=124+3 =18 -3 = 15.
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Z9-1-4
Pravidelny osmithelnik ABCDEFGH je vepsan kruznici o poloméru 5 cm. Sestrojte
trojuhelnik ABX tak, aby bod D byl ortocentrem (prisecikem vysek) trojahelniku ABX.
(M. Mach)

Napovéda. Pro zac¢atek nepracujte s osmithelnikem: zkonstruujte ortocentrum D v obec-
ném trojihelniku ABX a snazte se zrekonstruovat X, znate-li A, B a D.

Mozné reseni. Abychom si uvédomili souvislosti, uvazujeme nejprve obecny trojuhelnik
ABX a sestrojime jeho ortocentrum D. Na obrazku je naznaceno feseni pro tupouhly troj-
thelnik, v tomto pfipadé lezi ortocentrum vné trojuhelniku. (VSimnéte si, Ze u ostrotthlého
trojuhelniku by ortocentrum bylo uvniti a u pravoihlého by splyvalo s vrcholem, u néhoz
je pravy thel.)

D

Uy

X

Nyni rozebereme, jak sestrojit trojuhelnik AB X, je-li dana jeho strana AB a ortocen-
trum D. Z tvodni diskuse vime, Ze pokud D lezi na pfimce AB, pak D = A nebo D = B
a vrchol X v tomto pfipadé nelze urcit jednoznacné. Proto predpokladame, ze body A, B
a D jsou v obecné poloze, tj. nelezi na jedné primce.

Vrchol X je spolecnym bodem piimek obsahujicich strany a, b a vysku v,; pokud
sestrojime aspon dvé z téchto tii primek, bude X dan jako jejich prusecik. Vyska v, lezi na
primce, kterd je kolma k AB a prochazi bodem D. Zbylé dvé vysky v budoucim trojihelniku
lezi na pfimkach AD, ptip. BD. Primka urcend stranou a je kolma k AD a prochazi
bodem B (podobné strana b je kolmé k BD a prochéazi A). Odtud plyne nasledujici mozné
konstrukce trojuhelniku ABX, je-li dana jeho strana AB a ortocentrum D:

1. sestrojit pfimku, ktera je kolma k AB a prochazi bodem D,
2. sestrojit pfimku, ktera je kolma k AD a prochazi bodem B,
3. oznacit X prisecik primek z pfedchozich dvou krok,

4. narysovat trojuhelnik ABX.

(Misto 1. nebo 2. kroku konstrukce 1ze téz uvazovat primku, ktera je kolmé k BD a prochézi
bodem A.)

Nyni rozebereme, jak vypada pifedchozi konstrukce bodu X pro trojici A, B a D
v takové specialni poloze, jez je popsana v zadani pomoci pravidelného osmitihelniku.
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1. Kolmice k pfimce AB jdouci bodem D je pravé pfimka C'D. (Ozna¢me P prusecik
primek AB a CD. V trojuhelniku BC'P maji vnitini tthly u vrcholi B a C' velikost
45°, nebot jde o vnéj§i thly pravidelného osmitihelniku. Uhel u vrcholu P je proto
pravy.)

2. Kolmice k pfimce AD jdouci bodem B je pravé piimka BG. (Podobné jako vyse
mutizeme ukazat, ze piimky AH a BC jsou kolmé. Uhlopticka BG je rovnobézna s AH,
podobné AD je rovnobézna s BC, tudiz pfimky AD a BG jsou také kolmé.)

3. Bod X je prusecikem primek C'D a BG.

4. Vysledny trojuhelnik je zvyraznén v nasledujicim obrazku.

Poznamka. Vsimnéte si, ze vySe popsand konstrukce je pravé konstrukce ortocentra troj-
thelniku ABD. Plati tedy, Ze je-li bod D ortocentrem (obecného) trojihelniku ABX, pak
bod X je ortocentrem trojuhelniku ABD. (Podobné bod B je ortocentrem trojuhelniku
ADX a bod A je ortocentrem trojihelniku BDX.)

729-1-5

Do kazdého pole nize zobrazeného schématu mame zapsat ¢tyfmistné piirozené cislo
tak, aby vSechny naznacené pocetni operace byly spravné. Kolika riznymi zptisoby lze
schéma vyplnit? (L. Simiinek)
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Napovéda. Cislo v nékterém poli oznaéte jako nezndmou a pomoci ni vypliite celé schéma.
Mozné ieSeni. Cislo v prvnim poli ozna¢ime nezndmou a a pomoci ni vyjadiime é&isla ve

vSech ostatnich polich (zlomky uvadime v zédkladnim tvaru):

16 12
— ga |—>

< Ok
9 . I
-
o

-3
o| —=»

|,_.
IS

12
— >

H Z ’ |E|
Wi -4 wloo
_—

Q Q
wlot < ot
! g - !

o218}
S

13 16
2 |—2> a |—>

o[
()
J

Aby vSechny zapsané vyrazy predstavovaly celd ¢isla, musi byt neznama a délitelna
vSemi uvedenymi jmenovateli. Nejmensim spoleénym nasobkem jmenovatelt 3, 9, 27 a 6 je
¢islo 54. Neznamé a tak musi byt nasobkem cisla 54.

Dale zohlednime podminku, Ze vSechna zapsana ¢isla maji byt ¢tyimistna. Nejmensim
zapsanym cislem je %a a nejvetsim je %a. Proto musi platit:

o ;—ga 2> 1000, po tpravé a = 2700,
e 2a <9999, po tpravé a < 37493,
Urcime pocet nasobkii ¢isla 54 v intervalu od 2 700 do 3 749. Nejmensim z nich je hned

2700 a déle jich je jesté 19, protoze (3749 —2700) : 54 = 19 (zbytek 23). Do prvniho pole
lze tudiz doplnit celkem 20 rtznych ¢isel, neboli schéma lze vyplnit 20 zptisoby.

Z9-1-6
Je dan pravouhly lichobéznik ABCD s pravym tihlem u vrcholu B a s rovnobéznymi

stranami AB a CD. Uhlopficky lichobé&zniku jsou na sebe kolmé a maji délky |AC| = 12 cm,
|BD| = 9cm. Vypocitejte obvod a obsah tohoto lichobézniku. (M. Krejéovd)

Napovéda. Obsah tohoto lichobézniku je stejny jako obsah vhodného pravoiuhlého troj-
thelniku. Nejprve najdéte takovy trojuhelnik, poté urcete délky stran lichobézniku a jeho
obvod.

Mozné feSeni. Bodem C vedeme rovnobézku s tihlopfickou BD a jeji prisecik s pfimkou
AB ozna¢ime B’, viz obrazek. Protoze piimky AB a C'D jsou také rovnobézné, je BB'C' D
kosodélnik a plati |B'C| = |BD| =9cm a |B'B| = |CD|.
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A P B B’

Smysl této konstrukce spoc¢ivd v pozorovani, ze trojuhelniky ACD a CB’B maji stejny
obsah (strany C'D a B’B jsou shodné a vysky obou trojuhelnikti na tyto strany jsou
stejné). Proto je obsah lichobézniku ABCD stejny jako obsah trojuhelniku AB'C a tento
umime snadno ur¢it: Z konstrukce plyne, Ze trojihelnik AB’C' je pravouhly, a ze zadani
zndme obé jeho odvésny |AC| = 12cm a |B'C| = 9cm. Obsah trojuhelniku AB'C, tedy
i zadaného lichobézniku, je roven

1
525-12-9:54(cm2).

Abychom ur¢ili obvod lichobézniku, potfebujeme znat délky vSech jeho stran.
a) Strana BC' je vyskou na stranu AB’ v pravé zminovaném trojtihelniku. Z Pytha-
gorovy véty spocitame délku prepony v trojihelniku AB'C:

|AB'| = /122 + 92 = 15 (cm).

Ze znalosti obsahu tohoto trojuhelniku ur¢ime jeho vysku |BC|:

1
515+ BC| = 54,
|BC| = 17,2 (cm).

b) V pravothlém trojihelniku ABC' zndme jeho pfeponu a nyni také jednu odvésnu;
pomoci Pythagorovy véty ur¢ime délku druhé odvésny:

|AB| = /122 — 7,22 = 9,6 (cm).

c) Ztejmé plati |AB'| = |AB|+|BB’| a |BB’| = |CD|, odkud snadno vyjadiime délku
strany C'D:
|CD| =|AB'| — |AB| =15 — 9,6 = 5,4 (cm).

d) Stranu AD muZeme vidét jako pfeponu v pravouhlém trojahelniku APD, kde
P je pata kolmice z bodu D na stranu AB. Délky odvésen v tomto trojuhelniku jsou
|PD| = |BC| =72cm a |AP| = |AB| — |CD| = 9,6 — 5,4 = 4,2 (cm). Podle Pythagorovy
véty spocitame i délku prepony:

|AD| = /7,22 + 4,22 = 8 3 (cm).
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Obvod zadaného lichobézniku je tedy pfiblizné roven

0=|AB|+|BC|+ |CD|+ |DA| = 9,6 + 7,2+ 5,4 + 8,3 = 30,5 (cm).

Poznamka. Pro zajimavost a kontrolu uvadime jesté vypocet obsahu lichobézniku pomoci
obvyklého vzorce:

1 1
S:§UABMHCDD¢BCM=§®ﬁ+5Ay72=54@m%.

Vsimnéte si, ze avahy v ivodu naseho feSeni platnost tohoto vzorce vlastné zdtvodinuji.

Vztah pro vypocet obsahu zadaného lichobézniku lze odvodit také pomoci néasledu-
jictho obrazku. Na ném je c¢arkované znazornén obdélnik, jehoz kazda strana prochazi
nékterym vrcholem lichobézniku a je rovnobézna s nékterou jeho tthloptickou. Obsah ob-
délniku je roven souc¢inu |AC| - |BD|. Obsah lichobézniku je evidentné polovi¢ni, tedy
S =1|AC|-|BD|.
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