62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Libor si mysli trojmistné pfirozené cislo, které ma vsechny své cislice liché. Pokud
k nému pficte 421, dostane trojmistné ¢islo, které nema ani jednu svou ¢islici lichou. Najdéte
vSechna ¢isla, ktera si mize Libor myslet. (L. Siminek)

Napovéda. Zapiste si ¢isla pod sebe a uvazujte jako pfi pisemném séitani.

Mozné fesSeni. Cislice mysleného ¢isla oznaéime po fadé Li, Lo, Lz. S¢itani zminéné
v zadani ukazuje nasledujici schéma:

LyLsLs
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Pro kazdé liché L3 je soucet L3 + 1 sudy. AvSak pro kazdé liché Lo je soucet Lo + 2 lichy.
Abychom presto dostali ve vysledku ve sloupci desitek sudou ¢islici, musi pfi s¢itani ve
sloupci jednotek dojit k prechodu pres desitku. Tedy Ls mize byt jediné 9.

Pro kazdé liché L, je soucet L; + 4 lichy. Ma-li presto byt ve vysledku ve sloupci
stovek suda cislice, musi pii s¢itani ve sloupci desitek dojit k prechodu pies desitku. Tedy
Lo mtze byt pouze 9 a 7.

Pr1i sc¢itani na misté stovek k prechodu pres desitku dojit nesmi, jelikoz vysledek ma
byt dle zadani trojmistny. Tedy L; mutze byt jen 1 nebo 3.

Seskupenim ptipustnych ¢islic dostavame celkem c¢tyfi ¢isla, ktera si Libor mohl myslet:

179, 199, 379 a 399.

7Z6-1-2
Na obrazku jsou vyznaceny uzlové body ¢tvereckové sité, z nichz dva jsou pojmenovany

A a B. Bod C necht je jeden ze zbylych uzlovych bodu. Najdéte vSechny mozné polohy
bodu C tak, aby trojihelnik ABC mél obsah 4,5 ¢tverecku. (E. Novotnd)
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Napovéda. Obsah kazdého trojuhelniku 1ze vyjadfit pomoci obsahu (nejvyse) dvou pra-
vouhlych trojuhelniki.



Mozné feSeni. Nahodnym zkouSenim uzlovych bodi velmi brzy zjistime, Ze potfebujeme
diskutovat tii kvalitativné odlisné pfipady, kdy trojuhelnik ABC je a) pravouhly s pravym
uhlem u vrcholu A nebo B, b) ostrothly nebo c¢) tupouhly.

a) Predpokladejme, ze trojuhelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem u vrcholu A
nebo B. Budeme uvazovat prvni moznost, feseni ve druhém pripadé bude soumérné.

Takovy trojuhelnik tvofi pravé polovinu pravouhelniku, jehoZ jedna strana je AB
a druhda AC'. Obsah tohoto pravothelniku ma byt roven 9 ¢tverecktim. Velikost AB je 3
jednotky, bod C' tedy musi byt 9 : 3 = 3 jednotky od A. Tento bod oznac¢ime C, soumérné
feSeni vlevo od bodu B je oznaceno (.
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b) Predpokladejme nyni, ze bod C' je néjaky uzlovy bod v pasu mezi pfimkami AC}
a BCs. Trojihelnik ABC rozdélime vyskou na stranu AB na dva mensi pravothlé trojuhel-
niky. Kazdy z téchto trojihelnikii je polovinou néjakého pravouhelniku, viz obrazek. Tyto
dva pravouhelniky tvori vétsi pravothelnik, jehoz obsah je dvojnasobkem obsahu trojuhel-
niku ABC'. Jedna strana tohoto pravothelniku je AB a druha je shodna s vyskou CP.
Hledame tedy bod C tak, aby obsah takového pravotihelniku byl 9 ¢tverecki. ZkouSenim
nebo tvahou jako vyse odhalime dvé feseni, jez jsou vyznacena jako C3 a Cy:

=

c) Nakonec musime diskutovat jesté moznosti, kdy bod C je néjaky uzlovy bod vné
pasu urc¢eného primkami AC7; a BC5. Trojuhelnik ABC je v tomto pfipadé tupouhly
a vyska na stranu AB jde mimo néj; patu této vysky oznacime opét P. Budeme uvazovat
pouze trojuhelniky s tupym thlem u vrcholu A, zbyla feSeni jsou soumeérna.

Obsah trojuhelniku ABC' je nyni rozdilem obsaht pravouhlych trojihelniki CPB
a CPA. Kazdy z téchto trojuhelnikt je polovinou vhodného pravothelniku, viz obrazek.
Rozdil obsahti téchto pravothelniki je tedy dvojnasobkem obsahu trojuhelniku ABC a je
stejny jako obsah pravouhelniku, jenz je na obrazku obtaZen nepierusovanou c¢arou. Jedna
strana tohoto pravotuhelniku je AB a druhé je shodna s vyskou C'P. Hledame tedy bod C'
tak, aby obsah takového pravothelniku byl 9 ¢tvereckt. ZkouSenim nebo tivahou jako vyse
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odhalime dvé feseni, jez jsou oznacena jako C5 a Cg. Soumérnd reseni nad primkou BCy
jsou C7 a Cg.

Cr
Cs, .
B
) A
Co, [ 2
_C5w - jP
Uloha mé celkem 8 feseni, kterd jsme postupné oznaéili C1, ..., Cs.

Poznamky. Piedstava se sou¢tovym pravothelnikem v odstavci b), ptip. rozdilovym pra-
vothelnikem v odstavci c), neni nutna k tspésnému dofeseni tlohy. Staci, kdyz si FeSitel
uvédomli, ze obsah trojuhelniku ABC' je souc¢tem, ptip. rozdilem, obsaht pravouhlych troj-
thelnikit CPB a C'PA. Zdavodnéni, ze napf. vyznaceny bod C5 je FeSenim, pak muze
vypadat nasledovné:

3-5 3-2

9
SABCSZ————§~

Vsimnéte si, ze pro libovolny bod C' na ptimce C1C5 vyjde podle predchozich tvah
obsah trojuhelniku ABC' také 4,5 ¢tverecku. Vlastné jsme tak dokazali, ze obsah libo-
volného trojuhelniku je roven poloviné pravouhelniku, ktery mé jednu stranu spolec¢nou
s trojuhelnikem a druhou shodnou s vyskou na tuto stranu.

Pokud zak tento fakt jiz znd, je feSeni obzvlast snadné: stac¢i najit jeden vyhovujici
bod a vSechny ostatni jsou pravé uzlové body lezici na rovnobézce s primkou AB, ktera
prochazi timto vyhovujicim bodem.

Z6-1-3

Obri Kolodéj a Bobr mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékdy jenom 1Zou. Kolodéj
mluvi pravdu v pondéli, v patek a v nedéli, v ostatni dny 1ze. Bobr mluvi pravdu ve stiedu,
ctvrtek a patek, ostatni dny lze.

1. Urcete, kdy mutze Kolodéj tici: ,Vcera jsem mluvil pravdu.®
2. Jednoho dne oba fekli: ,Vcera jsem lhal.“ V ktery den to bylo?

(M. Volfovd)

Napovéda. Pomozte si prehlednou tabulkou, ze které by bylo patrné, kdy ktery obr 1ze
a kdy ne.



MozZné reseni. Informace ze zadani pro prehlednost vepiseme do tabulky:

Kolodé¢;j Bobr
pondéli + —
utery —
stfeda — +
¢tvrtek - +
patek + +
sobota — —
nedéle + —

1. Kolodé€j jisté mize Tici ,vCera jsem mluvil pravdu“ v pondéli, protoze v pondélky
mluvi pravdu a o nedélich (véera) také. Jind dvojice po sobé jdoucich dni, kdy mluvi
pravdu, neni. Pokud by Kolodéj fikal tentyz vyrok v den, kdy zrovna lze, znamenalo by to,
ze predchozi den ve skutecnosti lhal. To by se mohlo stat jediné ve stfedu nebo ve ctvrtek.
Kolodéj tedy muze tvrdit ,,véera jsem mluvil pravdu“ v pondéli, ve stfedu nebo ve ¢tvrtek.

2. Podobné, pokud néktery z obru rikd ,vcera jsem lhal,“ muze to byt bud v den,
kdy mluvi pravdu a soucasné predchozi den lhal, nebo naopak. Kolod€j miize tento vyrok
prohlasit v atery, v patek, v sobotu nebo v nedéli; Bobr ve stfedu nebo v sobotu. Jediny
den, kdy mohou oba tvrdit ,vcera jsem lhal,“ je sobota.

Z6-1-4

Eva m4 tii papirky a na kazdém z nich je napsano jedno prirozené ¢islo. Kdyz vynasobi
mezi sebou dvojice ¢isel z papirki, dostane vysledky 48, 192 a 36. Ktera ¢isla jsou napsana
na Evinych papircich? (E. Novotnd)

Napovéda. Vsimnéte si, ze 192 = 48 - 4.

Mozné fesSeni. Predpokladejme, Ze vysledek 48 dostaneme, kdyz vynasobime ¢isla z prv-
niho a druhého papirku, vysledek 192 dostaneme z prvniho a tfetiho papirku a vysledek 36
z druhého a tretiho papirku.

Protoze 192 = 48 - 4, ¢islo na tfetim papirku musi byt ¢tyfnasobkem c¢isla na druhém
papirku. Na druhém papirku je tedy takové cislo, ze kdyz jej vynasobime se svym ctyrna-
sobkem, dostaneme 36. To znamena, ze kdybychom toto ¢islo vynasobili se sebou samym,
dostaneme c¢tvrtinu predchoziho vysledku, tj. 9. Na druhém papirku je tedy cislo 3. Na
tfetim papirku potom musi byt 3 -4 = 12 a na prvnim 48 : 3 = 16. Na Evinych papircich
jsou napsana tato cisla: 16, 3 a 12.

Jina napovéda. Kazdé prirozené ¢islo lze napsat jako soucin dvou prirozenych ¢isel pouze
kone¢né mnoha zpiisoby.
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Jiné resSeni. Stejné jako u predchoziho feseni predpokladame, ze vysledek 48 dostaneme
vynasobenim ¢isel z prvniho a druhého papirku, vysledek 192 dostaneme z prvniho a tietiho
papirku a vysledek 36 z druhého a tretiho papirku.

Cislo 36 mtZeme napsat jako soucin dvou piirozenych &isel pouze péti zpiisoby:

36=1-36=2-18=3-12=4-9=6"6.

Ptitom ze zadani vime, Ze na tfetim papirku musi byt vétsi ¢islo nez na druhém papirku
(soudin ¢isel z prvniho a tfetiho papirku je véts$i nez soucin ¢isel z prvniho a druhého).
Odtud méme pouze ¢tyfi mozné dvojice ¢isel na druhém a tfetim papirku. Ze znamych
hodnot soucinii ¢isel na papircich dopocitame dvojim zptisobem ¢islo na prvnim papirku,
a pokud se tyto vysledky shoduji, mame feseni.

2. cislo 3. cislo 1. ¢islo
() () (48:x) | (192:y)
1 36 48 —
2 18 24 —
3 12 16 16
4 9 12 —

(Pomlcka znadi, Ze ¢isla nelze délit beze zbytku, tj. vysledek neni pfirozené ¢islo.) Vidime
jedinou vyhovujici moznost: na Evinych papircich jsou napsana c¢isla 16, 3 a 12.
Z6-1-5

Na obrazku je stavba slozend z dvanacti shodnych krychli. Na kolik rtznych mist
muiZzeme premistit tmavou kostku, chceme-li, aby se povrch sestaveného télesa nezménil?

=

Stejné jako u ptvodni stavby se i u stavby nové museji kostky dotykat celymi sténami.
Polohu svétlych kostek ménit nelze. (D. Reichmann)

Napovéda. Jak se zméni povrch télesa po odstranéni tmavé kostky?

Mozné iesSeni. Puvodné jsou na povrchu sestaveného télesa tfi stény tmavé kostky,
ostatni tii jeji stény se dotykaji svétlych kostek. Po odstranéni tmavé kostky se celkovy
povrch télesa nezméni (t¥i tmavé stény jsou nahrazeny tfemi svétlymi).
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Aby se povrch télesa nezménil ani po premisténi tmavé kostky, musi se tato dotykat
pravé tii svétlych kostek (tii svétlé stény budou nahrazeny tfemi tmavymi). ZkouSenim
rychle zjistime, Zze tmavou kostku miizeme premistit jedin€ na nasledujici t¥i mista:

B B

Z6-1-6

Cisnik v restauraci U Sejdife vzdy zapoéitava platicimu hostovi do tétu i datum:
celkovou utracenou ¢astku zvétsi o tolik korun, kolikaty den v mésici zrovna je.

V z&afi se v restauraci dvakrat sesla trojice pratel. Poprvé platil kazdy z nich zvIast,
¢isnik tedy vzdy pricetl datum a zadal od kazdého 168 K¢. Za ¢tyfi dny tam obédvali
znovu a dali si pfesné€ totéz co minule. Tentokrat vSak jeden platil za vSechny dohromady.
Cisnik tedy pfipsal datum do Gétu jen jednou a fekl si o 486 K&. Prateliim se nezdélo, Ze
a¢ se ceny v jidelnim listku nezménily, maji obéd levnéjsi nez minule, a ¢isniktv podvod
ten den odhalili. Kolikdtého zrovna bylo? (L. Simiinek)

Napovéda. Urcete, jaka by byla jejich celkova tutrata, kdyby i podruhé zaplatil kazdy
zvI14st.

Mozné reSeni. Kdyby v den, kdy pratelé odhalili ¢isniktiv podvod, platil kazdy zvl1ast,
fekl by si ¢isnik od kazdého o 168+4 = 172 (K¢&). Celkem by tak zaplatili 3-172 = 516 (K¢).
Tim, ze platil jeden za vSechny, se cena snizila o ¢astku odpovidajici dvéma dattim. Tato

cena je podle zadani 486 K¢. Dvéma datim tedy odpovida ¢astka 516 — 486 = 30 (K¢).
Cislo v datu je 30 : 2 = 15; piatelé podvod odhalili 15. z4F.

Poznamka. Sviij vysledek si mizeme ovéfit zavérecnym shrnutim: Poprvé byli pratelé
v restauraci 11. zafri. Kazdy mél podle jidelniho listku platit 157 K¢, platil vsak 157411 =
= 168 (K¢). Podruhé se v restauraci sesli 15. zafi. Jeden za vSechny mél podle jidelniho
listku zaplatit 3 - 157 = 471 (K¢&), ¢isnik si vSak fekl o 471 + 15 = 486 (K¢&).
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