62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1
Soucin tii prirozenych cisel je 600. Kdybychom jednoho c¢initele zmensili o 10, zmensil
by se soucin o 400. Kdybychom misto toho jednoho ¢initele zvétsili o 5, zvétsil by se soucin

na dvojnasobek piivodni hodnoty. Ktera tii ptrirozena ¢isla maji tuto vlastnost?
(L. Hozova)

Napovéda. Z kazdé oznamovaci véty v zadani Ize piimo urcit jednoho ¢initele.

Mozné feSeni. Pracujme nejprve s druhou vétou: zmensenim jednoho c¢initele o 10 se
zmensi soucin o 400. Pritom 400 jsou dvé tfetiny z 600, tedy 10 museji byt dvé tietiny ze
zminéného cinitele. Tim je proto ¢islo 15.

Dale pracujme s tieti vétou: zvétsenim jednoho cinitele o 5 se zvétsi soucin na dvoj-
nasobek. Zvétsenim o 5 se tedy tento ¢initel zvétsi také na dvojnasobek. Cinitel je proto 5.

7 prvni véty zadani vime, Ze soucin vSech ciniteli je 600, dva z nich uvadime vyse,
treti je 600 : 15:5 = 8.

Informacim ze zadani vyhovuji ¢isla 5, 8 a 15.

Jina napovéda. Zadéani vede ke tfem rovnicim o tifech neznamych.

Jiné feSeni. ProtoZe ze zadani neni jasné, zda zmensujeme/zvétSujeme jednoho a téhoz
Cinitele nebo pokazdé jiného, musime probrat obé moznosti. V kazdém pripadé si hledana
prirozena cisla oznacime x, y a z.

1. Predpokladejme, ze se v zadani mluvi o dvou rtiznych cinitelich. V takovém pripadé
mizeme informace ze zadani prepsat nasledovné:

ryz = 600,
(x — 10)yz = 200,
z(y + 5)z = 1200.

Druha rovnost po roznasobeni je xyz—10yz = 200. Jelikoz xyz = 600, po upraveé dostavame
10yz = 400, tj. yz = 40. Z rovnosti zyz = 600 nyni plyne = - 40 = 600, t;.

xr = 15.

Podobné, treti rovnost po roznasobeni je xyz 4+ 5xz = 1200. Jelikoz xyz = 600, po tprave
dostavame 5xz = 600, tj. zz = 120. Protoze jiz zname x = 15, musi byt

z =8.
Dosazenim opét do rovnosti zyz = 600 mame 120y = 600, odkud plyne
Yy = 9.
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2. Predpokladejme, Ze se v zadani mluvi dvakrat o stejném ciniteli. V takovém pripadé
muzeme psat:
zyz = 600,
(x —10)yz = 200,
(x 4+ 5)yz = 1200.

Stejné jako vyse roznésobime druhou, resp. tieti rovnost, dosadime xyz = 600 a po tpraveé
obdrzime 10yz = 400, tj. yz = 40, resp. byz = 600, tj. yz = 120. Jelikoz 40 # 120, vidime,
ze vychozi predpoklad nemtize byt splnén.

V zadani se mluvi o dvou rtiznych cinitelich; uvazovanou vlastnost maji prave tato tii
prirozena cisla: 5, 8 a 15.

Z8-1-2
Standa si slozil 7 shodnych utvari, kazdy slepeny z 8 stejnych Sedych krychlicek
o hrané 1 cm tak jako na obrazku.

Potom vsSechny ponotil do bilé barvy a nasledné kazdy z atvart rozebral na ptivodnich
8 dill, které tak mély nekteré stény Sedé a jiné bilé. Pridal k nim jesté 8 novych krychlicek,
jez byly stejné jako ostatni, akorat celé bilé. Ze vSech kostek dohromady poskladal jednu
velkou krychli a snazil se pfitom, aby co nejvétsi ¢ast povrchu vzniklé krychle byla Seda.
Kolik cm? povrchu bude jisté biljch? (M. Mach)

Napovéda. Nejdiiv zjistéte, kolik kterych krychlicek ma Standa pfed vlastnim skladanim
k dispozici.

MozZné FesSeni. Potfebujeme urcit, z jakych krychlicek Standa sklddal svoji velkou krychli.
Rohové krychlicky z rozlozenych obilenych ttvari maji jednu dvojici sousednich stén Sedou,
zbytek bily; celkem jich je 7-4 = 28. Ostatni krychlicky z téchto ttvari maji jednu dvojici
protilehlych stén Sedou, zbytek bily; celkem jich je také 7-4 = 28. K témto krychlickam se
jesté pridalo 8 celych bilych.

Standa mél k dispozici celkem 64 krychlicek, skladal tedy krychli s ,,hranou 4 kosticky*
(4-4-4 = 64). Nyni uréime pocty krychlicek ve velké krychli podle poc¢tu viditelnych
stén: Rohové kosticky maji viditelné tti stény; téch je celkem 8. Na hranéach krychle jsou
krychlicky s dvéma viditelnymi sténami; celkem jich je 12 - 2 = 24. Ve sténach krychle
jsou krychlicky s jednou viditelnou sténou; celkem jich je 6 - 4 = 24. Uvniti krychle je
8 krychlicek, které nejsou vidét vibec.
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7 roziezanych utvarti Standa neziskal zadné krychlicky, které by meély 3 Sedé stény.
Ziejmeé tedy celou Sedou krychli sestavit nemohl, prestoze celkova Seda plocha na krychlic-
kach je vétsi nez povrch velké krychle. My samoziejmé nevime, jak Standa krychli skladal,
nicméné, aby co nejvétsi cast povrchu byla Seda, mohl postupovat napt. takto:

e vsech 8 cisté bilych krychlicek umisti doprostied,

e 24 krychlicek se sousednimi Sedymi sténami pouzije na hrany velké krychle,

e zbylé 4 krychlicky se sousednimi Sedymi sténami umisti do nékterych vrchola (timto
dostane na povrch velké krychle 4 bilé plosky),

e 24 krychli¢ek s protilehlymi Sedymi sténami pouzije do stén velké krychle,

e zbylé 4 krychlicky s protilehlymi Sedymi sténami umisti do zbylych vrcholi (na po-
vrchu pfibude 8 bilych plosek).

Pii tomto postupu by na povrchu velké krychle bylo 12 biljch plosek, tj. 12 cm?.

Aby bylo zfejmé, Ze 1épe uz krychli slozit nelze, vSimnéme si nasledujicich skutecnosti:
Zadnou z krychli¢ek, které maji protilehlé stény sedé, nikdy nelze ve velké krychli umistit
tak, aby obé Sedé stény byly vidét — pouzitim vSech téchto kosticek lze tedy obsdhnout
nejvyse 28 cm? sedé plochy na povrchu velké krychle. Krychlicky, které maji sousedni stény
Sedé, naopak lze umistit tak, aby obé Sedé stény byly vidét — pouzitim vsech téchto
kosticek lze obsahnout nejvyse 56 cm? $edé plochy na povrchu velké krychle. Na povrchu
velké krychle miize byt nejvyse 28 + 56 = 84 (cm?) $edé plochy. Povrch celé krychle je
6-4-4 =96 (cm?); na jejim povrchu tedy nemtize byt méné nez 96 — 84 = 12 (cm?) bilych.

Predchozi postup ukazuje jednu z moznosti, jak tento vysledek realizovat. At uz Standa
postupoval jakkoli, 12 cm? povrchu krychle bude jisté bilych.

Z8-1-3

Déda zapomnél ctyfmistny kod svého mobilu. Védél jen, ze na prvnim misté nebyla
nula, ze uprostied byly bud dvé ¢tyfky nebo dvé sedmicky nebo taky ¢tyika se sedmickou
(v neznamém potadi) a ze §lo o ¢éislo délitelné ¢islem 15. Kolik je moznosti pro zapomenuty
k6d? Jaka ¢islice mohla byt na prvnim misté? (M. Volfovad)

Napovéda. Zacnéte prostiednim dvojcislim, poté uvazujte ostatni podminky ze zadani.

Mozné reseni. Prostfedni dvé mista mohou byt obsazena pravé ¢tyfmi zpisoby:
wxddx, *TTx, x4T*, *T4d*.

Cislo je délitelné 15 pravé tehdy, kdyz je délitelné tfemi a zaroven péti. Piitom &islo je
délitelné péti praveé tehdy, kdyz jeho posledni ¢&islice je bud 0 nebo 5, a ¢islo je délitelné
tfemi pravé tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny tfemi.

Je-li posledni cislice 0, pak uvazujeme nasledujici moznosti

«440, ¥770, %470, +740

a hleddme prvni ¢islici tak, aby ciferny soucet byl délitelny tfemi. Ve vSech pripadech
vychézi tatdz mozna trojice: 1, 4 nebo 7.
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Je-li posledni cislice 5, pak uvazujeme podobné pro nasledujici moznosti
*x445, 775, %475, *745.

Ve vsech pripadech vychéazi tatdz mozna trojice: 2, 5 nebo 8.
Podminkadm ze zadani vyhovuje 4 - 2 - 3 = 24 moznosti. Na prvnim misté miize byt
kterakoli cislice kromé 3, 6 a 9.

Z8-1-4
Je déna pravidelna sedmicipa hvézda podle obrazku. Jaka je velikost vyznaceného
thlu? (E. Patdkova)

Napovéda. Hledejte rovnoramenné trojuhelniky, u kterych umite urcit velikosti vnitinich
uhli.

Mozné resSeni. Hledany tihel budeme nazyvat «. Déale ozna¢me vrcholy a stied hvézdy
jako na obrazku. Spojime-li vSechny vrcholy se stfedem .S, vidime spoustu rovnoramennych
trojuhelniki, z nichZz mnohé jsou navzajem shodné. Napt. trojuhelniky ASC, BSD, ...,
GSB jsou shodné: vSechny tyto trojuhelniky maji shodnd ramena a thel u vrcholu S
(jehoz velikost je rovna dvojnasobku velikosti thlu ASB, tj. v = 2- @). Uhel « je proto
roven dvojnésobku tthlu u vrcholu A v trojihelniku ASC'. Protoze je tento trojihelnik
rovnoramenny, je thel a stejny jako soucet vnitinich ahli u vrcholi A a C.




Soucet velikosti vnitinich thla v libovolném trojuhelniku je 180°, proto plati o+~ =
= 180°, odkud snadno dopocitame velikost thlu a:

o = 180° — % .360° = (1 _ %) L 180° = (77%)0 = 77°8'34" .

Poznamka. Pokud znate nebo umite zduvodnit, Ze velikost vnitfniho thlu v pravidelném
sedmithelniku je rovna % - 180°, pak 1ze tlohu dotesit nasledovné.

Vnitini thly u vrcholi K a @ v rovnoramenném trojuhelniku K AQ jsou vnéjsimi thly
pravidelného sedmithelniku K LM NOPQ; jejich velikost je proto 180° — 2180° = 2180°.
Soucet velikosti vnit¥nich thld v trojuhelniku K AQ je o+ %180o = 180°, odkud vyjadiime
neznamou: o = (1 — ‘—;) -180° = ...

Z8-1-5

1. zari 2007 byla zalozena jazykova skola, ve které vyucovalo sedm pedagogit. 1. zari
2010 k témto sedmi uciteliim ptibyl novy kolega, kterému bylo prave 25 let. Do 1. zari 2012
jeden z ucitelti ze Skoly odesel, a tak jich ztstalo opét sedm. Primérny vék pedagogt na
skole byl ve vSechna tii zminéna data stejny.

Kolik let bylo 1. zari 2012 uciteli, ktery ve Skole uz nepracoval? Jaky byl ten den
prumérny veék uciteli na skole? (L. Siminek)

Napovéda. Pracujte se sou¢tem véku vSech zaméstnanych ucitelt. Uvazujte, jak se tento
soucet méni vzhledem ke zminovanym dattm.

MozZné FeSeni. Soucet véki vSech sedmi ucitelt skoly k 1. zari 2007 oznac¢ime c. Soucet
vekl téchto sedmi lidi se ke dni 1. zari 2010 zvétsil o 7 - 3 = 21, soucet vékid vSech osmi
uciteli pracujicich v tento den na skole byl tedy

c+ 21+ 25 = c+ 46.
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Soucet véki téchto osmi lidi se ke dni 1. zafi 2012 zvétsil o 8- 2 = 16. V tento den jeden
z nich uz na skole nepracoval, jeho vék v tu dobu oznacime x. Soucet véku sedmi zbyvajicich
ucitelt byl v tento den roven

c+46+16 —xz =c+ 62 — x.

Protoze ma byt primérny veék ucitelti na skole ve vSechna zminéna data stejny, plati

rovnosti
c c+ 46 _c+ 62 —x

7 8 7
7 rovnosti mezi prvnim a tifetim lomenym vyrazem pfimo plyne, ze x = 62. Uciteli, ktery
1. zari 2012 uz na skole nepracoval, bylo tedy zrovna 62 let.
Upravami rovnosti mezi prvnimi dvéma lomenjymi vjrazy dojdeme k hodnoté c:

¢ c+46
78
8c=Tc+T7-46,
c = 322.

Primérny vék uciteld ve vSechna t¥i zminéna data byl 322 : 7 = 46 let.

Z8-1-6

Anicka a Hanka chodily v labyrintu po spiralovité cesticce, jejiz zacatek je schematicky
znazornén na obrazku. Strana ¢tverecku ve ¢tvercové siti ma délku 1m a celéd cesticka od
stfedu bludisté az k vychodu je dlouha 210 m.

Dévcata vysla ze stfedu bludisté, nikde se nevracela a po ¢ase kazda zastavila v nékte-
rém z rohi. Anicka pfitom usla o 24 m vice nez Hanka. Ve kterych rozich mohla dévcéata
stat? Urcete vSechna TeSeni. (E. Novotna)

Napovéda. Nejdiiv urcete délky vsech tusekt bludisté.

MozZné reseni. Ze zadani vidime, ze délky jednotlivych tusekd bludisté jsou postupné
(pocitano v metrech od stfedu): 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, atd. Nejdfiv uréime, jak dlouhé
jsou posledni tiseky bludisté, aby celkova délka byla pravé 210 m. At uz zkouSenim, nebo
néjakym pomocnym vypoctem, celkem rychle zjistime, ze bludisté sestava z nasledujicich
useki:

1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9, 10, 10, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 14, 14.
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Anicka usla o 24 m vice nez Hanka; v uvedené posloupnosti proto hledame nékolik po sobé
jdoucich cisel, jejichz soucet je 24. Aby bylo zfejmé, Ze jsme neopomnéli Zadnou moznost,
budeme postupovat systematicky podle poc¢tu useki, které déli Anicku od Hanky. Pro
dany pocet tsekil muzeme orientacné vyjadrit primérnou délku jednoho tuseku. Pobliz
této hodnoty pak v nasi posloupnosti hledame odpovidajici pocet po sobé jdoucich ¢isel se
souctem 24. Vysledek naseho snazeni shrnuje nasledujici tabulka:

pocet tsekt priumeérna délka feseni
1 24 —
2 12 12, 12
3 8 —
4 6 5,6,6,7
5 4,8 4,4,5,5,6
6 4 3,3,4,4,5,5
7 3.4 _
8 3 1,2,2,3,3,4,4,5

Posledni feseni v tabulce predstavuje pripad, kdy Hanka usla pouze 1 metr, tedy nejmensi
moznou vzdalenost. Proto nemé smysl uvazovat 9 a vice tsektl. Uloha mé pét FeSeni;
dévcata mohla stat v nasledujicich rozich:
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