62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Na tabuli bylo napsano trojmistné prirozené ¢islo. Ptipsali jsme k nému vsechna dalsi
trojmistna cisla, kterd lze ziskat zménou potfadi jeho ¢islic. Na tabuli pak byla kromé
¢isla ptivodniho t¥i nova. Soucet nejmensich dvou ze vSech ¢tyr Cisel je 1088. Jaké cislice
obsahuje ptvodni ¢islo? (L. Hozova)

Napovéda. Zjistéte, zda puvodni ¢islo obsahuje nulu a zda se v ném opakuji ¢islice.

Mozné feseni. Oznac¢me pouzité ¢islice a, b, c. Ze zadéani je patrné, ze ¢islice se v trojmist-
ném cisle neopakuji, tj. a, b a ¢ jsou navzajem rizné. Kdyby totiz nékteré dvé ¢islice byly
stejné, pak zménou jejich poradi lze celkem dostat nejvyse tii rlizna ¢isla: pokud by napft.
a = b # ¢ a vSechny cislice byly nenulové, pak zminovana cisla jsou

aac, aca, caq.

Podobné miizeme usoudit, Ze mezi pouzitymi c¢islicemi musi byt 0. Kdyby totiz a, b
a ¢ byly navzajem rtizné a nenulové cislice, pak zménou jejich poradi bychom dostali prave
Sest riznych cisel:
abc, ach, bac, bca, cab, cba.

Pouzité cislice jsou tedy navzajem rtzné a obsahuji nulu; bez jakékoli 1jmy na obec-
nosti mizeme predpokladat, ze a = 0 a b < c¢. Zménou poradi takovych ¢islic dostaneme
pravé nasledujici ¢tyfi ¢isla (piSeme usporfadana od nejmensiho):

b0c, bc0, c0b, cbO.

Zbytek ulohy resime jako algebrogram:

S|l o
ol O
|0

Ze souctu jednotek ¢ + 0 = 8 plyne, Ze ¢ = 8 (ve sloupci desitek souhlasi 0 + ¢ = 8). Ze
souctu stovek b+ b = 10 plyne, ze b = 5. Pivodni trojmistné ¢islo musi obsahovat cislice
0,5 a8.
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Z9-1-2

Trojahelnik ma dvé strany, jejichz délky se lisi o 12 cm, a dvé strany, jejichz délky se
lisi 0 15 cm. Obvod tohoto trojuhelniku je 75 cm. Urcete délky jeho stran. Najdéte vsechny
moznosti. (L. Siminek)

Napovéda. Délku jedné strany oznacte jako neznamou a pomoci ni pak vyjadrete délky
ostatnich stran. Uvédomte si, kolik moznosti potiebujete diskutovat.

Mozné treseni. Délky dvou stran, které se lisi o 12 cm, oznacime s a s+ 12. Treti strana
se od néekteré z téchto dvou lisi o 15 cm. Neni zadano, od které z nich a zda je o 15 cm vétsi
nebo mensi; proto musime diskutovat nasledujici ¢tyfi moznosti:

délky stran trojuhelniku
1. moznost S s+ 12 s+ 15
2. moznost 5 s+ 12 s—15
3. moznost S s+ 12 s+ 12415
4. moznost s s+ 12 s+12—-15

Obvod trojuhelniku ma byt 75 cm. Odtud pro kazdou moznost sestavime rovnici a z ni
vypocitame piislusné s. Na ukazku uvadime pouze vypocet odpovidajici 1. moznosti:

s+ (s+12) + (s + 15) = 75,

3s 4+ 27 = 75,
3s = 48,
s = 16.

Vysledna s poté dosadime do tabulky:

délky stran trojuhelniku
1. moznost 16 28 31
2. moznost 26 38 11
3. moznost 12 24 39
4. moznost 22 34 19

Aby vypocitané hodnoty skuteéné odpovidaly strandm néjakého trojuhelniku, musi
platit trojihelnikova nerovnost. Proto jesté zkontrolujeme, zda nejvétsi ¢islo na kazdém
rfadku je mensi nez soucet ostatnich dvou. Tato nerovnost plati pouze u 1. a 4. moznosti.
Uloha mé tedy dvé feSeni: délky stran trojihelniku mohou byt 16 cm, 28 cm a 31 ¢cm, nebo
19cm, 22cm a 34 cm.
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Z9-1-3

U horské chaty nam trenér rekl: ,,Ptjdeme-li dal timto pohodlnym tempem 4 km za
hodinu, pfijdeme na nadrazi 45 minut po odjezdu naseho vlaku.“

Pak ukézal na skupinu, kterd nas pravé mijela: , Ti vyuzivaji holi, a tak dosahuji
priumeérné rychlosti 6 km za hodinu. Na nadrazi budou jiz pil hodiny pred odjezdem naseho
vlaku.“

Jak bylo nadrazi daleko od horské chaty? (M. Volfovad)

Napovéda. Pripomente si vztahy mezi primérnou rychlosti, celkovou vzdélenosti a po-
trebnym casem.

Mozné rfeseni. Dobu od okamziku, kdy nas trenér motivoval u horské chaty, do odjezdu
vlaku oznaéme ¢ (v hodinéch). Délku trasy od chaty na nadrazi oznacme s (v km).

Pti pohodlném tempu bychom $li § hodin a pfisli bychom t#i ¢tvrté hodiny po odjezdu
vlaku; plati tedy

s - 3
4 4
Chtize s holemi trva g hodin, coz je o ptl hodiny méné nez t; plati tedy
S y 1
6 2
Z obou rovnic vyjadiime t:
;= s 3 ;= s n 1
4 46 2
a tak dostaneme novou rovnici:
s 3 s N 1
4 4 6 2
Jejimi tipravami ziskame délku trasy s:
3s—9=2s5+6,
s =15.

Trasa od chaty na nadrazi byla 15km dlouha.

Poznamka. K vysledku Ize dospét i nasledovné. Z prvnich dvou vySe sestavenych rovnic
vyjadiime s:
s=4t+3, s=6t—3,

a tak dostaneme novou rovnici
4t + 3 = 6t — 3,

odkud snadno vyjadiime t = 3. Zpétnym dosazenim obdrzime

s=124+3=18 -3 =15.
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Z9-1-4
Pravidelny osmithelnik ABCDEFGH je vepsan kruznici o poloméru 5 cm. Sestrojte
trojuhelnik ABX tak, aby bod D byl ortocentrem (prusecikem vysek) trojihelniku ABX.
(M. Mach)

Napovéda. Pro zacatek nepracujte s osmitthelnikem: zkonstruujte ortocentrum D v obec-
ném trojihelniku ABX a snazte se zrekonstruovat X, znate-li A, B a D.

Mozné reseni. Abychom si uvédomili souvislosti, uvazujeme nejprve obecny trojiuhelnik
ABX a sestrojime jeho ortocentrum D. Na obrazku je naznaceno feseni pro tupouhly troj-
thelnik, v tomto pfipadé lezi ortocentrum vné trojihelniku. (V8imnéte si, Ze u ostrouhlého
trojuhelniku by ortocentrum bylo uvniti a u pravouhlého by splyvalo s vrcholem, u néhoz
je pravy thel.)

D

Vg

X

Nyni rozebereme, jak sestrojit trojuhelnik ABX, je-li dana jeho strana AB a ortocen-
trum D. Z tvodni diskuse vime, ze pokud D lezi na pfimce AB, pak D = A nebo D = B
a vrchol X v tomto pripadé nelze urcit jednoznacné. Proto predpokladame, ze body A, B
a D jsou v obecné poloze, tj. nelezi na jedné ptrimce.

Vrchol X je spolecnym bodem pfimek obsahujicich strany a, b a vysku v,; pokud
sestrojime aspon dvé z téchto tii ptimek, bude X déan jako jejich prisecik. Vyska v, lezi na
primce, ktera je kolma k AB a prochazi bodem D. Zbylé dvé vysky v budoucim trojihelniku
lezi na primkach AD, pfip. BD. Primka uréend stranou a je kolmé k AD a prochazi
bodem B (podobné strana b je kolma k BD a prochazi A). Odtud plyne nasledujici mozné
konstrukce trojuhelniku ABX, je-li dana jeho strana AB a ortocentrum D:

1. sestrojit pfimku, kterd je kolma k AB a prochazi bodem D,
2. sestrojit pfimku, ktera je kolma k AD a prochazi bodem B,
3. oznacit X prusecik ptimek z predchozich dvou kroki,

4. narysovat trojihelnik ABX.

(Misto 1. nebo 2. kroku konstrukee lze téz uvazovat primku, ktera je kolmé k BD a prochézi
bodem A.)

Nyni rozebereme, jak vypada predchozi konstrukce bodu X pro trojici A, B a D
v takové specialni poloze, jez je popsana v zadani pomoci pravidelného osmithelniku.
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1. Kolmice k pfimce AB jdouci bodem D je pravé piimka C'D. (Oznaéme P prisecik
ptimek AB a CD. V trojuhelniku BC'P maji vnitini thly u vrcholt B a C velikost

v/ 2

45°, nebot jde o vnéjsi thly pravidelného osmithelniku. Uhel u vrcholu P je proto
pravy.)

2. Kolmice k pfimce AD jdouci bodem B je pravé pfimka BG. (Podobné jako vyse
miiZzeme ukézat, e piimky AH a BC jsou kolmé. Uhlopficka BG je rovnobézné s AH,
podobné AD je rovnobézna s BC, tudiz pfimky AD a BG jsou také kolmé.)

3. Bod X je prisecikem piimek C'D a BG.

4. Vysledny trojihelnik je zvyraznén v nasledujicim obrazku.

Poznamka. Vsimnéte si, Ze vySe popsana konstrukce je pravé konstrukce ortocentra troj-
uhelniku ABD. Plati tedy, Ze je-li bod D ortocentrem (obecného) trojuhelniku ABX, pak
bod X je ortocentrem trojuhelniku ABD. (Podobné bod B je ortocentrem trojuhelniku
ADX abod A je ortocentrem trojihelniku BDX.)

729-1-5

Do kazdého pole nize zobrazeného schématu mame zapsat ¢tyfmistné ptirozené cislo
tak, aby vSechny naznacené pocetni operace byly spravné. Kolika riznymi zptisoby lze
schéma vyplnit? (L. Simiinek)
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Napovéda. Cislo v nékterém poli oznaéte jako nezndmou a pomoci ni vypliite celé schéma.

Mozné FeSeni. Cislo v prvnim poli ozna¢ime neznamou a a pomoci ni vyjadiime ¢isla ve
vSech ostatnich polich (zlomky uvadime v zakladnim tvaru):

(I, |—2-[ 34 |

: L

g 20, 10 5 : 2 5
(20 =[5 ]  [Ra]—[3]  [Ba]—[3e]

Aby vSechny zapsané vyrazy predstavovaly cela ¢isla, musi byt neznama a délitelna
vSemi uvedenymi jmenovateli. Nejmensim spolecnym nasobkem jmenovatelt 3, 9, 27 a 6 je
¢islo 54. Neznama a tak musi byt nasobkem c¢isla 54.

Dale zohlednime podminku, ze véechna, zapsana Cisla maji byt ¢tyrmistna. Nejmensim
zapsanym c¢islem je ma a nejvetsim je —a Proto musi platit:

o 27a = 1000, po tpravé a = 2700,

° ga <9999, po tpravé a < 3749%.

Urc¢ime pocet nasobkt ¢isla 54 v intervalu od 2 700 do 3 749. Nejmensim z nich je hned
2700 a dale jich je jesté 19, protoze (3749 —2700) : 54 = 19 (zbytek 23). Do prvniho pole
lze tudiz doplnit celkem 20 rtznych c¢isel, neboli schéma lze vyplnit 20 zpiisoby.

Z9-1-6
Je dan pravouhly lichobéznik ABCD s pravym thlem u vrcholu B a s rovnobéznymi

stranami AB a CD. Uhlopficky lichobé&zniku jsou na sebe kolmé a maji délky |[AC| = 12 cm,
|BD| = 9cm. Vypocitejte obvod a obsah tohoto lichobézniku. (M. Krejcovd)

Napovéda. Obsah tohoto lichobézniku je stejny jako obsah vhodného pravotuihlého troj-
thelniku. Nejprve najdéte takovy trojihelnik, poté urcete délky stran lichobézniku a jeho
obvod.

MozZné reseni. Bodem C vedeme rovnobézku s tihlopfickou BD a jeji prusecik s primkou
AB ozna¢ime B’, viz obrazek. Protoze pfimky AB a C'D jsou také rovnobézné, je BB'C' D
kosodélnik a plati |B'C| = |BD|=9cm a |B'B| = |CD|.
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A j2 B B’

Smysl této konstrukce spocivd v pozorovani, ze trojuhelniky ACD a CB’B maji stejny
obsah (strany C'D a B’B jsou shodné a vysky obou trojuhelniki na tyto strany jsou
stejné). Proto je obsah lichobézniku ABCD stejny jako obsah trojuhelniku AB'C' a tento
umime snadno uréit: Z konstrukce plyne, Ze trojihelnik AB’C je pravouhly, a ze zadani
zname obé jeho odvésny |AC| = 12cm a |B’C| = 9cm. Obsah trojihelniku AB'C, tedy
i zadaného lichobézniku, je roven

1
525-12-9:54(cm2).

Abychom uré¢ili obvod lichobézniku, potfebujeme znat délky vSech jeho stran.
a) Strana BC' je vyskou na stranu AB’ v préavé zmitiovaném trojihelniku. Z Pytha-
gorovy véty spocitame délku piepony v trojuhelniku AB'C:

|AB'| = /122 + 92 = 15 (cm).

Ze znalosti obsahu tohoto trojthelniku uréime jeho vysku |BC|:

1
515+ |BC| = 54,
|BC| = 17,2 (cm).

b) V pravothlém trojihelniku ABC zname jeho pieponu a nyni také jednu odvésnu;
pomoci Pythagorovy véty uré¢ime délku druhé odveésny:

|AB| = /122 — 7,22 = 9,6 (cm).

c) Zrejmé plati |AB’| = |AB|+ |BB’| a |BB’| = |CD|, odkud snadno vyjadiime délku
strany C'D:
|CD| = |AB'| — |AB| = 15— 9,6 = 5,4 (cm).

d) Stranu AD mizeme vidét jako preponu v pravothlém trojuhelniku APD, kde
P je pata kolmice z bodu D na stranu AB. Délky odvésen v tomto trojuhelniku jsou
|PD| =|BC|=72cm a |AP| = |AB| - |CD| = 9,6 — 5,4 = 4,2 (cm). Podle Pythagorovy
véty spocitame i délku prepony:

|AD| = /7,22 + 4,22 = 8 3 (cm).
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Obvod zadaného lichobézniku je tedy priblizné roven

0=|AB| + |BC| + |CD|+ |DA| = 9,6 + 7,2+ 5,4 + 8,3 = 30,5 (cm).

Poznamka. Pro zajimavost a kontrolu uvadime jesté vypocet obsahu lichobéZzniku pomoci
obvyklého vzorce:

1 1
S = 5(|AB| +|CDJ)-|BC| = 5(9,6 +5,4) - 7,2 = 54 (cm?).

Vsimnéte si, ze ivahy v itvodu naseho reSeni platnost tohoto vzorce vlastné zdtivodnuji.
Vztah pro vypocet obsahu zadaného lichobézniku lze odvodit také pomoci nasledu-
jicitho obrazku. Na ném je ¢arkované znazornén obdélnik, jehoz kazda strana prochazi
nékterym vrcholem lichobézniku a je rovnobézna s nékterou jeho thloptickou. Obsah ob-
délniku je roven soucinu |AC| - |BD|. Obsah lichobézniku je evidentné polovi¢ni, tedy

S = 1|AC| - |BD|.
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