62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

ll. kolo kategorie Z6

Z6-11-1
Pat napsal na tabuli priklad:

589 + 544 + 80 = 2013.

Mat chteél priklad opravit, aby se obé strany skutecné rovnaly, a patral po neznamém cisle,
které pak k prvnimu sc¢itanci na levé strané pricetl, od druhého scitance je odecetl a tfetiho
s¢itance jim vynésobil. Po provedeni téchto operaci byl priklad pocetné spravny. Jaké ¢islo
Mat nasel? (L. Hozovd)

Mozné feseni. Pfi¢tenim neznamého c¢isla k prvnimu séitanci a ode¢tenim téhoz ¢isla od
druhého sc¢itance na levé strané se soucet téchto dvou cisel nezmeéni a je roven 589 4 544 =
= 1133. Tento mezisoucet je 0 2013 — 1133 = 880 mensi nez ¢islo na pravé strané rovnosti.
Proto sou¢in 80 a neznamého Matova é&isla mé byt roven 880. Cislo, které Mat nasel, bylo
880 : 80 = 11.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi, Ze prvni dvé operace nemaji na vysledek zadny vliv;
2 body za vyjadieni rozdilu 2013 — 1133 = 880 a vysvétleni jeho vyznamu; 2 body za
vyjadieni nezndmého cisla.

Z6-11-2

Lenka si mysli dvé dvojmistna ¢isla. Jedno ma obé ¢islice sudé a druhé obé liché. Kdyz
obé cisla secte, dostane opét dvojmistné cislo, které ma prvni ¢islici sudou a druhou lichou.
Navic ndm Lenka prozradila, ze vSechna dvojmistna ¢isla jsou nasobky tii a jedna ze tii

lichych ¢islic je 9. Jaka ¢isla si mohla Lenka myslet? Najdéte vSechny moznosti.
(V. Huctkovad)

Mozné reSeni. Soucet sudého a lichého ¢isla je vzdy cislo liché. Avsak ve vysledném
souctu je na misté desitek cislo sudé, coz je mozné jediné tehdy, kdyz soucet ¢islic na misté
jednotek je vétsi nez 10. Soucasné si uvédomujeme, ze pro dva s¢itance je tento soucet
nejvyse 18.

Nyni zjistime, které z lichych ¢isel mtze byt 9:

e Pokud by to byla druhé cislice ve vysledku, pak by soucet ¢islic na misté jednotek byl
19, coz je prilis mnoho.

e Pokud by to byla prvni ¢islice v jednom ze sc¢itancti, pak by tento s¢itanec byl alespon
91. Sc¢itanec se sudymi ¢islicemi je zase alespon 20 (na misté desitek nemuze byt 0),
takze vysledny soucet by nebyl dvojmistny.

Ztstava jedind moznost — 9 je druha cislice ve sc¢itanci s lichymi ¢islicemi. Tady zatim
zadny problém nevidime, takze zkoumame dal:
Scitanec s lichymi ¢islicemi mize byt

19, 39, 59, 79 nebo 99.

1



Z téchto ¢isel jsou nasobkem 3 pouze ¢isla 39 a 99. Cislo 99 je vsak prilis veliké (pfi¢tenim
jakéhokoli ¢isla bychom dostali trojmistné ¢islo), takze Lenéino ¢islo s lichymi éislicemi
miize byt jediné 39.

Odtud vidime, ze druhy s¢itanec nesmi byt vétsi nez 60 (aby soucet byl dvojmistny).
Toto ¢islo ma mit jenom sudé ¢islice a navic z ivodniho odstavce vime, Ze na misté jednotek
musi byt aspon 2. S¢itanec se sudymi ¢islicemi tedy miize byt

22, 24, 26, 28, 42, 44, 46 nebo 48.

Z téchto cisel jsou nasobkem 3 pouze cisla 24, 42 a 48. Celkem tedy dostavame nasledujici
tfi moznosti:

24 4+ 39 = 63, 42 + 39 = 81, 48 + 39 = 87.

Ve vsech ptipadech jsou splnény vSechny podminky ze zadani, takze Lenka si mohla myslet
kteroukoli z uvedenych dvojic s¢itanct.

Hodnoceni. 1 bod za pozorovani, ze soucet ¢islic na misté jednotek je vétsi nez 10; 2 body
za urceni cisla 39 vcéetné zdtvodnéni; 3 body za nalezeni scitanci 24, 42 a 48 vcetné
zdtivodnéni.

Z6-11-3

Ctytthelnik ABC D ma néasledujici vlastnosti:
strany AB a C'D jsou rovnobézné,

u vrcholu B je pravy uhel,

trojuhelnik AD B je rovnoramenny se zakladnou AB,
strany BC' a C'D jsou dlouhé 10 cm.

Urcete obsah tohoto étyttuhelniku. (J. Mazak)

Mozné feSeni. Obsah c¢tyruhelniku ABC'D zkusime urcit jako soucet obsahti nékolika
v ném obsazenych trojuhelniki.

Protoze tthel ABC je pravy a primky AB a CD jsou rovnobézné, je také tithel BC'D
pravy. Patu vysky v trojahelniku ABD z vrcholu D ozna¢ime FE.
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Rovnoramenny trojuhelnik ABD je vyskou DFE rozdélen na dva shodné trojuhelniky.
Navic ¢tyfuhelnik BCDE je ¢tverec (je to pravothelnik a |BC| = |C'D|) a jeho thlopricka
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BD jej rozdéluje na dva shodné trojuhelniky. Trojuhelniky BCD, BED a AED jsou tedy
navzajem shodné a obsah kazdého z nich je roven poloviné obsahu ¢tverce BCDFE, tj.

10-10
g = 50 (cm?).

Obsah ¢tyituhelniku ABCD je roven souctu obsahil téchto t¥i trojuhelniki:

Sapcp = 3-50 = 150 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za zduvodnéni, Ze ¢tyithelnik BCDE je ¢tverec; 2 body za rozdéleni
na shodné trojuhelniky; 2 body za vyjadfeni obsahu.



