62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Do tiidy chodi 33 zakid. Pred Vanocemi byli s hajnym v lese plnit krmelce. Divky
si rozebraly baliky sena. Chlapci se rozdélili na dvé skupiny: nékteii vzali 4 pytle mrkve
a 3 pytle ofechil a ostatni vzali po jednom pytli jablek a jednom pytli ofechti. Pomér pocti
divek, chlapct z prvni skupiny a chlapcti ze druhé skupiny byl stejny jako pomér pocti
pytla ofechi, jablek a mrkvi.

Kolik bylo ve ttidé divek, kolik chlapcii neslo pytle s mrkvi a kolik jich neslo pytle
s jablky? (M. Mach)

Mozné reseni. Oznac¢ime pismenem d pocet divek, pismenem x pocet chlapct s mrkvi
a pismenem y pocet chlapct s jablky. Potom pocet pytli ofechtl je 3x + y, pocet pytla
jablek je y a pocet pytli mrkve je 4x. Rovnost mezi poméry pocti ze zadani je

d:x:y=Bx+y):y:4x.

Odtud mtzeme vyjadrit pomér mezi x a y:

93 Y

)4
4a? =y,
2 = v,

pricemz si uvédomujeme, Ze vSechny neznamé jsou kladné cisla. Dosazenim do tuvodni
rovnosti dostavame:

dix:y=5r:2x:4cx=5:2:4.

Ze zadani dale vime, ze d + x + y = 33. Prave zjistény pomeér se tedy snazime rozsirit tak,
aby jeho c¢lenové davali soucet 33:

d:x:y=15:6:12.

Ve ttideé je 15 divek, 6 chlapcti neslo pytle s mrkvi a 12 chlapct neslo pytle s jablky.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi poméru chlapci s mrkvi a chlapcta s jablky; 2 body za
ziskdni poméru divek, chlapcti s mrkvi a chlapct s jablky; 2 body za spravnou odpovéd.



79-11-2

Na cistou tabuli jsme Zlutou kfidou napsali trojmistné prirozené cislo tvorené vza-
jemné ruznymi nenulovymi ¢islicemi. Pak jsme na tabuli bilou kiidou vypsali vSechna dalsi
trojmistna cisla, ktera lze ziskat zménou poradi ¢islic zlutého cisla. Aritmeticky prameér
vSech cisel na tabuli byl 370. Kazdé ¢islo mensi nez zluté jsme podtrhli. Podtrzena cisla
byla pravé tii a jejich aritmeticky pramér byl 205. Urcete zluté ¢islo. (L. Simiinek)

Mozné Feseni. Cislice hledaného ¢isla ozna¢ime a, b, ¢, pficemz budeme predpokladat
0<a<b<e (1)

Cisla na tabuli, sefazen4 od nejmensiho po nejvétsi, pak jsou

abce, acb, bac, bea, cab, cba.
Aritmeticky pramér prvnich tii z nich je 205, tedy plati
(100a + 10b + ¢) + (100a + 10c + b) + (1000 + 10a + ¢) = 3 - 205,

po Upravé
210a + 1116+ 12¢ = 615. (2)

Podobné sestavime rovnici na zakladé znalosti aritmetického primeéru vsech ¢isel:
222a + 222b + 222¢ = 6 - 370,
po Upravé

222 (a + b+ c) = 2220,
a+ b+ c=10. (3)

Z odvozenych vztaht (1), (2) a (3) jsme nyni schopni uréit jednozna¢né ¢islice a, b
a c: Pro a 2 3 by byla hodnota na levé strané rovnice (2) pfilis velkd a tato rovnost by
nemohla platit. Pro a = 2 by vzhledem k podmince (1) muselo byt b = 3 a i v takovém
pfipadé by byla hodnota na levé strané rovnice (2) pfilis velka. Proto je a = 1. Dosazenim
do rovnic (2) a (3) a jejich tpravou ziskdme soustavu

1116 + 12¢ = 405,
b+c=9,

kterd ma jediné FeSeni b = 3, ¢ = 6. Zluté ¢islo, nami zapsané jako bea, je tedy 361.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi, Ze ciferny soucet je 10; 2 body za vztah 210a + 111b +
+ 12¢ = 615 ¢i jeho obdobu; 1 bod za urceni ¢islic hledaného ¢isla; 1 bod za hledané ¢islo.



79-11-3

Vyzna¢me si v obecném trojuhelniku ABC' néasledujici body podle obrazku. Body
Ay a By jsou stredy stran BC' a AC, body Ci, Cy a (3 déli stranu AB na ¢tyfi stejné
dily. Spojime body A; a B; s body C; a Cs, takze ndm vznikne masle ohranicena témito
spojnicemi. Jakou ¢ast obsahu celého trojihelniku masle zabira? (M. Mach)

A ¢, C, (s B

Mozné reseni. Ukazeme, ze ¢tyfuhelnik C;C3A1 B; ma poloviéni obsah jako trojuhelnik
ABC' a masle zbira pravé polovinu tohoto ¢tyituhelniku. Odtud vyplyne, Zze masle zabira
¢tvrtinu obsahu celého trojuhelniku.

Oznacme c délku strany AB a v velikost vysky trojuhelniku ABC' k této strané. Pri
tomto znaceni je obsah trojuhelniku roven

1
Sapc = 501}.

Usecka B; A; je stfedni ptickou trojihelniku ABC, je tedy rovnobézna se stranou AB
a mé polovi¢ni velikost. Body Cp, Cy a C3 déli stranu AB na ¢tyfi stejné dily, proto je
usecka C1C5 polovinou strany AB, ma tedy stejnou velikost jako tisecka BjA;. Protoze
usecky B1A; a C1C3 jsou rovnobézné a stejné dlouhé, je ¢tytuhelnik C7C3A1B; rovno-
béznikem. Velikost vysky rovnobézniku ke strané CyC3 odpovida vzdélenosti strany AB
a stfedni pricky By A1, coz je pravé polovina vysky v. Obsah rovnobézniku je proto roven

1

cC v
S 2= _Sape.
2 9 2 ABC

Sci054,B; =
Uhlopticky v rovnobézniku C;Cs3A; By jej rozdéluji na éty¥i trojuhelniky, které maji
stejny obsah. Tento fakt sta¢i zdfivodnit pro libovolné dva sousedni trojthelniky: Uhlo-
pricky rovnobézniku se vzéjemné pili, odkud plyne |SC1| = |SA;|, kde S oznacuje prisecik
uhlopfticek. Dale vyska trojuhelniku SC1 By na stranu SC1 je stejna jako vyska trojuhelniku
SB1A; na stranu SA;. Odtud plyne, Ze trojuhelniky SCyB; a SB1A; maji stejny obsah.
Stejnym zpusobem lze zdivodnit, Ze vSechny trojuhelniky SC1 B, SB1 A1, SA1C3 a SC3C,
maji stejny obsah.



Odtud tedy vyplyva, ze
1
Smaéle — isc’lc’sAlBl)

coz spolu s predchozi rovnosti dokazuje, ze masle zabira ¢tvrtinu obsahu trojihelniku ABC.

Hodnoceni. 2 body za zdtvodnéni, ze C;C3A1 By je rovnobéznik a vyjadieni jeho obsahu;
2 body za zdivodnéni, ze uhlopiicky tento rovnobéznik rozdéluji na ¢tyri rovnoploché
trojuhelniky; 2 body za dopocitani tlohy a spravny vysledek.

Poznamka. PrifeSeni tllohy lze samoziejmé vyuzit riznych jinych poznatki, které zde ne-
rozvadime. Napf. nesousedni dvojice trojihelnikii v rovnobézniku C1C3A1 By jsou vlastné
shodné, pritom je snadné vyjadrit vysku a obsah trojuhelniku SC5Cy vzhledem k trojuhel-
niku ABC atd. Ulohu je mozné Fesit i bez pomocné tvahy s rovnobé&znikem. V kazdém
pripadé prizpisobte hodnoceni tak, aby 4 body odpovidaly zdivodnéni jednotlivych po-
sttehil a 2 body vyjadieni vysledku.

Z9-11-4

Najdéte vSechna sedmimistnd ¢isla, ktera obsahuji kazdou z ¢islic 0 az 6 pravé jednou
a pro néz plati, ze jejich prvni i posledni dvojcisli je délitelné 2, prvni a posledni trojéisli je
délitelné 3, prvni a posledni ¢tyrcisli je délitelné 4, prvni a posledni péticisli je délitelné 5
a prvni i posledni Sesticisli je délitelné 6. (M. Mach)

Mozné FeSeni. Posledni ¢islice musi byt sudd, nebot posledni dvojéisli je délitelné dvéma.
Aby posledni péticisli bylo délitelné péti, musi byt posledni ¢islice 0 nebo 5. Z nich suda
je 0. Prvni péticisli je také délitelné péti, pro paté misto zbyva cislice 5. Zatim mame cislo
urcené takto:

s kokok k().

Posledni trojcisli je délitelné tremi, proto jeho ciferny soucet musi byt délitelny tremi. Na
predposledni pozici tak mtuzeme doplnit 4 nebo 1. Aby posledni ¢tytcisli bylo délitelné
¢tyfmi, musi byt posledni dvojcisli délitelné ¢tyfmi. Na predposlednim misté tak miize
byt 4, nikoli 1. Ted mame ¢islo urcené takto:

* *kxk 540,

Jelikoz prvni dvojcisli je délitelné dvéma a prvni ¢tyrcisli je délitelné ¢tyimi, jsou
¢islice na druhé a c¢tvrté pozici sudé. Proto na prvni a tfeti pozici budou cislice liché. Ze
znalosti, Ze posledni Sesti¢isli je délitelné Sesti, odvodime prvni ¢islici. Cislo je délitelné Sesti
pravé tehdy, kdyz je délitelné dvéma a tfemi zaroven. Na prvnim misté musi byt cislice
zvolena tak, aby ciferny soucet zbytku cisla byl délitelny tfemi. Soucet ¢islic 0 az 6 je 21,
takze na prvnim misté mohou byt cislice 3 a 6, z nichz licha je ¢islice 3. Na treti pozici
musi byt zbyvajici lich4 éislice, a to 1. Cislo jsme doposud uréili takto:

3 1% 540.

Zbyva doplnit cislice 2 a 6. Aby prvni trojc¢isli bylo délitelné tfemi, dame cislici 2 na
druhou pozici. Hledané ¢islo mize byt jediné

3216 540.

4



Na zavér musime ovérit, ze jsme zadny z pozadavki v zadédni neopomenuli. Zbyva
tedy ovérit, ze prvni ¢tyrcisli je délitelné ¢tyimi a prvni Sesticisli je délitelné Sesti. Toto je
splnéno, hledané ¢islo je tedy 3216540.

Hodnoceni. Po 1 bodu za spravné uréeni a zdivodnéni pozice péti ¢islic; 1 bod za vy-
sledné ¢islo. Nalezeni ¢isla bez zdivodnéni jednotlivych krokt ohodnotte 2 body.



