62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

l1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

V malém kralovstvi pfisli poddani pozdravit nového krale a jeho ministra. Kazdy
prinesl n€jaky darek: 60 nejchudsich pfineslo jen vlastnoru¢né vyrobenou dievénou sosku,
ti bohatsi bud 2 zlataky, nebo 3 stiibridky. Pfitom stiibridki bylo darovano vice nez 40,
ale méné nez 100. VSechny sosky dostal ministr a k tomu jesté sedminu vSech zlatakt
a tfetinu vsSech stiibrndkd. Kral i jeho ministr dostali stejny pocet predméti.

Zjistéte, kolik mohlo byt poddanych, kolik mohlo byt darovano zlatakt a kolik st¥ibr-
nakia. (M. Volfovd)

Mozné feseni. Oznacime pocet zlatakl z a pocet stiibrnaku s. Zlataky byly darovany po
dvou, tedy z je sudé cislo, st¥ibrnéky po tiech, tedy s je délitelné tfemi. Piitom s je mezi
40 a 100. Ministr dostal 60 sosek a %z + %s minci, kral dostal gz + %s minci. Odtud plyne,
ze z musi byt délitelné 7, coz s predchozi podminkou znamena, Ze z musi byt délitelné 14.
Kral i jeho ministr dostali stejny pocet predmétii, coz pfi nasem znaceni dava rovnici
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Hleddame vSechna celoéiselné FeSeni rovnice (2), kterd vyhovuji vyse uvedenym pod-
minkdm. Vyjadiime-li nezndmou z,
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vidime, Ze s musi byt délitelné 15. V tvodu jsme si v§imli, Ze z méa byt sudé, tudiz i hodnota
vyrazu 1—753 musi byt suda, coz znamena, ze také s musi byt sudé cislo. Proto s musi byt
délitelné 30, coz s prihlédnutim k podmince 40 < s < 100 znamena, ze s muze byt jediné
60 a 90. Pro obé tyto moznosti dopoéitame z podle (3), poc¢et poddanych pak urc¢ime jako
60 + %S + %z Uloha m4 nésledujici dvé feseni (uvédomte si, Ze vSechny vyse zmitiované
podminky jsou splnény):

stiibrnaki zlataki poddanych

60 56 108
90 42 111




Jiné Feseni. Rovnici (2) lze Fesit také tak, ze vyjadiime nezndmou s:
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Z tvodu vime, ze z musi byt délitelné 14, proto za z postupné dosazujeme nasobky 14
a sledujeme, zda plati 40 < s < 100. Pokud ano, vypoc¢teme pocet poddanych jako 60 +
+ %S + %z (uvédomte si, Ze ostatni vySe zminované podminky jsou splnény):

zlataki stiibrnaki poddanych
14 150
28 120
42 90 111
56 60 108
70 30

Dale nepokracujeme, protoze s vychazi mensi nez 40; iloha ma dvé reseni.

Hodnoceni. 2 body za sestaveni rovnice (1) a jeji naslednou tpravu; 2 body za nalezeni
jedné moznosti; 1 bod za nalezeni druhé moznosti; 1 bod za zdivodnéni, Ze Teseni neni
vice.

Z9-111-2

Matéj mél na fadku v sesSité napsano Sest ritznych prirozenych cisel. Druhé z nich
bylo dvojnasobkem prvniho, tieti bylo dvojnasobkem druhého a podobné kazdé dalsi ¢islo
bylo dvojnasobkem predchoziho. Matéj vSechna tato ¢isla opsal do nasledujici tabulky, a to
v ndhodném poradi, do kazdého pole jedno.

Soucet obou ¢isel v prvnim sloupci tabulky byl 136 a soucet cisel ve druhém sloupci byl
dvojnasobny, tedy 272. Urcete soucet cisel ve tietim sloupci tabulky. (L. Simiinek)

Mozné feSeni. Nejmensi dopliované ¢islo oznac¢ime nezndmou a a pomoci ni vyjadiime
vSechna doplnovana c¢isla:
a, 2a, 4a, 8a, 16a, 32a.

V prvnim sloupci nemuze byt ¢islo 32a, nebot soucet jakychkoli jinych dvou dopliiovanych
Cisel je mensi nez 32a, a tudiz by soucet cisel v druhém sloupci nemohl byt vétsi nez
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v prvnim. Mozné soucty ¢isel prvniho sloupce jsou:

a+2a = 3a 2a + 4a = 6a 4a + 8a = 12a 8a + 16a = 24a
a+4a = ba 2a + 8a = 10a 4a + 16a = 20a

a4+ 8a =9a 2a + 16a = 18a

a—+ 16a = 17a

Prirozené cislo, které v téchto souctech nasobi nezndmou a, musi byt délitelem cisla 136 =
=2-2-2-17. Tomu vyhovuje jedin€ soucet

17a = a + 16a.
Soucet ¢isel druhého sloupce je pak 34a a tento lze ziskat jediné jako
34a = 2a + 32a.

K doplnéni do tretiho sloupce tedy zbyvaji ¢isla 4a a 8a. Z rovnice 17a = 136 dostaneme
a = 8; soucet Cisel ve tfetim sloupci je tedy

4a + 8a = 12a = 12 - 8 = 96.

Hodnoceni. 3 body za poznatek, ze v prvnim sloupci je a a 16a, véetné zdivodnéni, ze
jde o jedinou moznost; 1 bod za poznatek, ze ve tfetim sloupci je 4a a 8a; 2 body za
vysledek 96.

Z9-111-3
Je dan pravidelny osmitthelnik ABCDEFGH a bod X tak, ze bod A je ortocentrem

(prisecikem vysek) trojuhelniku BD X . Vypoctéte velikosti vnitinich thla tohoto trojuhel-
niku. (V. Zddnik)

Mozné teSeni. Bod A ma byt prusecikem vysek v trojihelniku BDX. To znamena,
Ze na spojnici bodu A s vrcholem B lezi vyska na stranu DX, podobné na spojnici A
s vrcholem D lezi vyska na stranu BX. Strana DX je tedy kolma na primku AB, podobné
strana BX je kolmé na primku AD. Vzhledem k tomu, ze body A, B a D jsou vrcholy
pravidelného osmithelniku, plati:

v/

1. Kolmice k AB prochéazejici bodem D je piimka C'D. (Vnéjsi thel pravidelného osmi-
thelniku mé velikost 45°. Uhel mezi AB a CD je tihlem u vrcholu P v trojihelniku
BPC, a proto je pravy.)

2. Kolmice k AD prochézejici bodem B je pfimka BG. (AD a BG jsou tuhlopficky
rovnobézné se stranami BC a AH. Tyto jsou stejné jako strany AB a CD kolmé,
a proto jsou zminéné thlopficky kolmé.)

3. Bod X je prusecikem primek C'D a BG.
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Nyni snadno ur¢ime vSechny thly v trojihelniku BDX. Trojihelnik BC'D je rovno-
ramenny s rameny BC a CD, pricemz tthel BC'D je vnitfnim tthlem pravidelného osmi-
thelniku. Odtud dopocitame

|<CDB| =|xCBD| = %(180O —135%) = 22,5°.
Primky AD a BC' jsou rovnobézné, tthel mezi AD a BG je pravy, proto také thel CBX
je pravy. Odtud vyjadiime
|«DBX| = 22,5° +90° = 112,5°.
Posledni nezndmy vnitini tthel v trojuhelniku BDX ma velikost

|xDXB| = 180° — 22,5° — 112,5° = 45°.

Hodnoceni. 3 body za nalezeni bodu X; po 1 bodu za hledané thly véetné zdiavodnéni.

Poznamka. Podobnou tlohu zndme z doméciho kola (Z9-1-4), takze tivodni rozbor je
mozné zestrucnit: X je prusecikem vysek v trojuhelniku ABD.

V predchozim nékolikrat pouzivame zésadni poznatek, ze soucet velikosti vnitinich
uhld v libovolném trojuhelniku je 180°. Odtud zejména vyplyva, ze velikost vnitfniho thlu
v pravidelném osmithelniku je 135°.



Z9-111-4

Ve slové PAMPELISKA maji byt nahrazena stejné pismena stejnymi nenulovymi &is-
licemi a rdzna pismena riznymi nenulovymi ¢islicemi. Pfitom ma platit, Ze soucin dislic
vysledného cisla je druhou mocninou néjakého prirozeného cisla. Najdéte nejveétsi cislo,
které lze nahrazenim pismen pii splnéni uvedenych podminek ziskat. (E. Patdkovad)

Mozné ieSeni. Ve slové PAMPELISKA je 8 rtiznych pismen. Smime pouzivat pouze
nenulové cislice, vybirame tedy osm ¢islic z deviti moznych. Soucin

P2 A2 M-E-L-I-S-K

mé byt druhou mocninou pfirozeného ¢isla. Cislice P a A jsou v sou¢inu ve druhé mocniné,
staci proto zajistit, aby soucin )
M-E-L-1-5-K (1)

byl druhou mocninou ptirozeného ¢isla, tzn. aby v jeho prvociselném rozkladu byla vSechna
prvocisla v sudé mocniné. Uvazme, které ¢initele mizeme dosazovat:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 2.2 ) 2-3 7 2-2-2 3-3

Cislice 5 a 7 nemfizeme v soucinu (1) pouzit, protoze je nemame ¢m doplnit do druhé
mocniny. Cislo, které vznikne nahrazenim pismen ve slové PAMPELISKA, m4 byt co nej-
vétsi, proto se snazime postupné dopliiovat co nejvétsi hodnoty za P, A, M atd.

Pokud jako P zvolime 9, zbude pro soucin (1) Sestice ¢islic 8, 6, 4, 3, 2, 1. Po dosazeni
tento soucin vychazi 27 - 32, coz nevyhovuje vyse uvedenému pozadavku.

Pokud jako P zvolime 8, zbude pro soucin (1) Sestice 9, 6, 4, 3, 2, 1, ktera po dosazeni
dava 2% - 3%, coz uvedenému pozadavku vyhovuje. Témito ¢&islicemi nahradime M, E, L,
I, S, K pravé v tomto sestupném potadi. Pro A pak zbyvaji ¢slice 5 nebo 7 — vybirdme
vétsi z nich. Hledané cislo je

8798 643 217.

Hodnoceni. 2 body za poznatek, Ze ¢isla 5 a 7 nemohou byt v soucinu (1); 2 body za
zdivodnéni, ze je tfeba volit P = §8; 2 body za vysledné cislo.



