63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Mezi dvéma tycemi je napnuté sntra dlouha 3,8 m, na kterou chce maminka poveésit
vyprané kapesniky. VSechny kapesniky maji tvar ¢tverce o strané 40 cm. Na sntre vSak uz
visi dva kapesniky stejného tvaru od sousedky a ty chce maminka nechat na svych mistech.
Pritom levy roh jednoho z téchto kapesnikt je 60 cm od levé tyce a levy roh toho druhého
je 1,3m od pravé tyce.

Kolik nejvice kapesnikii miize maminka na $ntru poveésit? Kapesniky se vési natazené
za oba rohy tak, aby se zadné dva neprekryvaly. (M. Mach)

Napovéda. Pomozte si nac¢rtem s vyznacenymi danymi vzdalenostmi.

Mozné teseni. Celou situaci si lze pro nazornost piekreslit naptiklad takto:

60 cm 40 cm 150 cm 40 cm 90 cm

Sousedc¢iny kapesniky déli sniru na 3 rtzné dlouhé dily, do kterych miize maminka
véset svoje kapesniky. Mezi levym rohem jednoho kapesniku a levou ty¢i je 60 cm. Mezi
levym rohem druhého kapesniku a pravou tyci je 130cm a kapesnik je Siroky 40cm; to
znamena, ze mezi jeho pravym rohem a pravou tyci je vzdalenost 90 cm. Jelikoz je snira
dlouh& 380 cm, mezi kapesniky zbyva 150 cm volné sntry.

Mezi levy kapesnik a levou ty¢ se vejde pouze jeden maminéin kapesnik (dva kapesniky
vedle sebe by zabraly 80 cm $iiary a volnych je zde pouze 60 cm). Mezi sousedéiny kapesniky
muze maminka povésit t¥i své (ty zaberou 120 cm, kdyz se povési tésné vedle sebe, k pfidani
¢tvrtého by byla potieba mezera dlouhd 160 cm). Mezi pravy kapesnik a pravou ty¢ se
vejdou dva dalsi maminciny kapesniky. Celkem tedy maminka miize na $ntru pfivésit
1+ 3 + 2 = 6 svych kapesnikii.

Poznamka. Pokud bude feSitel uvazovat vzdalenost 1,3m od pravé tyce k pravému rohu
kapesniku, vyjde mu rovnéz vysledek ,,6 kapesniki“. Takové feseni vSak nemuize byt uznano
jako spravné.

Z5-1-2
Vojta mé dvé stejnad sklicka tvaru rovnostranného trojuhelniku, kterd se lisi pouze

svou barvou — jedno je cervené, druhé modré. Pokud se sklicka polozi pres sebe, vznikne
utvar fialové barvy. Udejte ptriklad prekryvani sklicek, pri kterém mohl Vojta dostat:

a) fialovy trojuhelnik,

b) fialovy ¢tyituhelnik,
c) fialovy pétiuhelnik,
d) fialovy Sestithelnik. (E. Novotnad)



Napovéda. Pokud vam nestaci predstavivost, vystfihnéte si dva takové trojuhelniky z pa-
piru a zkousejte je pokladat rtizné pres sebe.

Mozné feseni. Kazdy z fialovych mnohothelniku lze realizovat mnoha rtznymi zpusoby;
uvadime nékolik moznych prikladi.

a) fialovy trojuhelnik:

d) fialovy Sestitithelnik:

b) fialovy ¢tyithelnik:

c) fialovy pétithelnik:




7Z5-1-3

Palindrom je takové ¢islo, které je stejné, at ho ¢teme zepfedu nebo zezadu. (Napi.
¢islo 1881 je palindromem.)

Najdéte dvojmistny a trojmistny palindrom tak, aby jejich soucet byl ¢tyfmistnym
palindromem. (M. Volfova)
Napovéda. Jakou ¢islici ma ¢tyfmistny palindrom na prvnim misté?

Mozné reseni. Souctem dvojmistného a trojmistného ¢isla lze ziskat nejvyse ¢islo 1098.
Je-li souctem Ctyfmistné c¢islo, musi byt jeho prvni cislice 1. Prvni ¢islice trojmistného
séitance musi byt 9, nebot kdyby byl tento s¢itanec mensi nez 900, byl by soucet mensi
nez 1000.

V nasem pripadé jsou vSechna cisla palindromy, proto zname také posledni cislice
trojmistného s¢itance i vysledného souctu:

% + 9x9 = 1 *x1.
Odtud plyne, ze druha ¢islice u prvniho s¢itance musi byt 2 — dvojmistny palindrom je 22:
22 + 9x9 = 1 *x1.

Nejmensi mozny palindrom na pravé strané je 1001; ten je souctem 22 a 979. Dalsi Ctyt-
mistné palindromy (1111, 1221, ...) nelze takto vyjadfit, protoZze jsou vétsi nez 1098.
Jediné mozné reseni ulohy je:

22 4979 = 1001.

Z5-1-4
Eveé se libi ¢isla délitelna Sesti, Zdené c¢isla obsahujici aspon jednu Sestku a Jané ¢isla,
jejichz ciferny soucet je 6.
1. Ktera dvojmistna ¢isla se libi vSem tfem divkam?
2. Ktera dvojmistna cisla se dvéma divkam libi, ale jedné se nelibi?

(M. Petrovad)
Napovéda. Urcete, ktera dvojmistna ¢isla se libi jednotlivym divkam.

Mozné reseni. Evé se libi ¢isla, ktera se daji beze zbytku délit Sesti; vSechny dvojmistné
nasobky cisla 6 jsou:

12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96.
Dvojmistna cisla, ktera se libi Zdené, jsou:
16, 26, 36, 46, 56, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 76, 86, 96.
Dvojmistna cisla, ktera se libi Jané, jsou:
15, 24, 33, 42, 51, 60.
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Pro lepsi predstavu si vSechna zminovana c¢isla zapiseme do tabulky:

Eva 12 18|24 30 36 | 42 48 54 60
Zdena 16 26 36 46 56 | 60
Jana 15 24 33 42 51 60
Eva 66 72 78|84 90 | 96
Zdena | 61|62 |63 |64 |65]|66|67|68 |69 76 86 96
Jana

Odtud je vidét, ze vSem tfem divkam se libi jen c¢islo 60. Pravé dvéma divkam se libi

Cisla 24, 36, 42, 66 a 96.

Z5-1-5
Doplnte do prazdnych krouzki prirozena cisla tak, aby soucet ¢isel na kazdé strané
trojuhelniku byl stejny a aby soucet vSech Sesti ¢isel byl 100. (L. Simiinek)

Napovéda. Pro zacatek dodrzte pouze prvni podminku, tedy vyplnte trojuhelnik tak,
aby soucet na vSech jeho stranach byl stejny.

Mozné resSeni. Nejmensi ¢islo, které mame doplnit, bude na strané s ¢isly 24 a 20, nebot
ze znamych cisel davaji praveé tato dvé nejvetsi soucet. Zkusme do prazdného pole na této
strané doplnit nejmensi mozné prirozené c¢islo, tedy 1. V takovém priipadé by soucet na
strané trojuhelniku byl 24 + 1 4+ 20 = 45. Do zbylych prazdnych poli by pak pattila ¢isla
45—-15—-20=10a45—-15—24 =6.

Soucet vSech Sesti ¢isel by v tomto pripadé byl 24+1+20+10+15+6 = 76, coz je o 24
méné nez pozadovanych 100. Kazdé z doplnénych cisel proto musime zvétsit o 24 : 3 = 8.
Do prazdnych poli patii ¢isla 1+8=9,10+8 =18 a 6 + 8 = 14:



Jiné feseni. Cisla v prazdnych polich maji dat soucet 100 — 24 — 20 — 15 = 41. Kazdou
stranu trojuhelniku zobrazime zv1ast:

-0

Vsech devét ¢isel tohoto schématu dava soucet 41+2-(15+24+20) = 159. Na kazdém
fadku schématu, resp. na kazdé strané trojihelniku, ma tedy byt soucet 159 : 3 = 53. Cisla
v prazdngch polich jsou 53 — 24 — 20 = 9, 53 — 15 — 20 = 18, 53 — 15 — 24 = 14.

25-1-6

Recepcni v hotelu si vykladala karty a dostala néasledujici posloupnost:
5, 9,2, 7 3, 6,8, 4.

Presunula dvé sousedni karty na jiné misto tak, Ze tato dvojice opét sousedila, a to ve
stejném poradi. Tento krok provedla celkem tiikrat, dokud nebyly karty usporadany vze-
stupné podle své hodnoty.

Zjistéte, jak recepéni postupovala. (L. Hozovad)

Napovéda. Zkousejte presouvat hraci karty popsanym zpusobem.
Mozné Feseni. Vsimnéme si, Ze kdyz presuneme dvojici (3, 6) mezi ¢isla 2 a 7, dostaneme
tak dveé dvojice po sobé jdoucich cisel, ktera jsou navic sefazena podle velikosti:

5,9, 2, 3,6, 7 8, 4.

Mezi c¢isla 3 a 6 potfebujeme vlozit ¢isla 4 a 5. Ta ale nejsou u sebe, pfesuneme tedy dvojici
(5,9) za ¢islo 4. Tim jednak dostaneme ¢islo 5 hned vedle ¢isla 4, jednak ¢islo 9 bude na
konci posloupnosti:

2,3,6,7 8, 4,5, 9.

V poslednim kroku pfesuneme dvojici (4, 5) mezi ¢isla 3 a 6:

2,3,4,5, 6,78, 0.

Poznamka. Je samoziejmé mozné zaménit prvni a druhy krok; postup recep¢ni tedy neni
jednoznacny.



63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

V tovarné na vyrobu plySovych hracek maji dva stroje. Prvni vyrobi ¢tyfi zajice za
stejnou dobu, za kterou vyrobi druhy pét medvédu. Aby bylo jejich ovladani jednodussi,
oba dva stroje se spousti a vypinaji najednou spolecnym vypinacem. Navic jsou stroje
sefizené tak, ze prvni po spusténi nejdiive vyrobi tfi zajice rtizové, pak jednoho modrého,
pak zase tri rizové atd. Druhy po spusténi nejprve vyrobi ¢tyfi medvédy modré, pak
jednoho rtzového, pak opét ¢tyri modré atd.

V jistém okamziku bylo na téchto dvou strojich vyrobeno celkem 220 modrych hracek.
Kolik bylo k témuz okamziku vyrobeno rtuzovych zajict? (M. Petrovad)

Napovéda. Zjistéte, kolik je vyrobeno modrych hracek poté, co prvni stroj dokon¢i ¢tvr-
tého zajice.

Mozné feseni. Dobé, za kterou prvni stroj vyrobi 4 hracky a druhy stroj 5 hracek, budeme
fikat ,,cyklus“. Béhem jednoho cyklu se tedy vyrobi: 3 rizovi zajici, 1 modry zajic, 4 modii
medvédi a 1 razovy medvéd, tj. celkem 4 riizové a 5 modrych hracek.

To znamena, ze 220 modrych hracek se vyrobi za 220 : 5 = 44 Gplnych cykla. Protoze
za jeden cyklus prvni stroj vyrobi 3 rtzové zajice, za 44 cykld vyrobi 44 - 3 = 132 riizo-
vych zajici. V kazdém cyklu se nejprve vyrabéji rtizovi zajici a pak teprve modry. Proto
v okamziku, kdy oba stroje vyrobi 220 modrych hracek, bylo na prvnim stroji vyrobeno
132 rizovych zajici.
7Z6-1-2

Jirka, Misa, Petr, Filip a Sasa skakali do dalky. Sasa skocil 135 cm, Petr skocil o 4 cm
vice nez Jirka, Jirka o 6 cm méné nez Misa a Misa o 7cm méné nez Filip. Navic Filiptv

skok byl pfesné v polovin€ mezi tim Petrovym a SaSovym.
Zjistéte, kolik cm skocili jednotlivi chlapci. (M. Dillingerovad)

Napovéda. Porovnejte délky Jirkova, MiSova, Petrova a Filipova skoku.

Mozné Feseni. Prozatim neuvazujme Sasuv skok a délky skokti ostatnich chlapct sefad-
me od nejkratsiho po nejdelsi. Ze zadani je ziejmé, ze nejméné skocil Jirka: Petr skocil
o0 4cm vice nez Jirka, Misa skocil o 6 cm vice nez Jirka, Filip skocil o 7cm vice nez Misa,
tedy o 13 cm vice nez Jirka.

Jirkas

Petr ————

Misa .

Filip : .



Protoze Filiptiv skok méa byt presné v poloviné mezi Petrovym a Sasovym a protoze
Petr skocil méné nez Filip, musel Sasa skocit nejvic ze vSech chlapcti. A protoze Filip skocil
0 9cm vic nez Petr (13 — 4 = 9), musel tedy zaroven sko¢it o 9cm méné nez Sasa. Odtud
urc¢ime, Ze Filip skoé¢il 126 cm (135 — 9 = 126), Jirka skod¢il 113cm (126 — 13 = 113), Petr
sko¢il 117cm (113 +4 = 117) a Misa sko¢il 119cm (113 + 6 = 119).

Jirkae113 cm

Petr——117cm

Misa *+119cm
Filip *126 cm

Sasa = = *135cm

Z6-1-3
Kolik musime napsat ¢islic, chceme-li vypsat vSechna pfirozena c¢isla od 1 do 20137

(M. Volfova)
Napovéda. Pocitejte systematicky.

Mozné feSeni. Musime napsat vSechna jedno-, dvoj- a trojmistna ¢isla a ¢ast CtyFmist-
nych ¢isel. Postupné pocitame pocty napsanych ¢isel a cislic:

napsana cisla pocet cisel pocet cislic
1,...,9 9 9

10, ..., 99 90 180
100, ..., 999 900 2700
1000, ..., 2013 1014 4056
celkem 2013 6 945

K zapséni c¢isel od 1 do 2013 je tieba 6945 ¢islic.

7Z6-1-4
Spravné vyplnéna tabulka na obrazku mé obsahovat Sest prirozenych cisel, pricemz
v Sedém poli ma byt soucet ¢isel z dvou bilych poli, kterd s nim sousedi.

Urcete cisla spravné vyplnéné tabulky, vite-li, Ze soucet prvnich dvou cisel zleva je 33,
soucet prvnich dvou ¢isel zprava je 28 a soucet vSech Sesti Cisel je 64. (L. Simiinek)
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Napovéda. Jaky soucet dava tieti a ¢tvrté cislo?

MozZné Feseni. Soucet tfetiho a Ctvrtého prirozeného disla je 64 — 33 — 28 = 3, jsou to
tudiz cisla 1 a 2. Nejprve predpokladejme, zZe ¢islo 1 je na tfeti pozici a ¢islo 2 na ctvrté.
Na prvni pozici by pak bylo (33 — 1) : 2 = 16 a na Sesté (28 — 2) : 2 = 13.

Jesté provérme moznost, kdy ¢islo 1 je na ¢tvrté pozici a c¢islo 2 na treti. Na prvni
pozici by pak muselo byt (33 —2) : 2 = 15,5, coz nepfipousti zadani, nebot v tabulce maji
byt prirozena ¢isla. Tabulku lze tedy vyplnit jedinym zpiisobem:

16 17 1 2 15 13

Z6-1-5
Adam dostal od dédecka dievéné kostky. Vsechny byly stejné a byly to krychle s hranou
dlouhou 4 cm. Rozhodl se, Ze z nich bude skladat kominy, a to takové:
e aby byly pouzity vSechny kostky,
e aby komin pfi pohledu shora vypadal jako ,duty obdélnik“ nebo ,,duty ¢tverec* ohra-
ni¢eny jednou fadou kostek (podobné jako na obrazku),
e aby ani v nejvyssi vrstvé zadna kostka nechybéla.

Adam zjistil, Ze podle téchto pravidel miize postavit komin vysoky 16 cm, nebo 20 cm,
nebo 24 cm.

1. Jaky nejmensi pocet kostek mohl Adam dostat od dédecka?
2. Jak vysoky je nejvyssi komin, ktery miize Adam s timto poctem kostek postavit podle
uvedenych pravidel?

(M. Petrovad)
Napovéda. Rozhodnéte, zda mohl Adam dostat napriklad 100 kostek.

MozZné reseni. Nejprve spocitame, kolik vrstev mély jednotlivé Adamovy kominy:

1. komin: 16 : 4 = 4,

2. komin: 20 : 4 = 5,

3. komin: 24 : 4 = 6.

Protoze vsechny vrstvy byly iplné, musi byt pocet kostek délitelny ctyimi, péti a Sesti
zaroven. Nejmensi spoleény nasobek téchto tii cisel je 60, pocet kostek proto musi byt
néjakym nasobkem Sedesati. Ovéfime, zda mohl Adam dostat 60 kostek:
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1. komin m4 4 vrstvy, coz by znamenalo 15 kostek v jedné vrstvé (60 : 4 = 15). To ale
neni mozné, protoze v kazdé vrstvé je sudy pocet kostek (,had“ z kostek se da vzdycky
rozdélit na 2 stejné ¢asti, viz obrazek).

Adam tedy dostal vice nez 60 kostek; dalsi moznost je 2 - 60 = 120:
1. komin ma 4 vrstvy, tzn. 30 kostek v jedné vrstvé (120 : 4 = 30). To lze splnit napf.
takto:

2. komin mé 5 vrstev, tzn. 24 kostek v jedné vrstvé (120 : 5 = 24). To lze splnit napf.
takto:

3. komin mé 6 vrstev, tzn. 20 kostek v jedné vrstvé (120 : 6 = 20). To lze splnit napft.
takto:

Tim jsme dokazali, ze nejmensi pocet kostek, ktery mohl Adam dostat, je 120.
Nyni jesté zjistime vysku nejvyssiho kominu, ktery lze ze 120 kostek postavit podle
Adamovych pravidel. Na jednu vrstvu potfebujeme nejméné 8 kostek:




V takovém ptipadé bude mit komin 15 tplnych vrstev (120 : 8 = 15). Kostky jsou
vysoké 4 cm, takze nejvyssi komin, ktery 1ze postavit ze 120 kostek, méfi 60 cm (15-4 = 60).

Z6-1-6
Na obrazku je sit slozena z 20 shodnych obdélniki, do které jsme zakreslili t¥i obrazce
a vybarvili je. Obdélnik oznaceny pismenem A a Sestitthelnik oznaceny pismenem B maji

shodné obvody, a to 56 cm. Vypocitejte obvod tietiho obrazce oznaceného pismenem C.
(L. Simiinek)

Napovéda. Urcete, o kolik vodorovnych a o kolik svislych dilkt se 1isi obvody obrazct A
a B.

Mozné FeSeni. Délky stran obdélniki, z nichz se skldda sit, ozna¢me = a y (z pro vo-
dorovnou stranu a y pro svislou). Obvod obrazce A je roven 6x + 2y, obvod obrazce B je
4z + 6y a obvod obrazce C' je 2z + 6y.

V obvodu obrazce A je zapocitano o 2 délky x vice a o 4 délky y méné nez v obvodu
obrazce B. Obvody A a B jsou podle zadani stejné, tedy 2x je rovno 4y. Odtud vidime, ze
x je dvakrat vétsi nez y, tedy ze x = 2y. Obvod obrazce A tak muZeme vyjadrit jako 14y,
odtud y = 56 : 14 = 4 (cm). Obvod obrazce C' je 10y = 10 -4 = 40 (cm).
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63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

7711

Na lavicce v parku sedi vedle sebe Andulka, Barborka, Cilka, Dominik a Eda. Andulce
jsou 4 roky, Edovi je 10 let, souc¢in vékti Andulky, Barborky a Cilky je 140, soucin véki
Barborky, Cilky a Dominika je 280 a soucin véki Cilky, Dominika a Edy je 560. Kolik roki
je Cilce? (L. Hozovad)

Napovéda. Zkuste nejprve urcit, kolik roki je Dominikovi.

MozZné feseni. Pro zjednoduseni budeme vék kazdého ditéte znacit pocateénim pismenem
jeho jména. Podle zadani plati:

a =4, abc = 140, bed = 280, cde = 560, e = 10.
7 druhé a treti rovnosti plyne, ze 2abc = bed, tzn. d = 2a = 8. Odtud a z poslednich dvou

rovnosti dostavame ¢ = 560 : (8 - 10) = 7. Cilce je tedy 7 roku.

Poznamka. S uvedenymi vztahy lze samoziejmé manipulovat rizné. Napft. z prvni a druhé
rovnosti plyne, ze bc = 140 : 4 = 35. Ze treti rovnosti potom plyne, ze d = 280 : 35 = 8.
Odtud a z poslednich dvou rovnosti dostavame ¢ = 560 : (8 - 10) = 7.

7712
K babicce prijeli na prazdniny vnuci — pét rizné starych bratrii. Babicka jim tekla,
ze pro né ma celkem 600 K¢ jako kapesné, jez si maji rozdélit tak, aby:

e nejstarsi dostal nejvic,
e kazdy mladsi dostal o urcitou ¢astku méné nez jeho starsi vékoveé nejblizsi sourozenec,
e tato castka byla stale stejna,
e nejmladsi dostal ¢astku, kterou lze vyplatit v desetikorunach a ktera neni mensi nez
50 K¢, ale neni vétsi nez 80 K¢.
Urcete vsechny moznosti, jak si mohli vnuci kapesné rozdélit. (M. Volfova)

Napovéda. Zvolte vhodné neznamé a pomoci nich vyjadiete ¢astky pro jednotlivé vnuky.

Mozné teSeni. Nejmladsi sourozenec miize dostat
50, 60, 70, nebo 80; (1)
tuto hodnotu ozna¢ime p (K& psat nebudeme). Druhy nejmladsi sourozenec dostane vice
nez nejmladsi o ¢astku, kterou oznacime o. Prostfedni sourozenec tak dostane o 20 vice
nez nejmladsi atd. To znamend, ze sourozenci postupné dostanou
p, p+o, p+20, p+ 3o, p+4o. (2)
Celkem si takto rozdéli 5p + 100, coz méa byt 600.
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Pokud je p = 50, pak 5p = 250 a 100 musi byt 600 — 250 = 350. Odtud plyne, zZe
o = 35. Vnuci si v tomto pfipadé penize rozdélili nasledovné (fazeno od nejmladsiho):

50, 85, 120, 155, 190.

Podobné 1ze urcit vSechny zbyvajici moznosti:

P ) odpovéd

50 35 50, 85, 120, 155, 190
60 30 60, 90, 120, 150, 180

70 25 70, 95, 120, 145, 170

80 | 20 | 80,100, 120, 140, 160

Poznamka. Neni ndhodou, Ze prostfedni sourozenec dostane v kazdém pripadé stejnou
castku. Toho si lze vSimnout hned na zacatku, protoze sourozencii je lichy pocet a rozdil
mezi sousednimi ¢astkami je stéle stejny.

Pokud bychom ¢astku, kterou ma dostat prostfedni vnuk, oznadili s, pak misto (2)
piseme

s—20, s—o0, 8, s+ o0, s+ 2o0.

Soucet vSech téchto castek je 5s, a to ma byt 600. Odtud plyne, ze s = 120. VSechna mozna
rozdéleni kapesného lze urcit tak, ze zjistime, pro ktera o je 120 — 20 nékteré z ¢isel (1). ..

7Z7-1-3

Jirka, Misa, Petr, Filip a Sasa skakali do dalky. Sasa skocil 135 cm, Petr skocil o 4 cm
vice nez Jirka a Misa o 7cm méné nez Filip. Navic Filipiv skok byl pifesné v poloviné mezi
tim Petrovym a Sasovym a nejkratsi skok méfil 127 cm.

Zjistéte, kolik cm skocili jednotlivi chlapci. (M. Dillingerovad)

Napovéda. Ci skok byl nejkratsi?

Mozné feSeni. Nejprve uréime, ¢i skok méfil 127 cm. Uréité to nebyl skok Sasiv (ten
sko¢il 135cm), ani Petruv (skocil vic nez Jirka), ani Filiptv (sko¢il vic nez Misa). Jsou
tedy dvé moznosti: Nejméné skocil Jirka nebo Misa.

Nejprve provéiime moznost, ze nejméné skocil Jirka: V takovém piipadé by Petr skocil
131cm (127 4+ 4 = 131). Protoze Filipuv skok byl pfesné v poloviné mezi Petrovym a Sa-
Sovym skokem, musel by méfit 133 cm (135 — 133 = 133 — 131 = 2). Pak by Misa sko¢il
126 cm (133 — 7 = 126), coz ale neni mozné, protoze by to bylo méné nez Jirkiv nejkratsi
skok.

Jirka®127 cm

Petr *131 cm

Sasa l l *]135cm

Filip +133 cm
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Musela tedy nastat druha situace, a sice, ze nejméné skocil Misa: Potom Filip skocil
134cm (127 4+ 7 = 134). Odtud plyne, ze Petr sko¢il 133 cm (135 — 134 = 1 = 134 — 133).
A kone¢né Jirka skocil 129 cm (133 — 4 = 129).

Misae127 cm

Filip *134cm

Sasa l l *135cm

Petr = 133 cm

Jirka ———=129cm

77-1-4

V hostinci U Trti prasatek obsluhuji Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je necestny, takze
kazdému hostovi pripocita k celkové cené 6 krejcarti. Rasik je poctivec, kazdému vyuctuje
presné to, co snédl a vypil. Sasik je dobrak, takze kazdému hostovi da slevu z celkové ttraty
ve vysi 20 %. Prasatka si jsou tak podobné, ze zddny host nepozné, které zrovna obsluhuje.

Koza Liza zasla v pondéli, v utery i ve stfedu do tohoto hostince na bortvkovy knedlik.
Prestoze védéla, ze v pondéli byl Rasik nemocny a neobsluhoval, utratila za sviij pondélni,
uterni i stredeéni knedlik dohromady stejné, jako kdyby ji vzdy obsluhoval Rasik.

Kolik krejcart uctuje Rasik za jeden bortuvkovy knedlik? Najdéte vSechny moznosti.
(Ceny uvadéné v jidelnim listku se v tyto dny neménily.) (M. Petrovad)

Napovéda. Ktera dvé prasatka urcité kozu Lizu obsluhovala?

Mozné teseni. Aby celkova tiidenni Lizina ttrata byla stejné, musel néktery den obslu-
hovat Sasik (actoval si méné, nez skuteéné méla zaplatit) a néktery den Pasik (Gactoval si
vice, nez skuteéné méla zaplatit). Zbyvajici tfeti den mohlo obsluhovat kterékoliv ze tii
prasatek (nevime o tom, Ze by Rasik byl nemocny i v dalsich dnech). Postupné probereme
vSechny tfi moznosti:

1. Obsluhoval jednou Sasik, jednou Pasik a jednou Rasik: To znamend, ze 6 krejcart,
které Liza zaplatila Pasikovi navic, predstavuje slevu 20 %, kterou dostala od Sasika.
Pétina ceny knedliku je tedy 6 krejcart, coz znamena, ze Rasik by v tomto pripadé
uctoval 5 - 6 = 30 krejcart.

2. Obsluhoval jednou Sasik a dvakrat Pasik: Pasikovi Liza zaplatila navic 2 - 6 = 12
krejcarti. Téchto 12 krejcari je zaroven 20% sleva, kterou dostala od Sasika. Rasik by
tedy za knedlik v tomto pripadé uctoval 5 - 12 = 60 krejcar.

3. Obsluhoval dvakrat Sasik a jednou Pasik: Liza dostala dvakrat 20% slevu z téze ¢astky.
To je stejné, jako kdyby jednou zaplatila plnou ¢astku a jednou dostala slevu 40 %.
Tato sleva odpovida 6 krejcarim, které zaplatila navic Pasikovi. Dvé pétiny Rasikovy
ceny je 6 krejcari, pétina jsou tedy 3 krejcary. Rasik by si v tomto pripadé uctoval
5 -3 = 15 krejcari.

Rasik za jeden borivkovy knedlik uctuje 15, 30, nebo 60 krejcari.
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7Z7-1-5

Maminka déli ¢okoladu, kterd méa 6 x 4 shodnych dilki, svym tfem détem. Jak miize
maminka ¢okoladu rozdélit na prave tii casti se stejnym obsahem tak, aby jeden utvar byl
trojuhelnik, jeden ¢tyfuhelnik a jeden pétitithelnik? (E. Novotnd)
Napovéda. Zkuste nejprve rozdélit obdélnik na pozadované utvary bez podminky rov-
nosti obsahti. Poté pozménte svoje déleni tak, aby obsahy utvari byly stejné.

Mozné fesSeni. Rozdélime obdélnik na pozadované tutvary, zatim bez ohledu na rovnost
obsahii. Zde je nékolik moznosti:

Nyni zkusime modifikovat déleni tak, aby obsahy utvari byly stejné. Cely obdélnik
sestava z 24 dilkt, proto kazdy ze tii utvart musi mit obsah 24 : 3 = 8 dilkt. Pti pozmé-
novani utvarh staci zajistit, aby dva z téchto ttvart meély obsah 8 dilkti, obsah tietiho pak
bude nutné stejny.

Na ukazku upresnime tieti z vySe uvedenych déleni — vSechny vrcholy uvazujeme
v uzlovych bodech:

Obsah ctytuhelniku je prave 1+ 245 = 8 dilkt. Trojihelnik mé ziejmé tentyz obsah,
nasli jsme tedy jedno z mnoha moznych feseni. Pro inspiraci uvadime nékolik dalsich:

= //

Poznamka. Uvedena feseni vyuzivaji pouze uzlové body sité, coz vSak neni nutné. Exis-
tuji samozrejmeé teseni, kdy odpovidajici vrcholy nejsou v uzlovych bodech. V takovych
pripadech vsak muze byt zdivodnéni rovnosti obsahti komplikovanéjsi.
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77-1-6
Kdyz Azor stoji na psi boudé a Punta na zemi, je Azor o 70 cm vyssi nez Punta. Kdyz

Punta stoji na psi boudé a Azor na zemi, je Punta o 90 cm vySsi nez Azor. Jak vysoka je
psi bouda? (L. Hozovad)

Napovéda. Urcete, ktery ze psu je vétsi a o kolik.

Mozné FeSeni. Kdyby byl Azor stejné velky jako Punta, byly by obé hodnoty v zadéni
stejné. Rozdil mezi naméfenymi hodnotami je 90 — 70 = 20 (cm), coz znamend, Ze jeden ze
pst je o 10 cm vétsi nez druhy. Vétsi hodnota odpovida situaci, kdy Punta stoji na boudé,
coz znamend, ze Punta je o 10 cm vétsi nez Azor.

Azor na psi boudé je o 70 cm vyssi nez Punta a Punta je o 10 cm vyssi nez Azor. Tedy
Azor na psi boudé je o 80 cm vySsi nez samotny Azor; bouda je vysoka 80 cm.

-
"

Azor Punta

70 cm 90 cm

_
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

bouda i bouda

Punta Azor

Jiné feSeni. Azor na boudé je o 70cm vyssi nez Punfa na zemi a Punta na boudé je
0 90 cm vyssi nez Azor na zemi. Kdybychom na Azora stojicitho na boudé postavili jesté
dalsi stejné vysokou boudu a na ni Puntu, bude tato sestava o 70 + 90 = 160 (cm) vyssi
nez kdyby stal Azor na Puntovi. To znamend, Ze dvé boudy jsou vysoké 160 cm, bouda je
tedy vysoka 80 cm.

Poznamka. Vysku psi boudy oznac¢ime b, vysku Azora oznacime a a vysku Punti ozna-
¢ime p (vSe v cm). Informace ze zadani pfi tomto znaceni zapiSeme takto:

b+a=p+ 70,
b+p=a+90.

Uvedena feseni pak lze interpretovat nasledovné.
Vyskovy rozdil Punti a Azora je mozné urcit odectenim obou rovnic:

p—a=a—p+20,
2(p — a) = 20,
p—a = 10.
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Odtud plyne, Zze p = a + 10 a z prvni rovnice pak dostavame b = 10 4+ 70 = 80.
Naopak sec¢tenim obou rovnic dostaneme:

2b+a+p=a+p+ 160,
2b = 160,
b = 80.

16



63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Na okruzni lince ve mésté€ jede tramvaj, v niz je 300 cestujicich. Na kazdé zastavce se
odehraje jedna z nasledujicich situaci:

e pokud je v tramvaji asponl 7 cestujicich, tak jich 7 vystoupi,
e pokud je v tramvaji méné nez 7 cestujicich, tak 5 novych cestujicich pristoupi.
Vysvétlete, pro¢ v jisty okamzik v tramvaji neztistane zadny cestujici. Poté zjistéte,
kolik by meélo byt na zacatku v tramvaji cestujicich, aby se tramvaj nikdy nevyprazdnila.
(J. Mazdk)

Napovéda. Zkuste uvazovat mensi pocty cestujicich.

Mozné feseni. Né&jakou dobu budou cestujici z tramvaje jenom vystupovat. Po 42 zasta-
venich ziistane v tramvaji 300—42-7 = 6 lidi. Podle uvedenych pravidel se pocet cestujicich
bude dal vyvijet nasledovné:

.6, 11, 4,9, 2,7, 0.

V tramvaji tedy nezlistane zadny cestujici.

Nyni si predstavme obecnou situaci, kdy je v tramvaji neznamy pocet lidi. Tito budou
postupné vystupovat, dokud jich nebude v tramvaji méné nez 7. To znamena, ze bez ohledu
na to, kolik lidi bylo v tramvaji na zacatku, casem bude jejich pocet roven nékterému z cisel
0,1, 2, 3, 4, 5 nebo 6. Staci tedy diskutovat jenom tyto moznosti.

V predchozim odstavci jsme zjistili, Zze pokud v tramvaji ztistane 6, 4, nebo 2 cestu-
jicich, tak se tramvaj nakonec vyprazdni. Kdyz v tramvaji zlistane 5 cestujicich, pak se
jejich pocet bude dal ménit takto:

..., 0, 10, 3, 8, 1, 6, ...

Tuto situaci jiz zname; tramvaj se nakonec vyprazdni. V posloupnosti se objevuji také ¢isla
3 a 1, ¢imz jsme vycerpali vSechny moznosti. Bez ohledu na pocatecni pocet cestujicich se
tramvaj nakonec vzdycky vypréazdni.

Poznamka. Zkuste si rozmyslet, jak feSeni tlohy ovliviiuji ¢isla 7 a 5 ze zadani. Vyprézd-
nila by se tramvaj vzdy také pro jinou dvojici ¢isel?
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Z8-1-2

Maminka déli ¢okoladu, kterd mé 6 x 4 shodnych dilki, svym ¢tyfem détem. Jak miize
maminka ¢okoladu rozdelit na praveé Ctyri casti se stejnym obsahem tak, aby jeden utvar
byl trojuhelnik, jeden ¢tyfuhelnik, jeden pétithelnik a jeden Sestitthelnik? (E. Novotnd)

Napovéda. Zkuste nejprve rozdélit obdélnik na pozadované utvary bez podminky rov-
nosti obsahti. Poté pozménte svoje déleni tak, aby obsahy utvari byly stejné.

Mozné fesSeni. Rozdélime obdélnik na pozadované tutvary, zatim bez ohledu na rovnost
obsahti. Zde jedna z moznosti:

Nyni zkusime modifikovat déleni tak, aby obsahy utvari byly stejné. Cely obdélnik
sestava z 24 dilkt, proto kazdy ze ¢tyt ttvartt musi mit obsah 24 : 4 = 6 dilkt. Pri poz-
ménovani atvarid staci zajistit, aby tfi z téchto atvari meély obsah 6 dilkt, obsah ¢tvrtého
pak bude nutné stejny.

Upresnéni vyse uvedeného déleni miize byt nasledujici — vSechny vrcholy uvazujeme
v uzlovych bodech:

Trojuhelnik i ¢tyfuhelnik zfejmé maji obsah 6 dilki. Obsah pétithelniku je 2+2+2 = 6
dilkti. Nasli jsme tedy jedno z mnoha moznych feseni. Pro inspiraci uvadime nékolik dalsich:

Poznamka. Uvedena feSeni vyuzivaji pouze uzlové body sité, coz vSak neni nutné. Existuji
feseni, kdy odpovidajici vrcholy nejsou v uzlovych bodech. V takovych pripadech vsak muze
byt zdivodnéni rovnosti obsahti komplikované;jsi.
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Z8-1-3

Zménte v kazdém ze t1i cisel jednu cislici tak, aby byl piiklad na od¢itani bez chyby:

7
-3
1

o| o
oo | ~1 &~

Najdéte vSechna FeSeni. (M. Petrovad)
Napovéda. Je mozné odcitani v fadu desitek opravit jen zménou ¢islic v fadu jednotek?

Mozné reseni. Priklad neni spravné, a to ani v fddu jednotek. KdyZ si prohlédneme
odcitani v radu desitek a v fadu stovek, zjistime, ze chyba je v obou rozdilech vétsi nez 1. To
znamena, ze takovy rozdil neni mozné opravit jen zménou ¢islic o fad niz. Mame-li provést
tfi zmény, musi byt v kazdém sloupci pravé jedna. Proto staci, kdyz budeme diskutovat
nasledujicich Sest moznosti:

7 2 * 7 2 * 7 % 4 * 2 4 7 % 4 * 2 4
- 3«7 —%x07 —-—30x*x —30x%x —%x07 —3=x17

* 8 8 1 %8 * 8 8 1 % 8 18 x% 18 x%

Pro kazdou z téchto moznosti postupné odzadu doplnime spravné cislice. Napi. v prvnim
pripadé miizeme postupovat nasledovné:

e spravnd Cislice na misté jednotek musi byt 5, protoze jediné 15 —7 = 8 (v fadu desitek
pfipo¢teme 1),

e spravna Cislice na misté desitek musi byt 3, protoze jediné 12 — 3 — 1 = 8 (v fadu
stovek pripocteme 1),

e spravna Cislice na misté stovek musi byt 3, protoze 7—3 — 1 = 3.

Podobnym zptsobem probereme ostatni moznosti. Uloha ma celkem Sest feSeni:

725 725 794 424 794 524
-337 —-607 — -306 —-607 —-337
118 1 187

Poznamka. Uvodni postfeh neni Gplné samoziejmy, ale pii systematickém postupu by
na néj mél casem prijit kazdy. Uvédomte si, ze bez tohoto poznatku by diskuze musela
zahrnovat celkem 3 - 3 -3 = 27 moznosti.
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78-1-4
Trojahelniky ABC a DEF jsou rovnostranné s délkou strany 5cm. Tyto trojihelniky
jsou polozeny pres sebe tak, aby strany jednoho trojihelniku byly rovnobézné se stranami

druhého a aby prunikem téchto dvou trojuhelnika byl Sestitthelnik (na obrazku oznaceny
jako GHIJKL).

F

A

Je mozné urcit obvod dvanactithelniku AGEH BIFJCK DL, aniz bychom znali pfes-

néjsi informace o poloze trojuhelniki? Pokud ano, spocitejte jej; pokud ne, vysvétlete proc.
(E. Patdkovad)

Napovéda. Kolik je na obrazku rovnostrannych trojuhelnikt? Zkuste je néjak vyuzit.

Mozné FeSeni. Na obrazku je celkem 8 rovnostrannych trojuhelniki: dva velké (ABC),
DEF) a Sest malych (LAG, GEH, HBI, IFJ, JOCK, KDL). Velké trojahelniky jsou tak
pfimo zadany. Zddvodnéni, Zze malé trojihelniky jsou rovnostranné, ukazeme pouze pro
trojthelnik LAG: Uhel u vrcholu A mé velikost 60°, protoZe je vnitfnim tihlem rovno-
stranného trojuhelniku ABC'. Piimky LG a C'B jsou podle zadani rovnobézné, thly ALG
a AC B jsou tedy souhlasné. Oba tyto thly maji velikost 60°, protoze ithel AC' B je vnitfnim
thlem v rovnostranném trojihelniku ABC'. Dva ze tii vnitinich hla v trojihelniku LAG
maji velikost 60°, proto je tento trojuihelnik rovnostranny.

Obvod dvanactithelniku mizeme vyjadrit jako obvod dvou velkych trojihelnikd zmen-
seny o obvod Sestitthelniku GHIJK L. Z rovnostrannosti malych trojihelnik plyne, ze
usecky GL a AL, KJ a KC jsou po dvojicich shodné. Délka lomené cary GLK.J je
tedy stejna jako délka tsecky AC, tj. 5cm. Podobné odvodime, ze i délka lomené cary
JIHG je 5cm. Odtud zname obvod Sestitthelniku GHIJKL; obvod dvanactiithelniku
AGEHBIFJCKDL je proto roven

6-5—2-5=20(cm),
a to bez ohledu na vzajemnou polohu velkych trojuhelniki, ktera vyhovuje zadani.
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Jiné feseni. Dvanactithelnik AGEHBIFJCKDL je tvofen stranami Sesti malych
trojuhelnikt, pricemz z kazdého malého trojihelniku se takto uplatni dvé z jeho tii
stran. VSechny tyto trojihelniky jsou rovnostranné, proto je obvod dvanéactithelniku
roven % souc¢tu obvodti malych trojuhelnikti. Soucet obvodd Sesti malych trojuhelniki
je vsak stejny jako soucet obvodu dvou velkych trojihelniki; obvod dvanactithelniku
AGEHBIFJCKDL je proto roven

2

a to bez ohledu na vzajemnou polohu velkych trojuhelnikii, ktera vyhovuje zadani.

Poznamky. Predchozi tvahy je mozné zjednodusit objevem, Ze malé trojihelniky jsou
po dvojicich shodné (LAG a IFJ, GEH a JCK, HBI a KDL). Tento poznatek je vSak
nutné zdivodnit, coz ukdzeme pro trojuhelniky LAG a IFJ: V tvodu jsme zduvodnili,
ze oba trojuhelniky jsou rovnostranné. Pritom vyska obou trojihelniki je stejnd — je to
vyska rovnostranného trojuhelniku o strané 5cm zmensend o vzdalenost rovnobézek I.J
a GL. Tyto trojuhelniky jsou tedy skutecné shodné.

Z8-1-5

Zakaznik vyvazejici odpad do sbérného dvora je povinen zastavit nalozenym autem na
vaze a po vykladce odpadu znovu. Rozdil namérenych hmotnosti tak odpovida vyvezenému
odpadu. Pat a Mat chybovali. Pii vazeni nalozeného auta se na vahu pripletl Pat a pii
vazeni vylozeného auta se tam misto Pata nachomytl Mat. Vedouci dvora si tak zaznamenal
rozdil 332 kg. Poté se na prazdnou vahu postavili spolecné vedouci a Pat, posléze samotny
Mat a vaha ukézala rozdil 86 kg. Déle se spolu zvazili vedouci a Mat, poté samotny Pat
a vdha ukazala rozdil 64 kg.

Kolik vazil vyvezeny odpad ve skutecnosti? (L. Simiinek)

Napovéda. Zkuste si hmotnosti a jejich rozdily znézornit graficky.

MozZné feseni. Z rozdili zmérenych pri vazeni s vedoucim plyne, Ze Pat je tézsi nez Mat.
Hmotnosti pfi téchto vazenich znazornime graficky:

: vedouci e Pat :
T 8_6_k_g ________ : Mat |
: vedouci : Mat :
T Teakg T Pat |

Rozdil hmotnosti Pata a Mata je zvyraznén tlustou ¢arkovanou ¢arou. Na schématu
vidime, Ze dvojnésobek tohoto rozdilu je roven 86 — 64 = 22 (kg). Pat je tedy o 11kg
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tézsi nez Mat. Pri vazeni odpadu Pat postavenim na vahu zvétsil méreny rozdil, Mat jej
postavenim na vahu zmensil. Namérena hodnota je tedy o tolik vétsi nez hmotnost odpadu,
o kolik je Pat téz81 nez Mat. Skuteénad hmotnost odpadu je 332 — 11 = 321 (kg).

Jiné feSeni. Hmotnosti Pata, Mata, vedouciho a odpadu ozna¢me po fadé p, m, v, x.
Pti prvnim vazeni bylo na vaze auto, odpad a Pat, pfi druhém vazeni auto a Mat. Rozdil
zméfenych hmotnosti lze tedy vyjadrit:

x+p—m = 332. (1)
Dalsi dva rozdily zmérenych hmotnosti vyjadiime obdobné:

v+p—m = 86, (2)
v+m —p=64. (3)

Odectenim rovnic (2) a (3) dostaneme:

2(p —m) = 86 — 64,
p—m = 11.

Dosazenim tohoto rozdilu do rovnice (1) dostaneme:

r+ 11 = 332,
r = 321.

Hmotnost vyvezeného odpadu je 321 kg.

Poznamka. Vsimnéte si, Ze hmotnost vedouciho 1ze uré¢it na rozdil od hmotnosti Pata ¢i
Mata jednozna¢né: napf. seCtenim rovnic (2) a (3) dostaneme 2v = 86 + 64 = 150, tedy
v =75 (kg).

7Z8-1-6

V domé méame mezi dvéma patry dvé rizna schodisté. Na kazdém z téchto schodist
jsou vSechny schody stejné vysoké. Jedno ze schodist ma kazdy schod vysoky 10 cm, druhé
ma o 11 schodi méné nez to prvni. Béhem dne jsem Sel pétkrat nahoru a pétkrat dold,
pricemz jsem si mezi témito dvéma schodisti vybiral ndhodné. Celkem jsem na kazdém ze
schodist zdolal stejny pocet schodi.

Jaky je vyskovy rozdil mezi patry? (M. Mach)

Napovéda. Nejdiiv urcete, kolikrat jsem mohl jit po jednotlivych schodistich.

MozZné reseni. Protoze druhé schodisté ma méné schodt nez prvni, musel jsem po ném
jit vickrat nez po prvnim. Béhem dne jsem tedy po schodistich mohl jit takto:

1krat po prvnim a 9krat po druhém,
2krat po prvnim a 8krat po druhém,
3krat po prvnim a 7krat po druhém,
4krat po prvnim a 6krat po druhém.
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Oznacime pocet schodt na prvnim schodisti x, na druhém schodisti jich je x — 11. Na
kazdém ze schodist jsem celkem zdolal stejny pocet schodi. Tato podminka dava pro kaz-
dou z vyse uvedenych moznosti rovnici s neznamou z, kterou vytfesime. V prvnim pripadé
dostavame:

x =9 — 99,
8z = 99,
99

Pocet schodtl je pfirozené cislo, tudiz tento pfipad nastat nemohl. Ve druhém piipadé
dostavame rovnici

2x = 8x — 88,

jejimz reSenim je x = %, takze tato moznost také nevyhovuje. Ve tretim pripadé dostavame

3r =Tx — 177,

s fesenim x = %, coz je opét nevyhovujici. Ve ¢tvrtém pripadé dostavame
4xr = 6x — 66,

s feSenim x = % = 33, coz je jedina vyhovujici moznost.

Prvni schodisté ma 33 schodii, kazdy schod je vysoky 10 cm, vyskovy rozdil mezi patry
je 3,3m.

Poznamka. Pokud uvazujeme, Ze po prvnim schodisti jsem Sel béhem dne celkem a-krat
a po druhém celkem b-krat, potom predchozi pozadavky miizeme formulovat takto:

a+b=10a ax = bx — 11b.

Ze druhé rovnice vyjadrime z:
11b

b—a
Aby x bylo kladné, musi byt b > a, coz spolu s podminkou a + b = 10 dava pravé cétyii
moznosti uvedené vyse. Aby x bylo pfirozené ¢islo, musi byt 11b délitelné b — a. Protoze
11 je prvocislo a b — a nemuze byt ani 11, ani 1, musi byt b délitelné b — a. Z uvedenych
¢ty moznosti této podmince vyhovuje pouze dvojice a =4 a b = 6.

xT

23



63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1
Petr si mysli dvojmistné c¢islo. Kdyz tohle ¢islo napiSe dvakrat za sebou, vznikne
Ctyrmistné cislo, které je délitelné deviti. Kdyz totéz c¢islo napise trikrat za sebou, vznikne
Sestimistné cislo, které je délitelné osmi. Zjistéte, jaké ¢islo si mize Petr myslet.
(E. Novotnad)

Napovéda. Jak se zadané informace o délitelnosti projevi v délitelnosti hledaného
dvojmistného ¢isla?

Mozné Feseni. Cislo, které vzniklo dvojnasobnym zapisem mysleného &isla, je podle za-
déni délitelné deviti, proto musi byt také jeho ciferny soucet délitelny deviti. Avsak ciferny
soucet takto vzniklého cisla je dvojnasobkem ciferného souc¢tu mysleného cisla. Proto je
ciferny soucet mysleného ¢isla nutné délitelny deviti.

Pokud ¢islo vzniklé trojndsobnym zapisem mysleného cisla je délitelné osmi, musi byt
délitelné i ¢tyrmi. Jeho posledni dvojécisli tedy musi byt délitelné ¢tyfmi a timto dvojéislim
je praveé myslené cislo.

Zjistili jsme, ze Petrovo myslené cislo je délitelné deviti a soucasné c¢tyimi, je tedy
délitelné 36. Jedina dvojmistna cisla délitelnd 36 jsou 36 a 72. Ovérme, ktera z téchto dvou
moznosti vyhovuje podmince v zadani o délitelnosti osmi:

e 363636 neni délitelné 8,
o 727272 je délitelné 8.

Petr si mtze myslet jediné ¢islo 72.

Poznamka. V reSeni pouzivame tato dobfe znama kritéria o délitelnosti:
e Cislo je délitelné ¢tyfmi, pravé kdyz jeho posledni dvojcisli je délitelné ¢tyrmi,
e Cislo je délitelné osmi, pravé kdyz jeho posledni trojcisli je délitelné osmi,

e Cislo je délitelné deviti, pravé kdyz jeho ciferny soucet je délitelny deviti.

79-1-2

Je dan rovnoramenny lichobéznik s délkami stran |AB| = 31lcm, |BC| = 26cm
a |CD| = 11cm. Na strané AB je bod E ur¢eny pomérem vzdélenosti |AE| : |[EB| = 3 : 28.
Vypoditejte obvod trojuhelniku CDE. (L. Dedkovd)

Napovéda. Pouzijte opakované Pythagorovu vétu.
MozZné FeSeni. Patu kolmice na stranu AB z bodu C, resp. D oznacime C’, resp. D’.
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A D' c’ B

Protoze je ABCD lichobéznik, plati |C'D’| = |CD| = 11cm, a protoZe je navic rovnora-

menny, tak

|AB|—|C'D'| 31-11
2 2

Pomoci Pythagorovy véty v pravoihlém trojuhelniku BC'C' (ktery je shodny s trojuhel-

nikem AD’D) vypoéteme vysku lichobézniku:

|CC'| = |DD'| = /|BC|?> — |BC'|2 = /262 — 102 = 24 (cm).

Na strané AB je ur¢en bod FE tak, ze |AE|: |[EB| = 3 : 28. Protoze 3+ 28 =31 a |AB| =
= 3lcm, je |[AE| =3cm a |[EB| = 28 cm. Odtud vyvozujeme, ze

|AD'| = |BC'| =

=10 (cm).

|ED'| = |AD'| — |AE| = 10 — 3 = 7 (cm),
|EC"| = |[EB| — |BC'| = 28 — 10 = 18 (cm).

D C

AE D C’ B

Pomoci Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku ED’D, resp. EC’'C vypoéteme délku
strany E'D, resp. EC"

|ED| = \/|ED'|2 + |DD'|?2 = \/7? + 242 = 25 (cm),
|EC| = \/|EC']2 +|CC"|2 = /182 + 242 = 30 (cm).
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Nyni mtizeme vypocitat obvod trojihelniku CDE:
0= |CD|+ |DE|+ |EC| =11+ 25+ 30 = 66 (cm).

Z9-1-3

Podlahu tvaru obdélniku o stranich 360 cm a 540 cm méame pokryt (beze spar) shod-
nymi ¢tvercovymi dlazdicemi. Mtizeme si vybrat ze dvou typt ¢tvercovych dlazdic, jejichz
strany jsou v poméru 2 : 3. V obou pripadech 1ze pokryt celou plochu jednim typem dlazdic
bez fezani. Mensich dlazdic bychom potifebovali o 30 vice nez vétsich.

Urcete, jak dlouhé jsou strany dlazdic. (K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete pocet pouzitych dlazdic v zavislosti na délce jejich strany.

Mozné reseni. Oznac¢me m délku strany malé dlazdice a v délku strany velké dlazdice
(v cm). Jestlize pokryjeme podlahu mensimi dlazdicemi, ke kratsi strané jich pak bude
priléhat % a k delsi strané 5;11—0, celkem jich tedy bude ?’mﬁ . %. Podobné celkovy pocet

vétsich dlazdic bude @ . 53—0. Podle zadani pak musi platit

360 540 360.5404_
m m v v

30. (1)
Protoze m : v = 2 : 3, mlZeme psat m = 2x a v = 3x pro novou neznamou .
Dosazenim do ptredchozi rovnice a dalsimi apravami dostavame:

180 270 120 180
X X o X i
180 - 270 = 120 - 180 + 3022,

180 - 150 = 3022,
900 = 2.

+ 30,

Cisla m, v a z jsou kladn4, tedy x = 30 a m = 60, v = 90 (cm).
Strany dlazdic jsou dlouhé 60 cm a 90 cm.

Jina napovéda. Urcete primo ze zadaného poméru 2 : 3 pomér poc¢tu jednotlivych dlaz-
dic.

Jiné reSeni. Protoze pomér délek stran dlazdic je 2 : 3, pomér jejich obsaht je 4 : 9.
Oznacime p,,, pocet malych dlazdic a p, pocet velkych dlazdic. Protoze oba typy dlazdic
pokryji cely obdélnik, musi platit

DPm Py =9 : 4. (2)

Ze zadani plyne, ze p,, = p, + 30, coz spolu s predchozim pomérem dava:

9

“Pv = Po 307
4p Dy +

5

Zpe = 30,

4p

Py = 24.
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Abychom uméli urc¢it délku strany velké dlazdice, musime zjistit, jak tyto dlazdice
pokryvaji obdélnikovou podlahu. Délky stran obdélniku jsou v poméru 360 : 540 = 2 : 3,
ve stejném poméru musi byt i pocty dlazdic priléhajicich k odpovidajicim strandm. Ze
vSech moznych rozkladi celkového poc¢tu velkych dlazdic,

24=1-24=2-12=3-8=4-6,

této podmince vyhovuje pravé posledni rozklad. Délka strany velké dlazdice je tak 3’% =
= 220 = 90 (cm). Délka strany malé dlazdice je pak 2 - 90 = 60 (cm).
Poznamky. Pokud v prvnim FeSeni misto pomocné neznamé x vyjadiime napi. m = %v,
potom po dosazeni do (1) dostavame rovnici s neznamou v. Po upravach dostaneme v = 90
am=2-90=60(cm).

Pokud ve druhém feseni misto p,, = %pv vyjadiime p, = %pm, potom po dosazeni
do (2) dostavame rovnici s nezndmou p,,,. Po jednoduché tpravé dostaneme p,,, = 54, jehoz

360

jediny vyhovujici rozklad je 54 = 6 - 9, tudiz m = “5= = % = 60 (cm).

7Z9-1-4

V pravotuhelniku ACKI jsou vyznaceny dvé rovnobézky se sousednimi stranami
a jedna uhlopticka. Pritom trojuhelniky ABD a GHK jsou shodné. Urcéete pomér obsahi

pravouhelnikt ABFE a FHK J. (V. Zddnik)
A B C
D
E i S H
I J K

Napovéda. Bod F' lezi na uhlopricce IC.

Mozné FeSeni. Ze zadani plyne, Ze trojuhelnik ABD je shodny také napft. s trojuhelni-
kem IJF. Odpovidajici shodnost je pravé osova soumeérnost podle primky, ktera je kolma
k tsecce Al a prochazi jejim stfedem. Podle této pfimky jsou soumeérné také tthlopricky
pravouhelniku AC K, coz znamend, Ze bod F' lezi na uhlopfi¢ce IC.
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1 J K

Obsah pravothelniku ABFFE tedy muzeme vyjadfit jako obsah trojihelniku TAC
zmenseny o obsahy trojuhelnikit /EF a FBC. Podobné mizeme obsah pravouhelniku
FHKJ vyjadrit jako obsah trojuhelniku C'KI zmenseny o obsahy trojuhelnikd FJI
a CHF. Trojuhelniky TAC a CKI, IEF a FJI, FBC a CHF jsou vsak po dvojicich
shodné, tudiz maji po dvojicich stejné obsahy. Odtud vyplyva, ze pravouhelniky ABFE
a FFH KJ maji stejny obsah.

Jina napovéda. Trojuhelniky ABD a GF D jsou podobné.

Jiné reSeni. Ze zadani plyne, ze trojuhelniky ABD a GFD maji po dvojicich shodné
vnitini thly, procez jsou podobné a odpovidajici strany jsou tudiz ve stejném poméru:

|AB| : |BD| = |GF| : |FD|,

neboli
|AB| - |FD|=|GF|-|BD|.

Protoze |AB| = |EF| a |BD| = |FJ|, mizeme pfedchozi rovnost interpretovat jako rovnost
obsahti pravothelniki EFDM a GFJN.

A B C
M D
E £ Xl H
I J N K
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Pravothelnik ABF' F sestava z pravouhelnikit EF DM a ABD M , pravouhelnik FH K J
sestava z pravouhelniki GFJN a GH K N, pficemz pravouhelniky ABDM a GHK N jsou
ziejmé shodné. Odtud vyplyvéa, ze pravouhelniky ABF'E a FFHK.J maji stejny obsah.

Poznamka. Druhou ¢ast prvniho feSeni lze najit jako samostatné tvrzeni v Eukleido-
vych Zékladech (43. tvrzeni v I. knize). Tento poznatek se pouziva napf. pii konstrukei
pravouhelniku, ktery ma dénu jednu stranu a stejny obsah jako jiny pravouhelnik (pfip.
trojuhelnik ¢i obecny mnohouhelnik).

79-1-5

Eva tesila experimentalni dlohu fyzikalni olympiady. Dopoledne od 9:15 provadéla
v tfiminutovych odstupech 4 méreni. Ziskané hodnoty zapisovala do tabulky, kterou si
pripravila v pocitaci:

hodin minut hodnota
9 15
9 18
9 21
9 24

Odpoledne v experimentu pokracovala. Tentokrat provedla v tfiminutovych odstupech

9 méfeni a hodnoty zapisovala do podobné tabulky. Omylem do pocitace zadala, aby se

zobrazil soucet deviti ¢isel z prostfedniho sloupce. Tento zbytecny vypocet vysel 258.
Ktera ¢isla byla v daném sloupci? (L. Simiinek)

Napovéda. Dokazte, Ze béhem experimentu musela minutova rucicka doséhnout ke dva-
nactce.

Mozné reSeni. Pokud béhem experimentu nedosdhla minutovd rucicka ke dvanactce,
muzeme cisla ve sloupci minut oznacit takto:

z,x+3, c+6,2+9, x+12, x + 15, z + 18, z + 21, = 4 24.
Jejich soucet je 9z + 108, coz ma byt rovno 258:

9x + 108 = 258,
9z = 150.

To vsak neni mozné, protoze x je prirozené c¢islo a 150 neni nasobkem 9.

Proto musela minutova rucicka v pribéhu experimentu dosdhnout ke dvanactce. Od
tohoto okamziku jsou vSechna c¢isla oproti pfedchozi posloupnosti zmensena o 60. Pokud
pocet méreni od dosazeni dvanactky oznacime z, pak soucet ¢isel v daném sloupci je roven

9z + 108 — 60z = 258, (1)
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pricemz z je prirozené c¢islo od 1 do 8. Po upravach dostavame:

9x = 150 + 60z,
3x = 50 + 20z.

Ptirozené ¢islo na levé strané je nasobkem tii. Aby bylo ¢islo na pravé strané také nasobkem
t¥1, musi byt z rovno 2, 5 nebo 8. Pro kazdou hodnotu z vypoc¢teme x a provedeme diskusi:

e Pro z = 2 dostaneme x = 30. Pokud by experiment zacal ve 30. minuté, skoncil
by v 54. minuté a k prechodu pres dvanactku by viibec nedoslo. To je v rozporu
s predpokladem z = 2.
e Pro z = 5 dostaneme x = 50. Pokud by experiment zacal v 50. minut€, skoncil by ve
14. minuté:
50, 53, 56, 59, 2, 5, 8, 11, 14. (2)

Po dosazeni dvanactky by se tak uskutecnilo pét méreni, coz je v souladu s predpo-
kladem z = 5.

e Pro z = 8 dostaneme = = 70. AvSak x oznacuje minuty po celé hodiné a miiZe nabyvat
jen hodnot 0 az 59.

Z uvedenych feseni rovnice (1) vyhovuje pouze druh4d moznost. Cisla, ktera byla na-
pséna ve sloupci minut, jsou uvedena v fadku (2).

Z9-1-6

V hostinci U Tt prasatek obsluhuji Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je necestny, takze
kazdému hostovi pripocita k celkové cené 10 krejcari. Rasik je poctivec, kazdému vyuctuje
presné to, co snédl a vypil. Sasik je dobrak, takze kazdému hostovi da slevu z celkové ttraty
ve vysi 20 %. Prasatka si jsou tak podobné, Ze zadny host nepozné, které zrovna obsluhuje.

Beranek Vendelin si v pondéli objednal tfi kolacky a dzbanek dzusu a zaplatil za to
56 krejcarti. Byl spokojen, takze hned v utery snédl pét kolacki, vypil k nim t¥i dzbanky
dzusu a platil 104 krejcari. Ve stiedu snédl osm kolackt, vypil ¢tyfi dzbanky dzusu a za-
platil 112 krejcart.

1. Kdo obsluhoval Vendelina v pondéli, kdo v utery a kdo ve stiedu?
2. Kolik krejcart G¢tuje Rasik za jeden kolacek a kolik za jeden dzbanek dzusu?
(Vsechny kolacky jsou stejné, stejné tak vSechny dzbanky dzusu. Ceny uvadéné v ji-
delnim listku se v uvedenych dnech neménily.) (M. Petrovad)

Napovéda. Kolik toho Vendelin snédl a vypil v pondéli a v utery dohromady?

Mozné reseni. VSimneme si, ze Vendelin snédl a vypil ve stfedu totéz, co v pondéli
a v utery dohromady. Jenze v pondéli a v utery dohromady utratil 564104 = 160 krejcari,
zatimco ve stfedu platil 112 krejcart, coz je o 48 krejcarti méné. Diskutujme, kdo mohl
obsluhovat ve stiedu:

e Kdyby to byl poctivec Rasik, musel by hostinec béhem pondé€li a utery oSidit Ven-
delina pravé o 48 krejcarti. Pri dvou placenich vsak lze zakaznika oSidit maximalné
o 20 krejcarti. Moznost, ze ve stfedu obsluhoval Rasik, proto zavrhujeme.
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e Kdyby to byl Pasik, byla by skutecna stfedec¢ni cena 112—10 = 102 krejcari. Vendelina
by museli béhem prvnich dvou dni osidit dokonce o 58 krejcari. Moznost, ze ve stfedu
obsluhoval Pasik, také zavrhujeme.

e Kdyby to byl Sasik, predstavovala by utrata 112 krejcarti 80 % skutecné ceny. To
znamend, ze skutecnd stfedecni cena by byla 112 : 0,8 = 140 krejcarti. Hostinec by
musel béhem pondéli a utery osidit Vendelina o 20 krejcarti. To se mohlo stat jen
tehdy, pokud ho v oba dny obsluhoval necestny Pasik. Tato moznost vyhovuje.

Znédme tedy odpovéd na prvni otdzku: V pondéli a ttery obsluhoval Pasik, ve stfedu
Sasik. Skute¢né ceny (tj. ceny podle Rasika) tak byly:

e pondéli (3 kolacky, 1 dzbének): 56 — 10 = 46 krejcari,
e utery (5 kolacku, 3 dzbanky): 104 — 10 = 94 krejcar,
e stieda (8 kolacku, 4 dzbanky): 112 : 0,8 = 140 krejcari.

Z Vendelinovy stfede¢ni objednavky mutzeme odvodit, ze 2 kolacky a 1 dzbanek dzusu
stoji 140 : 4 = 35 krejcarti. Porovnanim s Vendelinovou pondélni objednéavkou zjistujeme,
ze skutecna cena jednoho kolacku je 46 — 35 = 11 krejcarti. Podle pondélni objednéavky
uréime i skute¢nou cenu jednoho dzbanku: 46 — 3 - 11 = 13 krejcart. Tim mame odpovéd
na druhou otazku: Rasik Gctuje za jeden kolacek 11 krejcarti a za jeden dzbanek dzusu
13 krejcart.
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