64. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

[1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Petr, Martin a Jirka se trefovali do zvlastniho terce, ktery mél pouze tii pole s navzajem
riznymi hodnotami. Kazdy z chlapci hazel celkem desetkrat a vzdy se trefil do terce.
Bodovy zisk z prvnich osmi hodt méli vSichni t¥i chlapci stejny. Pfi poslednich dvou stfelach
trefil Jirka dvakrat pole s nejmensi moznou hodnotou, Martin dvakrat pole se stiedni
hodnotou a Petr dvakrat pole s nejvétsi hodnotou. Aritmeticky primeér vsech Martinovych
hodi byl o 1 vétsi nez primeér Jirktiv a Petrtiv primeér byl o 1 vétsi nez primér Martintiv.
Urcete vSechny mozné hodnoty poli na terci, vite-li, Ze jedna z nich byla 12.
(E. Novotnd)

Mozné fesSeni. Aritmeticky prumér vSech Martinovych hodu byl o 1 vétsi nez primeér
Jirktiv a kazdy z chlapcii hézel celkem desetkrat. Proto byl Martintiv celkovy soucet o 10
vétsi nez soucet Jirkiav. Tyto celkové soucty se pritom lisily pouze o soucty poslednich
dvou zasaht — Jirka trefil dvakrat pole s nejmensi moznou hodnotou, Martin dvakrat
pole se stfedni hodnotou. Proto bylo pole se stfedni hodnotou o 5 vétsi nez pole s nejmensi
hodnotou.

Podobnym zptisobem lze zdGvodnit, Ze pole s nejvétsi hodnotou bylo o 5 vétsi nez
pole se stredni hodnotou. Jedna z hodnot téchto tii poli byla 12, nevime vSak, zda to byla
ta nejmensi, stfedni nebo nejvétsi. V tivahu ptichazeji nasledujici t¥i moznosti hodnot poli
na terci:

e 12,17, 22,
o 7,12, 17,
e 2,7 12.

Poznamka. Soucet prvnich osmi hodi kteréhokoli z chlapcii ozna¢ime S a neznamé hod-
noty na terci postupné j, m a p, kde j < m < p. Pfi tomto znaceni lze zacatek predchoziho
feseni zapsat nasledovné:

S+2m  S+2j

1
10 10 b
2m = 25 + 10,
m = j+5.

Podobnym zptisobem lze zdtvodnit, ze p = m + 5.

Navrh hodnoceni. 4 body za objeveni a zdtivodnéni zavislosti mezi hodnotami poli na
terci; 2 body za uvedeni vsech tfi moznosti hodnot na terci.



Z9-111-2
V trojuhelniku ABC' lezi na strané AB body E a F. Obsah trojihelniku AEC je
1cm?, obsah trojthelniku EFC je 3cm? a obsah trojihelniku FBC je 2cm?. Bod T je

tézistém trojuhelniku AFC a bod G je prusecikem piimek CT a AB. Bod R je tézistém
trojuhelniku EBC a bod H je prusecikem piimek CR a AB.
Urcete obsah trojihelniku GHC. (E. Semerddovad)

MozZné resSeni. Podminkam ze zadani vyhovuje jediné usporadani bodiu F a F na tsec-
ce AB, viz obrazek. Obsah trojihelniku ABC' je roven souctu obsahti trojuhelniki AEC),
EFC a FBC, tj.

Sapc = Sagc + Serc + Srpo =1+ 3+ 2 =6 (cm?).

Tentyz obsah lze vyjadrit jako soucet obsahti trojuhelniki AGC, GHC a HBC. Obsah
prvniho a tfetiho trojuhelniku odvodime ze zadani, poté snadno urc¢ime obsah trojuhel-
niku GHC.

A E G H F B
Usecka CG je téznici trojuhelniku AFC, a ta déli tento trojuhelnik na dva trojihelniky

se stejnym obsahem. Pfitom obsah trojuhelniku AF'C je souc¢tem obsaht trojihelniki AEC
a FFC, které zname. Plati tedy

Sace = %(SAEC’ + Serc) = %(1 +3) =2 (cm?).
Podobnym zpiisobem lze zdtivodnit, Ze obsah trojuhelniku H BC' je roven
Supc = %(SEFC’ + Srpc) = %(3 +2) = 2,5 (cm?).
Obsah trojuhelniku GHC' je proto roven
Scre = Sapc — Sace — Supe =6 —2—2,5 =15 (cm?).

Navrh hodnoceni. 1 bod za uspofadani bodi E a F na tsefce AB (stac¢i nacrtek);
2 body za zjisténi, ze tsecka C'G, resp. CH déli trojihelnik AFC, resp. EBC na dva
trojihelniky se stejnym obsahem; 3 body za odvozeni hledaného obsahu.

Poznamka. Vsechny diskutované trojuhelniky maji spole¢nou vysku ze spole¢ného vrcho-
lu C. Proto jsou poméry obsahii kterychkoli dvou trojihelniki stejné jako poméry velikosti
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stran, které jsou protilehlé vrcholu C. K urcéeni obsahu trojihelniku GHC proto stac¢i urcit
pomér délky strany GH vzhledem k délce strany nékterého z trojuhelnikt se znamym
obsahem:

Pokud napt. ozna¢ime |AE| = a, potom |EF| = 3a a |FB| = 2a Jelikoz CG je téznici
trojuhelniku AFC, je bod G stfedem tsecky AF'. Velikost této usecky je |AF| = |AE| +
+ |EF| = 4a, tudiz |AG| = %|AF| = 2a. Podobné se zdtvodni, ze |HB| = i(|EF| +
+ |F'B|) = 2,5a. Velikost tisecky GH je proto rovna

IGH| = |AB| — |AG| — |HB| = (6 — 2 — 2,5)a = 1,5a.

Odtud plyne, ze Sgrc = 1,5 Sagc = 1,5 cm?.

Z9-111-3
Urcete, jaka je posledni ¢islice sou¢inu vSech sudych pfirozenych cisel, které jsou mensi
nez 100 a které nejsou nasobky desiti. (M. Volfovad)

Mozné fesSeni. Posledni ¢islice sou¢inu je dana vyhradné poslednimi éislicemi ¢initeld.
Pti reseni ulohy proto budeme ve vypoctech uvazovat pouze posledni cislice. Podle zadani
nasobime deset Ctveric Ciniteld a v kazdé z nich jsou ¢initelé koncici ¢islicemi 2, 4, 6 a 8.
Soucin 2-4-6-8 m4a na misté jednotek ¢islici 4. Pro zjisténi posledni ¢islice vysledku nasobeni
deseti takovych ctveric staci vynasobit deset ¢tyfek a pri nasobeni sledovat pouze posledni
¢islici:

Soucin 4 - 4 konéi ¢islici 6, proto misto nasobeni deseti ¢tyrek staci vynasobit pét
Sestek. Cislo 6 nasobeno sebou samym da opét ¢islo konéici éislici 6, a proto soudin péti
Sestek, a tedy i deseti ¢tyiek konci ¢islici 6. Hledana cislice je 6.

Jiné resSeni. Opét uvazujeme v soucinech pouze posledni ¢islice. Mame zadéno deset
¢initelt koncicich ¢islici 2, deset koncicich ¢islici 4, deset koncicich ¢islici 6 a deset koncicich
¢islici 8. Postupné budeme uvazovat o kazdych deseti ¢initelich:

Pti ndsobeni 2-2-2-2-2-2-2-2-2-2 sledujeme pouze ¢islice na misté jednotek a zjistime,
ze vysledek konci ¢islici 4. Podobné zjistime, ze souc¢in 4-4-4-4-4-4-4-4-4-4 kondi
¢islici 6, soucin 6:6-6-6-6-6-6-6-6-6 konci ¢islici 6 a soucin 8-8-8-8-8-8-8-8-8-8 konci
¢islici 4. Posledni ¢islici hledaného souc¢inu ur¢ime vynasobenim prave zjisténych ¢islic, tzn.
4-6-6-4. Tento soucin konci cislici 6, tedy hledana cislice je 6.

Navrh hodnoceni. 1 bod za objev, Ze sta¢i uvazovat pouze posledni Cislice ¢initelt;

4 body za mezivysledky a jejich zduvodnéni (napi. 2 body za posledni ¢islici soudinu
2-4-6-8 a2 body za posledni ¢islici mocniny 41°); 1 bod za hledanou &slici 6.

Z9-111-4

Je dan obdélnik ABC'D, jehoz kratsi strana je AB. Urcete, pro které body P na pfim-
ce AD plati, ze osa tthlu BPD prochéazi bodem C'. Svoje tvrzeni zduvodnéte a popiste, jak
byste vSechny takové body sestrojili. (L. Rizickovad)
Mozné reseni. Stiidavé thly urcené prickou PC dvou rovnobéznych piimek AD a BC
jsou shodné. Pfitom bod P jisté lezi na polopfimce DA. (Kdyby totiz lezel na opacéné
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polopiimce, potom by bod C' lezel mimo tthel BPD a osa tohoto ithlu by nemohla bodem C
prochézet.) Proto jsou iuhly DPC a PCB shodné.

Podle zadéani je ptimka PC' osou thlu BPD, proto jsou také uhly DPC a CPB
shodné. Trojihelnik CPB ma tedy dva shodné vnitini thly u vrcholi C' a P, proto je
tento trojuhelnik rovnoramenny s rameny BC' a BP.

Z uvedeného vyplyva, ze bod P je prisecikem polopfimky DA a kruznice se stie-
dem v bodé B a polomérem |BC|. Vzhledem k podmince |AB| < |BC| tato kruznice
polopfimku DA protiné, a to ve dvou rtznych bodech (z nichz jeden je vnitinim bodem
usecky AD).
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Navrh hodnoceni. 2 body za objev a zduvodnéni shodnosti thla DPC a PCB; 2 body
za objev a zduvodnéni vztahu | BP| = | BC|; 2 body za dofeSeni tlohy vcetné diskuse poctu
Feseni.



