66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

7711

Ctverec se stranou 4cm je rozdélen na ¢tverecky se stranou 1cm jako na obrazku.
Rozdélte ¢tverec podél vyznacenych ¢ar na dva ttvary s obvodem 16 cm. Najdéte alespon t1i
ruzné FeSeni (tzn. takova tii feSeni, aby zadny utvar jednoho Feseni nebyl shodny s zadnym
Utvarem jiného feseni). (V. Hucikovad)

Napovéda. Kde na obvodu ¢tverce mohou byt koncové body délici ¢ary?

MozZné fesSeni. Lomend Céara, kterd rozdéluje ¢tverec na dva utvary, lezi celd uvnitf ¢tver-
ce, s jeho obvodem ma spolecné pouze koncové body. Vzhledem k tomu, Ze nové utvary
maji mit stejny obvod, musi mit stejnou také tu jeho cast, kterd je na obvodu ctverce.
Koncové body délici ¢ary proto musi byt soumérné podle stiedu ctverce.

Dany ¢tverec ma obvod 16 cm a obvod dvou novych ttvard mé byt dohromady 32 cm.
Deélici cara je spolecnd obéma utvartm, dvojnasobek jeji délky proto odpovida rozdilu
32 — 16 = 16 (cm). Délici ¢ara musi byt dlouhd 8 cm.

Nyni nezbyva nez zkouset:

Poznamka. Jakékoli jiné rozdéleni je shodné s nékterym z predchozich.

7712

Na lyzatské soustiedéni prijeli 4 kamaradi ze 4 svétovych stran a vedli nasledujici
rozhovor.

Karel: ,Nepftijel jsem ze severu ani z jihu.“

Mojmir: ,,Zato ja jsem prijel z jihu.“

Pepa: ,,Prijel jsem ze severu.®

Zdenda: ,Ja z jihu nepfijel.”

Vime, Ze jedna vypovéd neni pravdiva. Urcete, ktera to je.

Kdo tedy pfijel ze severu a kdo z jihu? (M. Volfovad)
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Napovéda. Preformulujte predchozi vypovédi vzhledem ke svétovym strandm (nikoli
vzhledem k jednotlivym kamarddiam).

MozZné reseni. Podle predchozich vyrokt si predstavime, odkud kdo mohl pfijet:

ze severu Pepa, nebo Zdenda,
z vychodu Karel, nebo Zdenda,
z jihu Mojmir,

ze zapadu Karel, nebo Zdenda.

Nyni zvazujeme, které vyroky mohly byt nepravdivé:

e Kdyby lhal Mojmir, museli by vsichni ostatni mluvit pravdu, a to by znamenalo, ze
z jihu nepftijel nikdo. Mojmirova vypovéd tedy byla pravdiva.

e Kdyby lhal Zdenda, musel by pfijet z jihu, coz by znamenalo, ze lhal i Mojmir. Zden-
dova vypovéd tedy byla pravdiva.

e Kdyby lhal Karel, musel by prijet ze severu, nebo z jihu. To by v prvnim piipadé
znamenalo, Ze lhal i Pepa, ve druhém ptipadé, ze lhal i Mojmir. Karlova vypovéd tedy
byla pravdiva.

Mojmir, Zdenda a Karel mluvili pravdu, lhal tedy Pepa (coz vskutku neni s ni¢im
v rozporu). Ze severu proto ptijel Zdenda, z jihu pfijel Mojmir.

Poznamka. Pepa a Karel pfijeli jeden z vychodu a jeden ze zapadu; z uvedeného nelze
presné urcit, kdo ptijel odkud.

77-1-3
Anicka méa 50 K¢, Anezka ma 46 K¢ a za vSechny penize chtéji koupit zakusky na
rodinnou oslavu. Rozhoduji se mezi dortiky a vétrniky: vétrnik je o 4 K¢ drazsi nez dortik

a dortikd by se dalo za vSechny penize koupit o tfetinu vice nez vétrniki.
Kolik stoji kazdy ze zdkuska? (M. Volfova)

Napovéda. Kolika zptusoby lze beze zbytku utratit Ani¢ciny a Anezéiny penize?

Mozné resSeni. Anicka s Anezkou maji dohromady 96 K¢. Tuto ¢astku lze utratit jen
nékolika zpusoby, jez jsou odvozeny z vyjadfeni ¢isla 96 jako soucinu dvou piirozenych
Cisel:

9%6=1-96=2-48=3-32=4-24=6-16=8-12.

Cené vétrniku a cené dortiku maji odpovidat ¢isla s rozdilem 4. Takové dvojice ¢isel jsou
mezi uvedenymi souéiniteli pouze t¥i (vyznaceny tlusté):

2-48=6-16, 4-24=8-12, 6-16=28-12.

V prvnim pripadé by se dévcata rozhodovala mezi 48 dortiky po 2 K¢ a 16 vétrniky po 6 K¢;
48 vsak neni o tfetinu vice nez 16, proto tato moznost nevyhovuje.

Ve druhém ptipadé by se dévcéata rozhodovala mezi 24 dortiky po 4 K¢ a 12 vétrniky
po 8 K¢; 24 vSak neni o tfetinu vice nez 12, proto ani tato moznost nevyhovuje.

Ve tietim pfipad€ by se dévcata rozhodovala mezi 8 dortiky po 12 K¢ a 6 vétrniky
po 16 K¢; pritom 8 je o tfetinu vice nez 6, proto se jedna o jedinou vyhovujici moznost.

Jeden dortik stal 12 K¢, jeden vétrnik stal 16 K¢.

Jiné FeSeni. Za stejné penize lze koupit o tfetinu vice dortik nez vétrniki, tzn. za cenu
3 vétrnik lze koupit 4 dortiky. Vétrnik je o 4 K¢ drazsi nez dortik, 3 vétrniky tedy stoji
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o 12 K¢ vice nez 3 dortiky. Z uvedeného plyne, ze 12 K¢ plus cena 3 dortikd odpovida cené
4 dortikl. Proto dortik stoji 12 K¢. Vétrnik stoji o 4 K¢ vice, tedy 16 K¢.

(Pro kontrolu: za 96 K¢ mohou divky koupit 96 : 16 = 6 vétrnikid nebo 96 : 12 = 8
dortiku.)
Poznamka. Pro vSechny, kdo umi vyjadfit podminky ze zadani pomoci nezndmych, do-
davame:

Pokud cenu dortiku ozna¢ime d (K¢), potom vétrnik stoji d + 4 (K¢). Pokud pocet

veétrniki, které 1ze koupit za vSechny penize, oznacime k, potom dortiki lze za stejné penize
koupit %k. Ze zadani vime, ze

4
ke (d+4) = k- d.

Odtud vyplyva, ze 3d + 12 = 4d, tedy d = 12, resp. d + 4 = 16.

77-1-4
Napiste misto hvézdicek ¢islice tak, aby nasledujici zapis souc¢inu dvou c¢isel byl platny:

* %

X * %
* ok % ok

4949

kookook

* ok ok 4 ok %

(L. Hozovad)
Napovéda. Zacnéte s druhou ¢islici druhého soudinitele.

Mo#né FeSeni. Cislo 4949 je soucinem prvniho soucinitele a druhé éislice druhého sou-
¢initele. Pfitom 4949 = 707 - 7, tudiz

707
X % 7 %

* % ok ok
4949
* ok ok
* % % 4 % %

Posledni pomocny soucin je souc¢inem 707 a prvni ¢islice druhého soucinitele. Pritom
tento soucin je trojmistny, tudiz ona c¢islice mtze byt jediné 1,

707
x 17 %
* ok ok ok
4949
707

* % % 4 % %

Prvni pomocny soucin je soucinem 707 a tfeti ¢islice druhého soucdinitele. Pritom tento
soucin je ¢tyfmistny, tudiz ona ¢islice musi byt vétsi nez 1. Po dosazeni vSech ¢islic od 2
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do 9 a dopocitani prikladu zjistujeme, Ze ¢tvrta Cislice ve vysledku je rovna 4, pouze kdyz
neznama cislice je 6.
Uloha ma4 jediné feseni, a to

707
x 176

4 2 4 2
4949
707
124432

Poznamka. Zavérecné zkouseni je mozné urychlit tim, Ze se nejprve zamérime na druhou
¢islici prvniho pomocného souc¢inu — z uvedeného lze snadno vyvodit, ze to mize byt
jediné 2.

7Z7-1-5
Je dan trojuhelnik ABC se stranami |[AB| = 3cm, |BC| = 10cm a s thlem ABC
o velikosti 120°. Narysujte vsechny body X tak, aby platilo, ze trojuhelnik BC'X je rov-

noramenny a soucasné trojiuhelnik ABX je rovnoramenny se zakladnou AB.
(E. Semerddovad)

Napovéda. Uvédomte si, jak sestrojite tfeti vrchol trojuhelniku, znate-li dva jeho vrcholy
a velikosti dvou zbylych stran.

Mozné ieSeni. Usecka AB je zékladnou rovnoramenného trojuhelniku ABX, tedy
|XA| = |XB|. VSechny body X s touto vlastnosti tvofi osu tsecky AB, tzn. kolmici
jdouci stfedem tsecky AB.

Pokud je tsecka BC zakladnou rovnoramenného trojuhelniku BC X, potom bod X
musi lezet na ose tsecky BC'. V takovém piipadé je bod X prisecikem os tsecek AB a BC'
(na obrazku oznacen jako Xj).

Pokud je tisecka BC ramenem rovnoramen-
ného trojuhelniku BCX a tsecka BX jeho za-
kladnou, potom |C'B| = |CX]|. VSechny body X
s touto vlastnosti tvori kruznici, ktera ma stred
v bodé C' a prochézi bodem B. V takovém pfi-
padé je bod X prusecikem této kruznice a osy
tsecky AB (dvé moznosti, na obrazku oznaceny
X2 aX 3).

Pokud je tisecka BC ramenem rovnoramen-
ného trojihelniku BCX a tsecka C'X jeho za-
kladnou, potom |BC| = |BX]|. VSechny body X
s touto vlastnosti tvori kruznici, ktera ma stred
v bodé B a prochazi bodem C. V takovém pfi-
padé je bod X prusecikem této kruznice a osy
usecky AB (dvé moznosti, na obrazku oznaceny
X4 a X 5).

Uloha m4 celkem pét feseni vytnacenych na
obrazku.
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Poznamky. Zvolené méritko nema vliv na hodnoceni ulohy, zato vsak vénujte pozornost
konstrukci osy tsecky.

Osa tsecky BC prochézi spolecnymi body vyznacenych kruznic. Body X4 a X5 lze
sestrojit také jako priseciky kruznice se stfedem v bodé B prochazejici bodem C' a kruznice
s tymz polomérem a stfedem v bodé A.

77-1-6
Urcete, pro kolik prirozenych ¢isel vétsich nez 900 a mensich nez 1001 plati, Ze ciferny
soucet ciferného souctu jejich ciferného souctu je roven 1. (E. Semerddova)

Napovéda. Jaky nejvétsi ciferny soucet maji ¢isla od 900 do 10017

MozZné feseni. Mezi ¢isly 900 a 1001 mé nejvétsi ciferny soucet ¢islo 999, a to 27; vétSimi
soucty se zabyvat nemusime.

Mezi ¢isly 1 a 27 ma nejvétsi ciferny soucet ¢islo 19, a to 10; vétsimi soucty se zabyvat
nemusime.

Mezi ¢isly 1 a 10 maji ciferny soucet 1 pouze c¢isla 1 a 10; ostatnimi ¢isly se zabyvat
nemusime.

Nyni odzadu ur¢ime vSechna feSeni (v prvnim sloupci je 1 a v kazdém dalsim sloupci
jsou ¢isla, jejichz ciferny soucet je roven ¢islu v sloupci pfedchozim):

1 1 1 1000
10 901
910
10 19 919
928
937
946
955
964
973
982
991

Cisel s uvedenymi vlastnostmi je celkem 12.
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