66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1
Tii kamaradky veverky spolu vyrazily na sbér liskovych ofiskt. Zrzecka jich nasla
dvakrat vic nez Pizizubka a Ouska dokonce ttikrat vic nez Pizizubka. Cestou domt si
povidaly a pritom louskaly a jedly své orisky. Pizizubka snédla polovinu vSech ofisk,
které nasbirala, Zrzecka tretinu vsech svych ofiskd a Ouska c¢tvrtinu téch svych. Doma
veverky zjistily, ze jim dohromady zbylo 196 oriski.
Kolik ofiskid nasla kazdé z veverek? (M. Petrovad)
Napovéda. Jakou ¢ast vSech nalezenych oriski donesly veverky domui?
MozZné feseni. Pokud mnozstvi oriski, které nasla Pizizubka, oznac¢ime x, potom Zrzecka
nasla 2x oriskt a Ouska 3z oriskt.
e Pizizubka snédla polovinu svych ofiskii, zbylo ji § ofiskil.
e Zrzecka snédla tfetinu svych ofiskd, zbylo ji % 2x = %x otiskd.
e Ouska snédla ¢tvrtinu svych ofiski, zbylo ji % -3x = %a: orisk.

Vsem veverkdm dohromady zbylo

2 3 4 12

otiski, coz je podle zadani rovno 196. Tedy

49
=1
12:1: 96,
T _y
12
T = 48.

Pizizubka nasla 48 ofiskt, Zrzecka 2 - 48 = 96 ofiskti a Ouska 3 - 48 = 144 oriska.

78-1-2

Na kazdé sténé pravidelného osmisténu je napsano jedno z cisel 1, 2, 3,4, 5,6, 7 a 8,
pricemz na rtznych sténach jsou rtzna cisla. U kazdé stény Jarda urcil soucet ¢isla na ni
napsaného s ¢isly tii sousednich stén. Takto dostal osm souctii, které také secetl.

Jakych hodnot muze tento vysledny soucet nabyvat? (J. Zhouf)

Napovéda. Kolikrat je kazdé ¢islo zapocitano do celkového souctu?

Mozné ieSeni. Cislo na kazdé sténé je zapoéitino celkem ve é&tyfech diléich soudétech
(kazda sténa se pocitd jednou jako prostfedni a tiikrat jako sousedni). Proto je také ve
vysledném souctu kazdé z ¢isel zapocitano ¢tytikrat. Vysledny soucet tedy nabyva hodnoty

4-(142+34+4+5+6+7+8)=4-36=144,

a to nezavisle na tom, jak byla ¢isla na sténach osmisténu napsana.
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Z8-1-3

Pri stfelbé z luku se mimo jiné sleduje vykonnost stielce. Ta se pocita tak, ze se ze
vSech pokust odebere jeden nejlepsi a jeden nejhorsi a z hodnoceni zbylych se spocita
aritmeticky prameér.

Kamaradi Petr, Jirka, Michal a Zdenék sttileli po jenom sipu ve ¢tyrech kolech. Kazda
stiela byla hodnocena celym ¢islem od 0 do 10. V kazdém kole byl soucet hodnoceni vsech
chlapci 32 bodt, ale ani v jednom kole neméli zadni dva chlapci stejné hodnoceni.

V nésledujici tabulce jsou vyplnény jen nékteré tidaje z popsaného utkani, doplite ty
chybéjici. (M. Dillingerovad)

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Petr 5 10
Jirka, 9 10 7,5
Michal ) 8
Zdenek 8,5
celkem 32 32 32 32 —

Napovéda. Zacnéte s Petrem.

Mozné feseni. Protoze vykonnost Petra byla 10, musel nastfilet v prvnich t¥ech kolech
po 10 bodech. Protoze soucet hodnoceni ve 3. kole byl 32 bodti, musel Zden€k v tomto kole
trefit 8 bodt. Protoze soucet hodnoceni ve 4. kole byl 32 bodii, musel byt soucet hodnoceni
Michala a Zdenka v tomto kole 17 bodi. Protoze v zadném kole neméli zadni dva chlapci
stejné hodnoceni, mohli mit v tomto kole

a) bud Michal 9 a Zdenék 8 bodi,
b) nebo Michal 8 a Zdenék 9 bodi.

Pfedpokladejme moznost a) a pokusme se doplnit tabulku

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Petr 10 10 10 5 10
Jirka 9 10 7,5
Michal 5 9 8
Zdenék 8 8 8,5
celkem 32 32 32 32 —

Aby vykonnost Zdenka byla 8,5 = 17 : 2, musel v prvnich dvou kolech trefit po 9 bodech.
Aby vykonnost Michala byla 8 = 16 : 2 a aby v zadném kole nemél stejné hodnoceni jako
Zdenék, musel v prvnich dvou kolech trefit po 8 bodech. Aby soucet hodnoceni v 1. i 2.
kole byl 32 bodi, musel Jirka v téchto dvou kolech trefit po 5 bodech. V takovém pripadé
by vsak jeho vykonnost nebyla 7,5 (ale jen 7). MozZnost a) proto nemohla nastat.
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Pfedpokladejme moznost b) a pokusme se doplnit tabulku

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Petr 10 10 10 5 10
Jirka 9 10 7,5
Michal 5 8 8
Zdenék 8 9 8,5
celkem 32 32 32 32 —

Aby vykonnost Jirky byla 7,5 = 15 : 2, musel v jednom z prvnich dvou kol trefit 6 a ve
druhém 6 nebo méné bodu. Aby vykonnost Michala byla 8 = 16 : 2 a aby v zadném kole
nemél stejné hodnoceni jako Petr, musel v jednom z prvnich dvou kol trefit 8 a ve druhém
8 nebo 9 bodt.

Kdyby Jirka trefil 6 bodi ve stejném kole jako Michal 8, potom by Zdenék ve stejném
kole musel trefit 8 boda (aby byl souc¢et hodnoceni v tomto kole roven 32 bodii). To by
vSak Michal a Zdenék méli stejné hodnoceni, proto tato moznost nastat nemohla.

Jirka tedy musel trefit 6 bod v jiném kole nez Michal 8. Pfedpokladejme, ze tak ucinil
v 1. kole a pokusme se doplnit tabulku (z pfedchoziho vyplyva, ze Michal v tomtéz kole
musel trefit 9 bodi)

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Petr 10 10 10 5 10
Jirka 6 9 10 7,5
Michal 9 8 5 8 8
Zdenék 8 9 8,9
celkem 32 32 32 32 —

Aby soucet hodnoceni v 1. kole byl 32 bodi, musel Zdenék v tomto kole trefit 7 bodi.
Aby vykonnost Zdenka byla 8,5 = 17 : 2, musel ve druhém kole trefit 9 bod. Aby soucet
hodnoceni ve 3. kole byl 32 bodi, musel Jirka v tomto kole trefit 5 bodii. Protoze 5 je mensi
nez 6, souhlasi vykonnost Jirky se zadanim. Nasli jsme jedno vyhovujici feseni tlohy:

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Petr 10 10 10 5 10
Jirka 6 5 9 10 7,5
Michal 9 8 5 8 8
Zdenek 7 9 8 9 8,9
celkem 32 32 32 32 —

Jirka ovsem mohl trefit 6 bodu ve 2. kole. V takovém ptipadé by vysledna tabulka
meéla prohozena hodnoceni u 1. a 2. kola.
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7Z8-1-4

Lichobéznik ABCD je tseckou C'E rozdélen na trojihelnik a rovnobéznik, viz ob-
razek. Bod F je stfedem tusecky C'FE, primka DF' prochézi stifedem usecky BE a obsah
trojuhelniku CDE je 3 cm?.

Urcete obsah lichobézniku ABCD. (E. Semerddovad)

D C

A E B

Napovéda. Porovnejte velikosti tisecek AF a EB.

MozZné reseni. Stied tsecky BE, kterym podle zadani prochéazi primka DF', oznac¢ime
G. Usecka FG je stiedni pfickou trojihelniku BCE, které je rovnobézna se stranou BC.
Zejména ctytuhelnik GBCD je také rovnobéznikem, a proto plati, ze usecky EG, GB, DC
a AF jsou navzajem shodné.

D C D C
/% m
A E G B A E G B
Lichobéznik ABCD tak muzeme rozdélit na ¢tyfi trojuhelniky AED, DCE, EGC

a GBC se stejnym obsahem (prvni tfi trojihelniky jsou dokonce navzajem shodné). Obsah
lichobézniku je proto roven ¢tyinasobku obsahu trojuhelniku CDE, tj.

4.3 =12cm?.

Poznamka. Trojihelniky DFC' a GFE jsou shodné, proto ma rovnobéznik AEC D stejny
obsah jako trojuhelnik AGD, a ten je shodny s trojihelnikem EFBC. (V obou pfipadech
1ze shodnost trojuhelniki zduvodnit nékolika zptisoby, napt. podle véty wusu.) Obsah li-
chobézniku ABCD je proto roven dvojnasobku obsahu rovnobézniku AECD, a ten je
roven dvojnasobku obsahu trojihelniku CDE.

Z uvedeného také vyplyva, ze obsah trojuhelniku EFBC je ¢tyfnasobkem obsahu troj-
uhelniku DFC, a ten je roven poloviné obsahu trojihelniku CDE.
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Z8-1-5

Maminka donesla 10 zédkuskt t¥1 druhti: kokosek bylo méné nez laskonek a nejvic bylo
karamelovych kostek. Josef si vybral dva zakusky rtznych druhi, Jakub udélal totéz a na
Jana zbyly pouze zadkusky stejného druhu.

Kolik kokosek, laskonek a karamelovych kostek maminka donesla? (V. Hucikovad)

Napovéda. Jaky druh zakuskd zbyl na Jana?

Mozné reseni. Kdyz se k zadkuskim dostal Jan, bylo jich 6 stejného druhu, a to kara-
melovych kostek — kdyby to byly kokosky nebo laskonky, muselo by kostek byt vic nez 6
a zakuski celkem by pak bylo vic nez 10. Proto karamelovych kostek ptivodné bylo alespon
6 a maminka prinesla

e bud 1 kokosku, 3 laskonky a 6 kostek,
e nebo 1 kokosku, 2 laskonky a 7 kostek.

Prvni moznost neni vyhovujici — aby Josef i Jakub méli kazdy dva zakusky rtiznych
druhti, musel by alespon jeden z nich vybrat také kostku, a to by jich pak na Jana nezbylo
6.

Druhd moznost je vyhovujici — jeden z prvnich dvou chlapcti si vybral kokosku
a laskonku, druhy laskonku a kostku, na Jana zbylo 6 kostek.

Maminka pfinesla 1 kokosku, 2 laskonky a 7 karamelovych kostek.

7Z8-1-6
Kazda cihlicka nasledujici pyramidy obsahuje jedno ¢islo. Kdykoli to je mozné, je cislo
v kazdé cihlicce nejmensim spole¢nym nasobkem c¢isel ze dvou cihlicek lezicich pfimo na ni.
Které cislo mtze byt v nejspodnéjsi cihlicce? Urcete vSechny moznosti.
(A. Bohinikovad)

13 14

Napovéda. Jaky je nejmensi spolecny nasobek tii ¢isel, z nichz jedno je délitelem jiného?

Mozné Feseni. Cislo 30 m4 celkem 8 déliteltl, jez mohou byt dosazeny za A a B.

13 A B 14

C 30 D
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Cislo C' je nejmensim spoleénym nasobkem 13 a A, ¢islo E je nejmensim spoleénym
nasobkem C' a 30, tedy FE je nejmensim spoleénym néasobkem c¢isel 13, A a 30. Protoze A
je délitelem c¢isla 30, je ¥ nejmensim spolecnym nasobkem ¢isel 13 a 30, tj. 390 = 13 - 30.

Podobné lze zdtvodnit, ze bez ohledu na hodnotu B, je F' nejmensim spoleénym
nasobkem c¢isel 14 =2-7a30=2-3-5, tj. 210 =7 - 30.

Cislo G v nejspodnéjsi cihliéce proto miize byt jediné nejmensim spoleé¢nym nasobkem
¢isel 390 a 210, tj. 2730 = 7-13 - 30.

13 * * 14

Poznamka. Pokud bychom uvazovali vSechny mozné dvojice Cisel, jejichz nejmensi spo-
le¢ny nasobek je 30, potom dostaneme celkem 27 moznosti. Dopliiovanim jednotlivych
pripadt za A a B si kazdy diiv nebo pozdéji vSimne, ze Cisla F, F', a tedy i G jsou stale
stejna.
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