66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1
Ve vSech deviti polich obrazce maji byt vyplnéna ptirozena cisla tak, aby platilo:
e kazdé z Cisel 2, 4, 6 a 8 je pouzito alespon jednou,
e Ctyfi z poli vnitiniho ¢tverce obsahuji souciny ¢isel ze sousedicich poli vnéjsiho ctverce,
e v kruhu je soucet cisel ze sousedicich poli vnitiniho ¢tverce.

Zjistéte, které nejmensi a které nejvétsi ¢islo muze byt napsano v kruhu.
(M. Dillingerovad)

Napovéda. Mize byt ¢islo v kruhu mensi nez 20, resp. vétsi nez 20 0007

Mozné teseni. Pro dostatecné velké ¢islo v nékterém z rohovych poli vnéjsiho ctverce
mohou byt odpovidajici souciny ve vnitinim ctverci vétsi nez libovolné predem zvolené
¢islo. Proto i soucet v kruhu mtze byt libovolné velky.

Zjistime, jaky nejmensi soucet miize byt v kruhu. Jisté to nemiize byt zadné z prede-
psanych ¢éisel: ani to nejvétsi z nich (8) totiz neni vétsi nez soucet zbylych tii (2+446 = 12).
Soucet v kruhu proto musi byt vétsi nebo roven souctu vsSech ptredepsanych disel, tj.
2444648 =20.

Kdyby soucet v kruhu byl 20, potom by predepsana ¢isla musela byt ve ¢tyrech sou-
sedicich polich malého c¢tverce. Protoze jedno z téchto ¢isel je 6, muselo by byt jedno ze
sousedicich poli vnéjsiho ¢tverce 6 nebo 3, a to by také musel byt délitel druhého sousedi-
ciho pole vnitiniho étverce. Zadné z &isel 2, 4 a 8 viak takového délitele nem4, proto tato
moznost nastat nemuze.

Soucet v kruhu proto musi byt vétsi nebo roven 21. Nésledujici vyplnéni dokazuje, ze
nejmensi cislo, které mtze byt v kruhu napsano, je 21.
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Poznamka. Vsimnéte si, ze ¢islo v kruhu je vzdy soucinem souctd dvojic protilehlych
¢isel vnéjsiho Ctverce. Tento poznatek lze také vyuzit pii feseni alohy.

Z9-1-2
Z bodu A do bodu C' vede nauc¢néa stezka prochéazejici bodem B a jinudy také ¢ervena
turisticka znacka, viz obrazek. Kromeé toho lze pouzit také nezakreslenou zkratku dlouhou
1500 metrta zac¢inajici v A a ustici na naucné stezce. Vojtéch zjistil, ze
1. vylet z A po cervené do C' a po naucné stezce zpét do A je dlouhy 7700 metri,
2. vylet z B po naucné stezce do C' a pak po cervené do A je dlouhy 5800 metrii,
3. s vyuzitim zkratky je cesta z A do B dlouha 1700 metri,
4. vylet z A po naucné stezce do C a zpét do A nejprve po naucné stezce a poté po
zkratce je dlouhy 8 800 metri.

Urcete délku nau¢né stezky z A do C. Pokud zadani pfipousti vice odpovédi, uvedte
vSechny. (L. Simiinek)

A

Napovéda. Zjistéte, kde mohla ustit zkratka na nauc¢nou stezku.

MozZné FeSeni. Zkratka mohla Ustit na nauc¢nou stezku bud v tseku mezi A a B, nebo
v useku mezi B a C.

C

A

Zkratka byla dlouha 1500 m a s jejim vyuzitim byla cesta z A do B (podle 3. informace)
dlouha 1700 m. Vzdalenost B od usti zkratky proto byla v obou pfipadech stejna, a to

1700 — 1500 = 200 (m).
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Z 1. a 2. informace plyne, ze cesta z A do B po nau¢né stezce byla dlouha
7700 — 5800 = 1900 (m).

Pokud délku tiseku nauc¢né stezky mezi B a C' oznac¢ime y, potom s vyuzitim 4. infor-
mace dostavame dvé rizné rovnice podle toho, kde tsti zkratka:

a) Pro tusti v tiseku mezi A a B plati

1900 + 2y + 200 + 1500 = 8800,
2y = 5200,
y = 2600 (m).

V tomto pripadé byla cela nauc¢na stezka dlouha
1900 + 2600 = 4500 (m).
b) Pro tGsti v tseku mezi B a C plati

1900 + 2y — 200 + 1500 = 8 800,
2y = 5 600,
y = 2800 (m).

V tomto ptipadé byla celd naucna stezka dlouha

1900 + 2800 = 4700 (m).

Poznamka. Pokud délku tseku nau¢né stezky mezi A a B oznacime x, mezi B a ustim
zkratky z a délku cervené cesty mezi A a C' oznac¢ime w, potom informace ze zadani lze
zapsat pomoci rovnic takto:

1. w+y+2x="7700,

2. y+w = 5800,

3. 1500 + z = 1700,

4. v+ 2y + z+ 1500 = 8800, resp. z + 2y — z + 1500 = 8 800.

V predchozim je predstaveno postupné feSeni této soustavy pro neznadmé z, x a y

(a nasledné vyjadieni soué¢tu z+vy). Ze druhé rovnice lze vyjadiit také hodnotu nezndmé w.

Z9-1-3
Julince se zakutalel mi¢ek do bazénu a plaval ve vodé. Jeho nejvyssi bod byl 2 cm nad
hladinou. Primér kruznice, kterou vyznacila hladina vody na povrchu micku, byl 8 cm.
Uréete pramér Julinéina micku. (L. Hozova)

Napovéda. Jaky je vztah mezi polomérem micku, polomérem kruznice vyznacené hladi-
nou a vzdalenosti stfedu micku od hladiny?

Mozné treseni. Nasledujici obrazek znézornuje fez micku, ktery prochéazi jeho stiedem
(bod S) a je kolmy k hladiné (pfimka AB). Bod C je patou kolmice z bodu S k hladiné
a bod D je nejvyssim bodem micku nad hladinou.
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Ze zadéani vime, ze |AC| = 4cm a |CD| = 2cm. Polomér micku |SA| = |SD| ozna-
¢ime r. Podle Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku AC'S dostavame:

r? =47 + (r — 2)%,
r? =16+ r® — 4dr + 4,
4r = 20,

r=5.

Julin¢in micek mél primeér 10 cm.

7Z9-14

Katka si myslela pétimistné piirozené cislo. Do sesitu napsala na prvni fadek soucet
mysleného ¢isla a poloviny mysleného ¢isla. Na druhy fadek napsala soucet mysleného cisla
a pétiny mysleného cisla. Na tteti fadek napsala soucet mysleného cisla a devitiny mysle-
ného cisla. Nakonec secetla vSechna tfi zapsand cisla a vysledek napsala na ¢tvrty radek.
Poté s tzasem zjistila, ze na ¢tvrtém radku ma zapsanu tieti mocninu jistého prirozeného
Cisla.

Urcete nejmensi ¢islo, které si Katka mohla myslet na zacatku. (L. Ruzickovad)

Napovéda. Vyjadiete soucet na ¢étvrtém fadku pomoci puvodné mysleného ¢isla.

Mozné feseni. Pokud myslené pétimistné ¢islo oznacime z, potom na prvnich t¥ech rad-
cich byla napsana c¢isla x + %9@ =3z, x4+ %m =S ax+ %x = 192 Soucet na ¢tvrtém

2 5 9
radku byl roven
2 5 9 90

Tento vysledek méa byt treti mocninou jistého pfirozeného c¢isla, takze je sim prirozenym
¢islem. Jelikoz c¢isla 343 a 90 jsou nesoudélnd, musi byt z ndsobkem 90. Jelikoz 343 je tieti
mocninou 7, musi byt %x treti mocninou néjakého prirozeného ¢isla.

Nejmensim nasobkem 90, ktery je pétimistny, je 10080 = 90 - 112; proto 9—10x > 112.
Nejmensi tfeti mocninou néjakého prirozeného cisla, ktera je vétsi nez nebo rovna 112, je
125 = 5%; proto gz = 125.

Nejmensi c¢islo, které si Katka mohla myslet, je 90 - 125 = 11 250.
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Z9-1-5
Mysky si postavily podzemni domecek sestavajici z komirek a tunylk:

kazdy tunylek vede z komurky do komtrky (tzn. zddny neni slepy),

z kazdé komurky vedou pravé tii tunylky do tfi riznych komdrek,

z kazdé komtrky se lze tunylky dostat do kterékoli jiné komirky,

v domecku je pravé jeden tunylek takovy, ze jeho zasypanim se domecek rozdéli na
dvé oddélené casti.

Kolik nejméné komiirek mohl mit mysi domecek? Nacrtnéte, jak mohly byt komirky
pospojovany. (K. Jasencdkovad)

Napovéda. Zac¢néte kritickym tunylkem.

Mozné reseni. Komirky budeme znacit krouzky, tunylky ¢arami. Za¢neme kritickym
tunylkem, jehoz zasypanim se domecek rozdéli na dvé oddélené casti. Pokud komtrky
na koncich tohoto tunylku oznacime A a B, potom kazda komurka patii do pravé jedné
z nasledujicich dvou skupin:

a) komurka A a vSechny komirky, do kterych se z ni lze dostat bez pouziti tunylku AB,
b) komirka B a vSechny komirky, do kterych se z ni lze dostat bez pouziti tunylku BA.

To znamena, ze zadna komtrka z jedné skupiny neni spojena tunylkem s zadnou
komiirkou z druhé skupiny. Nyni uréime, kolik nejméné komuirek muiize byt v jedné skupiné,
aby byly splnény ostatni podminky:

e Aby z komurky A vedly tfi tunylky, musi byt ve skupiné a) alespon dvé dalsi komirky,
které oznacime C' a D. Tti komtrky ve skupiné vsak nestac¢i — lze spojit jediné C
a D, atobyzC aD vedly pouze dva tunylky.

e Proto ve skupiné a) musi byt alespoti jedna dalsi komtirka, kterou oznac¢ime E. Ctyti
komtrky vsak také nestaci — FE lze spojit jediné s C' a D, a to by z E vedly pouze
dva tunylky.

e Proto ve skupiné a) musi byt alespon jedna dalsi komurka, kterou oznac¢ime F. Pét
komtirek v jedné skupiné uz staci — komiirky mohou byt pospojovany napt. takto:

C

D

Domecek mél nejméné 10 komirek.

Z9-1-6

Je dana tsecka AB délky 12cm, na niz je jednou stranou polozen ¢tverec M RAK
se stranou délky 2cm, viz obrazek. M RAK se postupné preklapi po tsecce AB, pricem?z
bod R zanechava na papife stopu.

Narysujte celou stopu bodu R, dokud ¢tverec neobejde tisecku AB z obou stran a ne-
vrati se do své puvodni polohy. (M. Dillingerovad)
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Napovéda. Rozdélte si tikol na etapy.

Mozné Feseni. Ctverec se postupné pieklapi okolo bodt na tisecce AB (na néasledujicich
obrazcich to jsou body K, My, Rs, As, atd.). V kazdé etapé se bod R pohybuje po ¢asti
kruznice, jejiz stied je v nékterém z vyznacenych bodt a polomér je roven bud strané, nebo
uhlopricce c¢tverce.

A K, My = M, Ry 'B

A M, Ry = R3 As B

Césti kruznic jsou vétsinou &tvrtkruznice (coz odpovida velikosti vnitiniho thlu
¢tverce), pouze v krajnich bodech tsecky to jsou t¥i¢tvrtékruznice (coz odpovida velikosti
vnéjsiho thlu étverce).

K narysovani celé stopy bodu R potfebujeme stfedy kruznic (K = K;, My = Mo,
Ry = R3 atd.), které jsou na useéce AB po 2cm. Spoleéné body kruznic (R; = Ko,
Ry = R3, K35 = Ry atd.) lezi v uzlovych bodech ¢étvereckové sité se stranou 2 cm.
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