67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Vyjadrete ¢islo milion pomoci ¢isel obsahujicich pouze ¢islice 9 a algebraickych operaci

plus, minus, krat, déleno, mocnina a odmocnina. Urcete alespon tfi rizna reSeni.

(L. Dedkova)

Napovéda. Vyjadrete uvedenym zptsobem co nejvice malych prirozenych c¢isel, kterd by
se mohla déle hodit.

MozZné reseni. Prirozena ¢isla obsahujici pouze ¢islice 9 jsou 9, 99, 999, 9999 atd. Na-
hodné operace s témito ¢isly vychazi vselijak, ale mtizeme si vSimnout napf. nasledujicich
vysledkii:

Z=1, vV9=3, 94+9=18 99—-9=90 apod.
V dalsim kroku umime vyjadrit ¢islo 10, a to napt. takto:

9 9-9+9 99-9
]_ = - = = .
0 9+9 9 9

Obdobné lze vyjadiit 100, 1000 atd., tedy i milion:

1000000 = 999 999 + g _ 99999%- 9+9 _ 99999999— 999999.

Z dalsich napadti z prvniho kroku mizeme vyjadrit napi.

9 9 9+9
2=—++-—=——, 6=9—-V9=—+ d.
9+9 , V9 7 apo

Odtud lze vyjadrit milion mnoha dal$imi zpisoby, napt. takto:

9\ v?
1000000 = <9+§) .

Poznamka. Pomoci % = 1 lze vyjadrit milion také jako soucet milionu téchto zlomki.

Tento a podobné napady vsak neni mozné hodnotit, pokud nejsou realizovany vysSe popsa-
nym zpusobem (tedy beze slov nebo tecek naznacujicich pokracovéni jisté myslenky).

20



Z8-1-2
V ostrothlém trojihelniku K LM ma thel K LM velikost 68°. Bod V' je priusecikem

vysek a P je patou vysky na stranu LM. Osa thlu PVM je rovnobézna se stranou K M.
Porovnejte velikosti thlda M KL a LMK. (L. Hozovad)

Napovéda. Uvazte osovou soumérnost podle vysky na stranu K M.

MozZné reseni. Na nasledujicim obrazku jsou znazornény udaje ze zadani, navic paty
v8ech vysek (body P, @, R) a priseéiky osy thlu PVM se stranami trojihelniku (body
A, B):

Osa tthlu PV M je rovnobézné se stranou K M, zejména obé tyto piimky jsou kolmé
k vysce LR. Tedy pfi osové soumérnosti podle primky LR se jak primka KM, tak
piimka AB zobrazuje sama na sebe. Uhly PVM a QVK jsou shodné (vrcholové thly)
a osa thlu PVM je téz osou uhlu QVK, zejména thly AVM a BVK jsou shodné. Pri
osové soumeérnosti podle pfimky LR se tak pfimka PK zobrazuje na primku QM , tedy
bod K se zobrazuje na bod M. Celkem zjistujeme, Ze trojuhelnik K LM je soumérny podle
vysky LR. Proto jsou thly M KL a LM K shodné.

Jina napovéda. Porovnejte uhly, které vymezuje osa ithlu PVM se stranami KL a LM.

Jiné ¥eseni. Uhly PVM a QVK jsou shodné (vrcholové tihly). Osa tthlu PV M je téz
osou thlu QV K, zejména thly PVA a QV B jsou shodné. Trojuhelniky PV A a QV B jsou
oba pravouhlé a maji shodné vnitini tthly u vrcholu V, proto téz thly PAV a QBV jsou
shodné.

Osa AB je rovnobézna se stranou K M, proto jsou dvojice thla PAV, LMK a QBV,
LK M shodné (souhlasné thly). Protoze tthly PAV a QBYV jsou shodné, také thly LM K
a LKM jsou shodné.

Poznamka. Podle zadani Ize postupné urcit velikosti rozlicnych thld a takto nakonec
ovérit, ze thly M KL a LMK jsou shodné. Velikosti vybranych uhld jsou vyznaceny na
nasledujicim obrazku:
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7Z8-1-3

Adélka méla na papife napsana dvé ¢isla. Kdyz k nim pfipsala jesté jejich nejvétsi
spole¢ny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek, dostala ¢tyfi rizna cisla mensi nez 100.
S tzasem zjistila, ze kdyz vydéli nejvétsi z téchto ¢tyr cisel nejmensim, dostane nejvétsi
spole¢ny délitel vSech ctyt cisel.

Ktera ¢isla méla Adélka napsana na papife? (M. Petrovad)
Napovéda. Jaky je vztah mezi nejmensim spoleénym nasobkem a nejvétsim spoleénym
délitelem dvou ¢isel?

MozZné resSeni. Vsechna c¢tyfi ¢isla byla navzajem ruznd, proto puvodni dvé ¢isla byla
ruzna, jejich nejveétsi spolecny délitel byl mensi nez kazdé z téchto ¢isel a nejmensi spolecny
nasobek vétsi nez kazdé z téchto cisel. Pokud nejvétsiho spolecného délitele oznacime d,

miizeme puvodni dvé ¢isla zapsat jako d -z a d - y, kde © < y jsou nesoudélna cisla vétsi
nez 1. Nejmensi spoleény nasobek je potom roven d - x - y. Celkem tedy mame

d<d-z<d-y<d-z-y<100.
Vlastnost, kterda Adélku uvedla v zas, znamena, Zze podil d - z - y a d je roven d, neboli
d=x-y.

Hledame tedy nesoudélnd é&fsla x < y vétsi nez 1 takova, ze (x-y)? < 100, neboli x -y < 10.
Takova dvojice cisel je jedina:

proxz=2ay=3jex-y=06<10,

prox=2ay=>5jex-y=10,

prox=3ay=4jex-y=12> 10,

atd.

Adélka méla napséana ¢isla 6-2 = 12 a 6-3 = 18, k nimz pozdéji ptipsala 6 a 6-6 = 36.
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7Z8-1-4

Roboti Robert a Hubert skladaji a rozebiraji kafemlynky. Pritom kazdy z nich kafe-
mlynek slozi ¢tyrikrat rychleji, nez jej ten druhy rozebere. Kdyz rano pfisli do dilny, n€kolik
kafemlynk® uz tam bylo slozeno.

V 9:00 zacal Hubert skladat a Robert rozebirat, presné ve 12:00 Hubert dokon¢il sklé-
dani kafemlynku a Robert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo 27 kafemlynki.

Ve 13:00 zacal Robert skladat a Hubert rozebirat, presné v 19:00 dokoncil Robert
skladani posledniho kafemlynku a Hubert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo
120 kafemlynki.

Za jak dlouho slozi kafemlynek Hubert? Za jak dlouho jej slozi Robert?

(K. Pazourek)

Napovéda. Kolik kafemlynkt pribyde za hodinu v kazdé ze smén?

MozZné ieseni. V dopoledni tfithodinové sméné pribylo 27 kafemlynkt, coz odpovida
27 : 3 = 9 kafemlynkim za hodinu. Protoze Robert rozebira ¢tyrikrat pomaleji, nez Hubert
skladé, Hubert sdm by slozil 9 kafemlynkt za % hodiny, tj. 45 minut. Hubert tedy slozi
jeden kafemlynek za 45 : 9 = 5 minut.

V odpoledni Sestihodinové sméné piibylo 120 kafemlynkt, coz odpovida 120 : 6 = 20
kafemlynktim za hodinu. Protoze tentokrat Robert sklada a Hubert rozebira, Robert sam
by slozil 20 kafemlynki za % hodiny, tj. 45 minut. Robert tedy slozi jeden kafemlynek za
45 : 20 = 2,25 minut, tj. 2 minuty a 15 vtefin.

Jiné feSeni. Pokud h znaéi pocet kafemlynkt, které slozi Hubert za hodinu, a r pocet
kafemlynkt, které za hodinu slozi Robert, potom za hodinu rozlozi Hubert %r kafemlynkt
a Robert %h kafemlynkt. Informace ze zadani vedou k rovnicim:

1
3(h—;h) =2,
4
6 - ) =120
r—-r)= .
4
Resenim prvni rovnice je h = 12, tedy Hubert slozi 12 kafemlynkt za hodinu, tj. 60 minut.
Hubert slozi jeden kafemlynek za 60 : 12 = 5 minut. ReSenim druhé rovnice je r = %, tedy
Robert slozi 80 kafemlynkt za 3 hodiny, tj. 180 minut. Robert slozi jeden kafemlynek za
180 : 80 = 2,25 minut.
7Z8-1-5

Shodné obdélniky ABCD a EFGH jsou umistény tak, Ze jejich shodné strany jsou
rovnobézné. Body I, J, K, L, M a N jsou priiseciky prodlouzenych stran jako na obrazku.

D K C

— .J
| |
| |
| |
| |
H N G
A = o L
:
|
1 E F
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Obsah obdélniku BN HM je 12 cm?, obsah obdélniku M BCK je 63 cm? a obsah obdélniku
MLGH je 28 cm?.
Urcete obsah obdélniku IF'JD. (E. Semerddovad)

Napovéda. Jaké jsou obsahy dalSich obdélnika?

Mozné Feseni. Obsah obdélniku HNCK je 63 — 12 = 51 (cm?), obsah obdélniku BLGN
je 28 — 12 = 16 (cm?). Pomér obsahti obdélnikit NGJC a HNCK je stejny jako pomér
délek tsecek NG a HN, a ten je stejny jako pomér obsaht obdélniktt BLGN a MBNH.
Tedy

Snajo b1 =16:12=4:3,

a proto je obsah obdélniku NGJC roven 51 -4 : 3 = 68 (cm?).

Protoze obdélniky ABCD a FEFGH jsou shodné a posunuté, jsou napt. tsecky IE
a C'J shodné a obdobné je tomu s dalsimi dvojicemi. Proto jsou napf. obdélniky IEM A
a NGJC shodné, zejména maji stejny obsah. Obdobné je tomu s dalsimi dvojicemi:

D K
: o I
68 51 68
| |
. H N G
16 12 16
/) S S —— L
: M B
68 51 68
| |
I E F

Obsah obdélniku IFJD je roven 12+ 2-51 +2-16 + 4 - 68 = 418 (cm?).

7Z8-1-6
Primka predstavuje ¢iselnou osu a vyznacené body odpovidaji ¢islim a, —a, a + 1,
avsak v neuréeném poradi.

Sestrojte body, které odpovidaji ¢islim 0 a 1. Proberte vSechny moznosti.
(M. Petrovad)

- -

Napovéda. Miuze byt ¢islo —a vétsi nez a?

Mo#zné feseni. Cislo a+ 1 je o 1 vétsi nez &islo a, lezi tedy na ¢iselné ose vpravo od éisla
a a vzdalenost téchto dvou cisel je stejna jako vzdalenost hledanych cisel 0 a 1.

O vzajemné poloze ¢isel a a —a nic nevime; zalezi na tom, zda je cislo a kladné
nebo zaporné. Protoze rovnéz nevime nic o absolutni hodnoté |a| (tj. vzdéalenosti od nuly),
nemtizeme porovnat ani ¢isla —a a a+1. Cisla a a —a v8ak maji stejnou absolutni hodnotu,
proto 0 lezi na ¢iselné ose uprostied mezi témito cisly.

Musime tedy uvazovat nasledujici tii moznosti usporadani cisel na c¢iselné ose:

e —a<a<a+l,
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a<—a<a+l,
a<a+1<—a.

Ve vsech trech pripadech Ize sestrojit 0 a 1 takto:

bod predstavujici 0 je stifedem tisecky s krajnimi body a a —a,
bod predstavujici 1 je vpravo od 0 ve stejné vzdalenosti jako a + 1 od a.

1
—a 6 a i a—i— 1
%—J%—J\ v
|al |al 1
1
a 0 —a a+1 1
%—J%—J
|al |al
1
1
a a+1 6 i —a
1
|a| |a|

Poznamka. Pomér vzdalenosti zadanych bodt na ¢iselné ose urcuje hodnotu ¢isla a pro
kazdé ze t¥i moznych usporadani. Pokud by napf. tento pomér byl 1 : 2 (jako na obrazku
v zadéni), potom by odpovidajici a bylo v prvnim pfipadé %, ve druhém pripadé —% a ve

v ’ NG v _§
tietim pripadé —3.
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