68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z9

79-1-1
Najdéte vsechna kladna cela cisla x a y, pro ktera plati
I 1 1
x oy 4

(A. Bohinikovad)
Napovéda. Mohou byt obé neznamé soucasné vétsi nez napi. 147

Mozné teSeni. Pro stejné neznamé je feSenim ziejmé z = y = 8.

Rzné nezndmé nemohou byt obé soucasné mensi, resp. vétsi nez 8 (pak by totiz leva
strana rovnice byla vétsi, resp. mensi nez }1) Jedna nezndma tedy musi byt mensi nez 8
a druhé veétsi nez 8. Vzhledem k symetri¢nosti rovnice staci dale uvazovat pripad, kdy
x < y. Za tohoto pfedpokladu je z < 8 a y > 8, takze x mulze nabyvat pouze hodnot od 1
do 7.

Pokud z rovnice vyjadiime y obecné pomoci z, dostaneme

4x
_ _ 1
y—x_4 (1)

Odtud je patrné, ze y je kladné, pravé kdyz x > 4. Tedy = muze nabyvat pouze hodnot
od 5 do 7. Pro tyto tfi moznosti staci provérit, zda y vychazi celé:
e pro x = 5 vychazi y = 20,
e pro z = 6 vychézi y = 12,
e pro x = 7 vychézi y = 2—;’.
Celkem tak vidime, ze vSechny dvojice (z,y), které jsou Fesenim tlohy, jsou (5,20),
(6,12), (8,8), (12,6) a (20,5).

Jiné feseni. Pokud z rovnice vyjadiime y obecné pomoci x, dostaneme (1). Tento vyraz
muzeme dale upravit na ,celou c¢ast plus zbytek*:

4x 4(x —4)+16 16

— = 4 . 2
y xr—4 r—4 +z—4 ()

Odtud je patrné, ze y je kladné celé ¢islo, pravé kdyz x — 4 je kladnym celym délitelem
¢isla 16, a téch je pravé pét:

prox —4 =1 vychazi x =5 a y = 20,

prox —4 =2 vychazi x =6 a y = 12,

prox —4 =4 vychdzi x =8 ay =8,

pro x — 4 = 8 vychazi x =12 a y = 6,

pro x — 4 = 16 vychazi x = 20 a y = 5.

Tento vycet zahrnuje vSechna feseni tlohy.
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Poznamka. Pfi tpravé zadané rovnice do tvaru (1) lze narazit na ekvivalentni rovnici
zy — 4z — 4y = 0. (3)

Levé strana souhlasi se tfemi s¢itanci v roznasobeni vyrazu (x —4)(y —4), chybi pouze 16.
Pri¢tenim 16 k obéma stranam rovnice (3) dostavame

(x —4)(y —4) = 16.

Vsechna feseni tak lze najit pomoci vSech moznych rozkladu ¢isla 16 na soucin dvou klad-
nych celych ¢isel. Tyto napady jsou jen bezzlomkovou interpretaci upravy (2) a nasledného
postupu.

7912
V rovnostranném trojuhelniku ABC je K stfedem strany AB, bod L lezi ve tfetiné
strany BC blize bodu C' a bod M lezi ve tietiné strany AC blize bodu A.
Urcete, jakou ¢ast obsahu trojuhelniku ABC' zaujiméa trojuhelnik K LM.
(L. Ruzickovad)
Napovéda. Zadané body vymezuji dalsi trojiuhelniky. Zamyslete se nad obsahy nékterych
z nich.

Mozné feseni. Obsah trojuhelniku K LM vyjadiime jako rozdil obsahu trojuhelniku
ABC a obsahu trojuhelniki AKM, KBL a MLC.

C

A K B

Pomeér vzdalenosti bodi M a C od bodu A je stejny jako pomér vzdalenosti téchto
bodti od primky AB. Vyska trojuhelniku AKM jdouci vrcholem M je tedy tfetinova
vzhledem k vysce trojuhelniku ABC jdouci vrcholem C. Soucasné strana AK prvniho troj-
uhelniku protilehla vrcholu M je polovi¢ni vzhledem ke strané AB druhého trojuhelniku
protilehlé vrcholu C'. Trojuhelnik AK M proto zaujima %% = % obsahu trojuhelniku ABC.

Obdobné, vyska trojuhelniku K BL jdouci vrcholem L je dvoutfetinova vzhledem
k vysce trojuhelniku ABC jdouci vrcholem C a pfislusna strana KB prvniho trojuhel-
niku je polovi¢ni vzhledem ke strané AB druhého trojuhelniku. Trojuhelnik K BL proto
zaujima % . % = % obsahu trojuhelniku ABC.

Do tfetice, vyska trojiuhelniku CM L jdouci vrcholem L je tfetinova vzhledem k vysce
trojuhelniku ABC jdouci vrcholem B a prislusna strana C'M prvniho trojihelniku je dvou-
tfetinova vzhledem ke strané AC druhého trojuhelniku. Trojuhelnik K BL proto zaujima
% . % = % obsahu trojuhelniku ABC.
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Dohromady, trojuhelnik K LM zaujiméa

obsahu trojuhelniku ABC.

Poznamka. Vsimnéte si, Ze uvedené fesSeni je platné pro obecny trojuhelnik ABC.
S predpokladem rovnostrannosti jsou strany a vysky jednotlivych trojihelnik nazna-
¢eny na nésledujicim obrazku (a znaéi stranu a v vysku trojuhelniku ABC).

C

A a/2 K a/2 B

S timto znacenim je Sapc = %av a Sy = %av, tedy Sxrym = %SABC.

79-1-3
V nasem meésté jsou tii kina, kterym se ¥ika podle svétovych stran. O jejich oteviracich
dobéach je znamo, ze:
1. kazdy den méa otevieno alespon jedno kino,
2. pokud ma otevieno jizni kino, potom nemé otevieno severni kino,
3. nikdy nemé otevieno soucasné severni a vychodni kino,
4. pokud ma otevieno vychodni kino, potom mé také otevieno jizni nebo severni kino.
Vydali jsme se do jizniho kina a zjistili jsme, ze je zaviené. Které ze zbyvajicich kin
ma jisté otevieno? (M. Dillingerovad)

Napovéda. Uvazte vSechny moznosti otevienosti, resp. zavienosti kin bez omezujicich
podminek.

Mozné Feseni. Zajimame se o situaci, kdy ma jizni kino zavieno. Bez dalsich informaci
o oteviracich dobach by mohly nastat nasledujici ¢tyri pripady, které postupné porovname
s podminkami ze zadani:

a) Pokud by severni i vychodni kino mélo otevieno, potom bychom byli v rozporu s t¥eti
podminkou. Tato situace nenastane.

b) Pokud by severni kino mélo otevieno a vychodni zavieno, potom nejsme v rozporu
s zddnou z podminek. Tato situace je mozna.
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c) Pokud by severni kino mélo zavieno a vychodni otevieno, potom bychom byli v rozporu
se ¢tvrtou podminkou. Tato situace nenastane.
d) Pokud by severni i vychodni kino mélo zavieno, potom bychom byli v rozporu s prvni
podminkou. Tato situace nenastane.
Jedin4 situace vyhovujici véem podminkam ze zadéni je b): kdyZ ma jizni kino zavieno,
potom maé severni kino jisté otevieno.

Jina napovéda. Jaké moznosti vyhovuji tfeti podmince?

Jiné FfesSeni. Vzhledem k tfeti podmince mizeme ¢tvrtou podminku nahradit nasledujici:
4'. pokud mé otevieno vychodni kino, potom mé také otevieno jizni kino.
Podle tieti podminky mutzeme rozlisit tii pripady:
a) Severni kino m4 otevieno a vychodni zavieno. Potom podle druhé podminky m4 jizni
kino zavfeno.
b) Severni kino mé zavieno a vychodni otevieno. Potom podle ¢tvrté podminky (resp.
jeho préavé uvedené nahrazky) ma jizni kino otevieno.
c) Severni i vychodni kino mé zavieno. Potom podle prvni podminky m4 jizni kino
otevrieno.
V zadném z téchto pripadi nejsme v rozporu s podminkami, které jsme pii vyvozovani
nepouzili. VSechny mozné situace otevienosti (1), resp. zavienosti (0) kin uvadime pro
prehlednost v tabulce:

S 1 0 0
\Y 0 1 0
J 0 1 1

Pokud ma jizni kino zavieno, potom ma severni kino jisté otevieno (a vychodni jisté
zavieno).

Poznamka. Diskuse v feSeni tlohy muze byt vedena riznymi zpusoby. Pro tyto ucely
znazornime moznosti, které pripousti podminky ze zadani samostatné — prazdna policka
mohou obsahovat jak 1, tak 0:

Prvni podminka pfipousti moznosti

S 1
\Y% 1
J 1

Druhé podminka pfipousti moznosti

S 0
v
J 1 0
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Treti podminka pripousti moznosti

Ctvrta podminka pfipousti moznosti

S 1 1

\% 1 1 1 0
J 1 1

Vybér moznosti, které vyhovuji vSem ¢tyfem podminkdm soucasné (tedy ,,prunik®
téchto ¢tyt tabulek), vede k tabulce na konci pfedchoziho feseni.

79-1-4

Hoteliér chtél vybavit jidelnu novymi zidlemi. V katalogu si vybral typ zidle. Az pfti
zadavani objednavky se od vyrobce dozvédél, ze v ramci slevové akce nabizeji kazdou
¢tvrtou zidli za polovicni cenu a ze tedy oproti planu muze usetfit za sedm a pul zidle.
Hoteliér si spocital, ze za ptvodné planovanou c¢astku mtze poridit o devét zidli vice, nez
zamyslel.

Kolik zidli chtél hoteliér ptivodné koupit? (L. Simiinek)

Napovéda. Nejprve feste ulohu bez informace, Ze za ptuvodné planovanou ¢astku lze po-
ridit o devét zidli vice.
Mozné reseni. V akci byla kazda ¢tvrta zidle za poloviéni cenu. Mohl-li tak hoteliér
usettit za 7,5 zidle, objednaval 15 ¢tveric zidli a nejvyse tii dalsi zidle, tj. objednéval
nejméné 60 a nejvyse 63 zidli.
Oproti ptivodnimu planu si v akci mohl doptrat o 9 zidli vice, tj. nejméné 69 a nejvyse
72 zidli. V prvnim pfipadé je 69 = 17 -4 4 1, tedy tspora by predstavovala jenom 17 - % =
= 8,5 zidli, coz neodpovida predpokladu. Stejny zaveér plati také pro dalsi dvé moznosti
70=17-4+2a 71 =17 -4+ 3. Jediné pro 72 = 18 - 4 odpovida tispora prave 9 zidlim.
Ze ¢tyt zvazovanych moznosti je pouze posledni fesenim tlohy. Hoteliér chtél piivodné
koupit 63 zidli.

Jiné reseni. Stejné jako u predchoziho feSeni urcime, Ze tspora za 7,5 zidle odpovida
objednavce nejméné 60 a nejvyse 63 zidli (7,5 = % -15 a 15 -4 = 60).

Podobné urcéime, ze uspora za 9 zidli odpovida objednévce nejméné 72 a nejvyse
75 zidli (9 = 1-18 a 18 -4 = 72). Tento podet mé byt zaroven o 9 vétsi nez podet zidli
v predchozi objednéavce, tedy tispora za 9 zidli mé odpovidat objednavce nejméné 69 a nej-
vyse 72 zidli. Tyto dvé podminky jsou splnény pouze v jediném pripadé, ktery odpovida
poctu 72 v druhé, resp. 63 v prvni objednavce.

Hoteliér chtél ptivodné koupit 63 zidli.
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Z9-1-5

Adam a Eva vytvareli dekorace z navzajem shodnych bilych kruhi. Adam pouzil ¢tyri
kruhy, které sestavil tak, ze se kazdy dotykal dvou jinych kruhti. Mezi né pak vlozil jiny
kruh, ktery se dotykal vSech ¢tyr bilych kruht, a ten vybarvil ¢ervené. Eva pouzila tii
kruhy, které sestavila tak, ze se dotykaly navzajem. Mezi né pak vlozila jiny kruh, ktery
se dotykal vSech tii bilych kruhi, a ten vybarvila zelené.

Eva si vSimla, ze jeji zeleny kruh a Adamiv cerveny kruh jsou rtzné velké, a zacali
spole¢né zjistovat, jak se lisi. Vyjadiete poloméry cerveného a zeleného kruhu obecné po-
moci poloméru bilych kruhd. (M. Krejcova a M. Dillingerovd)

selss

Napovéda. V jakém vztahu jsou stiedy dvou dotykajicich se kruznic a prislusny dotykovy
bod?

Mozné rfesSeni. V nésledujicim budeme opakované pouZzivat poznatek, ze spoleény bod
dvou dotykajicich se kruznic lezi na spojnici jejich stredi. Polomér bilych kruht budeme
znacit r.

Stredy Adamovych bilych kruhii tvoti vrcholy ¢tverce a stfed cerveného kruhu lezi ve
stredu tohoto c¢tverce, tedy v priiseciku jeho tihlopticek. Primér ¢erveného kruhu je roven
rozdilu thlopficky zminovaného ¢tverce a dvou polomért r.

Pomocny ¢tverec mé stranu 2r, jeho thlopricka ma podle Pythagorovy véty velikost

VAr2 4 4r2 = 2/2r.
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Polomér cerveného kruhu je tedy roven

%(2\/57" —2r)= (V2 - 1)r.

Stiedy Evinych bilych kruht tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku a stied zele-
ného kruhu lezi ve stfedu tohoto trojihelniku, tedy v priiseciku jeho vysek, resp. téznic.

Pomocny rovnostranny trojuhelnik ma stranu 27 a kazda vyska jej déli na pravouhlé
trojuhelniky s pfeponou 2r a odvésnou r. Druhé odvésna, tedy ona vyska, ma podle Py-

thagorovy véty velikost
VAr2 —r2 = /3r.

Vv

téznice, tj. pravé vyjadiené vysky. Polomér zeleného kruhu je tedy roven

2 2 -3
5\/§T—T:\/_T’F.

79-1-6

Prirozené ¢islo N nazveme bombastické, pokud neobsahuje ve svém zapise zadnou nulu
a pokud zaddné mensi prirozené ¢islo nema stejny soucin ¢islic jako ¢islo N.

Karel se nejprve zajimal o bombasticka prvocisla a tvrdil, Ze jich neni mnoho. Vypiste
vSechna dvojmistna bombasticka prvocisla.

Potom Karel zvolil jedno bombastické ¢islo a prozradil nam, ze obsahuje cislici 3 a ze
jen jedna z jeho dalsich cislic je suda. O kterou sudou ¢islici mohlo jit? (M. Rolinek)

Napovéda (ke druhé ¢asti). Najdete nebombasticka ¢isla obsahujici ¢islici 37

MozZné resSeni. VsSechna dvojmistnd prvocisla jsou vypsana v prvnim fadku nasledujici
tabulky. Ve druhém radku jsou uvedeny ciferné souciny jednotlivych ¢isel. Ve tfetim fadku

28



jsou nejmensi ptirozena ¢isla s odpovidajicimi cifernymi souéiny (tato ¢isla lze urcit porov-
nanim rozkladd se vSemi déliteli mensimi nez 10). Dvojmistnych bombastickych prvoéisel
je sedm a v tabulce jsou vyznacena tlusté.

111317192329 (31|37 41|43/47 53|59 61|67 |71|73|79|83|89 |97

11 3, 70 9] 6] 18] 3|21 4/12|28|15|45| 6|42 7|21|63|24| 72|63

1 3] 70 9] 6,29 3,37 4/2647|35|59| 6|67 7|37|79|38| 89|79

V predchozim vycétu si mizeme v§imnout né€kolika véci souvisejicich s druhou ¢asti
tilohy. Cislo 23 neni bombastické, protoze 6 je mensi ¢islo se stejnym cifernym soudinem.
Obecnéji, zadné ¢islo obsahujici ¢islice 2 a 3 nemtze byt bombastické, nebot vynechdnim
téchto dvou cislic a doplnénim 6 na libovolné misto dostaneme mensi cislo se stejnym
cifernym soucinem (napf. pro 2737 je jedno z takovych ¢isel 677).

Obdobneé, c¢islo 34 neni bombastické, protoze 26 je mensi cislo se stejnym cifernym
souc¢inem. Tedy ani zadné ¢islo obsahujici ¢islice 3 a 4 nemuzZe byt bombastické (viz napt.
Cisla 384 a 286). Do ttetice, ¢islo 36 neni bombastické, protoze 29 je mensi ¢islo se stejnym
cifernym soucinem. Tedy ani zadné ¢islo obsahujici ¢islice 3 a 6 nemutze byt bombastické
(viz napf. ¢isla 2346 a 2294).

Zato vidime, ze ¢islo 38 bombastické je. Jedina suda cislice, kterd mutze byt s 3 v Kar-
lové bombastickém cisle je tedy 8.

Poznamka. V tabulce v prvni ¢asti ulohy nebylo nutné uvazovat ¢isla obsahujici ¢islici 1
nebo cisla, ktera maji na misté desitek vétsi cislici nez na misté jednotek — takova cisla
nikdy nejsou bombasticka. S timto postiehem stacilo testovat pouze osm z uvedenych cisel.
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