69. ROONIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/20)

|. kolo kategorie Z7

77-1-1

Snéhurka se sedmi trpasliky nasbirali sisky na taborak. Snéhurka fekla, ze pocet vsech
sisek je cislo délitelné dvéma. Prvni trpaslik prohlasil, ze je to cislo délitelné tfemi, druhy
trpaslik Tekl, ze je to cislo délitelné ¢tytmi, tieti trpaslik fekl, ze je to ¢islo délitelné péti,
¢tvrty trpaslik fekl, Ze je to Cislo délitelné Sesti, paty trpaslik fekl, ze je to cislo délitelné
sedmi, Sesty trpaslik Tekl, Ze je to ¢islo délitelné osmi, sedmy trpaslik fekl, ze je to cislo
délitelné deviti. Dva z osmi sbéraci, ktefi se k poctu sisek vyjadtrovali bezprostfedné po
sobé, neméli pravdu, ostatni ano.

Kolik sisek bylo na hromadé, pokud jich jisté bylo méné nez 3507 (L. Hozova)

Napovéda. Ktera cisla jsou délitelnéd ¢tyimi a pritom nejsou délitelna dvéma?

Mozné FeSeni. Pocet Sisek je ¢islo mensi nez 350, které neni délitelné pravé jednou dvojici
po sobé jdoucich ¢isel z 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a viemi ostatnimi ano. Zadna z dvojic (2, 3),
(3,4), (4,5), (5,6) a (6,7) to byt nemutize, nebot by se mezi zbylymi ¢isly vzdy naslo néjaké
dalsi, kterym by pocet Sisek také nemohl byt délitelny:

nedélitelnost 2 vynucuje nedélitelnost 4, 6 a 8,

nedélitelnost 3 vynucuje nedélitelnost 6 a 9,

nedélitelnost 4 vynucuje nedélitelnost 8,

nedélitelnost 6 vynucuje nedé€litelnost 2 nebo 3.

Pocet sisek neni délitelny bud dvojici ¢isel (7,8), nebo (8,9), a vSemi ostatnimi ¢isly
ano. Tento pocet pak musi byt délitelny také nejmensim spolecnym nasobkem ostatnich
Cisel:

e V prvnim pripadé je nejmensi spoleény nasobek ¢isel 2, 3, 4, 5, 6, 9 roven 4-5-9 = 180.

Jediny nasobek 180 mensi nez 350 je pravé 180.

e Ve druhém pripadé je nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel 2, 3,4, 5, 6, 7 roven 3-4-5-7 = 420,

coz je vic nez 350.

Snéhurka s trpasliky nasbirali 180 sisek.

77-1-2
V ostrothlém trojihelniku K LM je V prusecik jeho vysek a X je pata vysky na
stranu K L. Osa tthlu XV L je rovnobézna se stranou LM a thel M KL ma velikost 70°.
Jakou velikost maji ahly KLM a KML? (L. Hozova)

Napovéda. Znazornéte si situaci za zadani a hledejte shodné uhly.

Mozné feSeni. V daném trojihelniku oznacime Y, Z paty ostatnich vysek a N, O pru-
seciky osy thlu XV L se stranami KL, KM, viz obrazek. V obrazku také vyznacCujeme
navzajem shodné uhly:
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V pravothlém trojihelniku K'ZL zname thly u vrcholi K a Z, tedy thel u vrcholu L
ma velikost 180° — 90° — 70° = 20°. Obdobné velikost thlu u vrcholu M v pravouhlém
trojthelniku K XM je 20°. Uhly KLZ a KM X jsou proto shodné.

Ptimky NO a LM jsou rovnobézné, proto jsou uhly MLZ, LVN a OV Z navzajem
shodné (st¥idavé a souhlasné uhly). Z obdobného divodu jsou také thly LM X, MV O
a NV X navzajem shodné. Pfimka N O je osou tthlu XV L, proto jsou thly LVN a NVX —
a tedy i vSechny ostatni pred chvili jmenované tthly — navzajem shodné.

Celkem tedy uhly KLM a KML jsou shodné. To jsou vnitini thly v trojuhelni-
ku K LM, jehoz tteti ithel zndme. Velikosti thla K LM a KM L jsou (180° —70°) : 2 = 55°.

Poznamky. Shodnost thlt K LM a KML znamend, ze trojuhelnik K LM je rovnora-
menny se zakladnou LM . Tento fakt lze pfimo odvodit nasledovneé:

Ptimka NO je rovnobézna se stranou LM, tudiz je kolméa k vysSce na tuto stranu.
Protoze pfimka NO je osou thlu XV L, jsou thly NVX a OV Z shodné, a protoze je
tato primka kolma k vysce K'Y, jsou také tahly KV X a KV Z shodné. Trojuhelniky KV X
a KV Z jsou pravouihlé a maji shodné tuhly u vrcholu V, proto maji shodné uhly také
u vrcholu K. Tedy vyska KY je osou thlu LK M, coz znamend, ze trojuhelnik K LM je
rovnoramenny se zakladnou LM.

K velikostem konkrétnich thld lze dojit riznymi zpiisoby, viz napf. nasledujici tvahu:

Trojahelniky KZL a VXL jsou pravouhlé a maji spolecny tihel u vrcholu L. Vnitini
thly téchto trojuhelnikt u vrcholi K a V' jsou proto shodné a maji velikost 70° (ze zadani).
Pfimka V' N je osou tthlu XV L, tedy tthel NV X ma velikost 35° (70 : 2 = 35). Velikost thlu
u vrcholu N v trojuhelniku NV X je 55° (90—35 = 55). P¥imky V' N a LM jsou rovnobézné,
tedy uhly X NV a K LM jsou shodné (souhlasné uhly). Velikost ihlu K LM je 55°.

77-1-3
Roman ma rad kouzla a matematiku. Naposled kouzlil s trojmistnymi nebo ¢tyfmist-
nymi ¢isly takto:

e z daného cisla vytvoril dvé nova cisla tak, ze ho rozdélil mezi ¢islicemi na misté stovek
a desitek (napf. z ¢isla 581 by dostal 5 a 81),
e nova cisla secetl a zapsal vysledek (v uvedeném piikladu by dostal 86),
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e od vétsiho z novych cisel odecetl mensi a vysledek zapsal za predchozi soucet, ¢imz
vykouzlil vysledné ¢islo (v uvedeném piikladu by dostal 8676).

Z kterych ¢isel mohl Roman vykouzlit a) 171, b) 15137 Urcéete vSechny moznosti.
Jaké nejvetsi ¢islo 1ze takto vykouzlit a z kterych ¢isel mize vzniknout? Urcete vSechny
moznosti. (M. Dillingerovad)

Napovéda. Jakou roli hraji nuly v Romanovych ¢islech?

Mozné tesSeni. Po rozdéleni ptivodniho ¢isla mél Roman dvé nanejvys dvojmistné ¢isla.
Jejich soucet tedy mtze byt jednomistné, dvojmistné nebo trojmistné ¢islo. Jejich rozdil
miize byt 0, jednomistné nebo dvojmistné c¢islo. Pfitom soucet je vzdy vétsi nez rozdil.
Cislo 171 mohl Roman dostat jediné tak, Ze soucet ¢isel po rozdéleni ptivodniho éisla
byl 17 a rozdil 1. Tedy séital a odeéital éisla 9 a 8. Cislo 171 mohl Roman vykouzlit bud
z cisla 908, nebo z cisla 809.
Cislo 1513 mohl Roman dostat dvéma zpisoby:

e Soucet ¢isel po rozdéleni ptivodniho ¢isla byl 15 a rozdil 13. Tedy sc¢ital a odecital ¢isla
14 a 1.

e Soucet cisel po rozdéleni ptivodniho ¢isla byl 151 a rozdil 3. Tedy sc¢ital a odecital ¢isla
77 a 74.

Cislo 1513 mohl Roman vykouzlit z nékterého z ¢isel 1401, 114, 7774, nebo 7477.

Vysledné ¢islo je alespon dvojmistné a nanejvys pétimistné. Pétimistné ¢islo vznikne
slozenim trojmistného souctu a dvojmistného rozdilu dvojice ¢isel po rozdéleni ptivodniho
¢isla. Aby vysledné ¢islo bylo nejvétsi mozné, musi byt pomocny soucet nejvétsi mozny,
tedy rozdil nejmensi mozny (ale dvojmistny). Tyto pozadavky vymezuji dvojici 99 a 89:
99 + 89 = 188 a 99 — 89 = 10, vysledné ¢islo je 18810, a to je mozné vykouzlit bud z ¢isla
9989, nebo z cisla 8999.

77-1-4

Jenicka a Marenku zaujalo vodni dilo, jehoz ¢ast je znazornéna na obrazku. Koryta
se postupné rozdéluji a zase spojuji v naznacenych bodech, v kazdé radé je o jeden takovy
bod vic nez v fadé predchozi. Voda proudi v naznacenych smérech a pii kazdém vétveni
se vodni tok rozdéli do dvou koryt se stejnym priatokem.

Jenicka zajimalo, kolik vody protéka v souctu ¢tyimi misty zvyraznénymi cerné. Ma-
fenku zajimalo, kolik vody protékd v souctu vSemi misty, kterd jsou ve 2019. radé.

Porovnejte celkové pritoky Jenickovymi a Marencinymi misty. (K. Jasencdkovad)
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Napovéda. Kolik vody protékalo vSemi misty ve druhé radé a kolik ve tieti radé?

MozZné fesSeni. ProtoZe se voda v korytech jenom déli a zase spojuje (nikam se neztraci
a nic nepfibyva), je soucet pritokt vSemi misty v kazdé fadé stejny jako na zacatku. Tedy
Marenka v 2019. fadé pozoruje stejny prutok, ktery by pozorovala na zacatku.

Pro urceni pritokt v Jenickovych vyznacenych mistech budeme postupné probihat ko-
ryty a znacit, jaké ¢asti ptivodniho pritoku jsou v jednotlivych uzlech. Podle zadani kazdé
koryto privadi do vybraného uzlu polovinu priatoku z uzlu pfedchoziho. Shora postupné
zjistujeme nasledujici vysledky (které kvili lepsi pfehlednosti neupravujeme do zédkladniho
tvaru):
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Pritoky Jenickovymi misty ve treti, resp. paté radé tvori % . % = %, resp. % . % + % .
% = 1% = % prutoku na zacatku. Celkem tedy soucet pritokt vSemi ¢tyfmi Jenickovymi

misty je stejny jako na zacatku. Celkové pritoky Jenickovymi a Mafencinymi misty jsou
stejné.

Poznamka pro fesitele. Vzpomente na tuto tlohu, az ¢asem uslysite o tzv. Pascalové
trojuhelniku.

77-1-5

Hvézdny ctverec je takova ctvercova tabulka cisel, pro kterou plati, ze soucty cisel
v jednotlivych radcich a sloupcich jsou stale stejné. Na obrazku je poziistatek hvézdného
¢tverce, v némz byla ¢isla v jednom radku a jednom sloupci smazana.

1 2 3
4 ) 6
7 8 9

Dopliite chybéjici ¢isla tak, aby vSechna byla cela a prave ¢tyti zaporna. Urcete vSechny
moznosti. (E. Semerddovd)

Napovéda. Jaké jsou soucty zbylych ¢isel v fadcich a sloupcich?

13



MozZné reseni. Pokud soucet ¢isel v jednotlivych fadcich a sloupcich oznacime s, potom

chybéjici ¢isla ve hvézdném c¢tverci jsou

Cislo s — 6 je zaporné pro s < 6; podobné pro dalsi doplnéna é&isla kromé —2s + 45,

1 2 3 5s—6
4 5) 6 s—15
7 8 9 s—24
s—12 s—15 s—18 —2s5+45

které je zaporné pro s > %. Praveé ctyri zaporna celd cisla dostavame pro s = 12, 13

nebo 14:
1 2 3 6
4 5 6 -3
7 8 9 —12
0 -3 —6 21
1 2 3 7
4 5 6 -2
7 8 9 —11
1 -2 -5 19
1 2 3 8
4 5 6 -1
7 8 9 —10
2 -1 —4 17

Poznamka. Misto obecnych vyrazi s neznamou s lze zac¢it doplnénim konkrétnich hodnot
tak, aby ¢isla v tabulce tvotila hvézdny ¢tverec. Postupnym zvétSovanim, prip. zmensova-
nim dil¢ich soucti lze odvodit vyse uvedena doplnéni, ve kterych jsou pravé ¢tyti zaporna
¢isla.
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77-1-6
7 pravidelného Sestitthelniku byl vystiizen ttvar jako na obrazku. Pritom vyznacené
body jak na obvodu, tak uvnitt Sestitthelniku déli prislusné tsecky na ctvrtiny.
Jaky je pomér obsahti ptivodniho Sestitthelniku a vystfizeného utvaru?
(A. Bohinikovd)

Napovéda. Rozdélte si ttvar na vhodné mensi ¢asti.

Mozné FeSeni. Sestitihelnik je tvofen Sesti shodnymi rovnostrannymi trojihelniky. Vy-
strizené Sedé utvary v téchto trojuhelnicich jsou dvojiho typu:

A K B B
M
I N
0]
g S C

V prvnim pripadé je K stfedem tusecky AB a L je stfedem tsecky S A. Trojuhelniky
SKL a SKA maji stejnou vysku ze spole¢ného vrcholu K a odpovidajici strana SL je
polovi¢ni vzhledem ke strané SA. Proto ma trojuhelnik SK L polovi¢ni obsah vzhledem
k trojuhelniku SK A. Z obdobného diivodu mé trojuhelnik S K A polovi¢ni obsah vzhledem
k trojahelniku S BA. Celkem m4 Seda ¢ast ¢tvrtinovy obsah vzhledem k trojahelniku S BA.

Ve druhém piipadé je N stiedem tisecky BC, M je stfedem usecky BN, O je stfedem
usecky NC' a P je stifedem usecky N S. Stejné jako v predchozim pripadé zdtvodnime, ze
trojuhelnik SM P ma polovi¢ni obsah vzhledem k trojihelniku SM N, ten méa polovi¢ni
obsah vzhledem k trojuhelniku SBN, a ten m& polovi¢ni obsah vzhledem k trojihel-
niku SBC'. Celkem trojuhelnik SM P mé osminovy obsah vzhledem k trojihelniku SBC.
Trojtuhelnik SOP je shodny s trojihelnikem SM P. Celkem ma Seda ¢ast ¢tvrtinovy obsah
vzhledem k trojuhelniku SBC.

Pro kazdy ze Sesti pomocnych trojuhelnikt plati, ze pomér jeho obsahu a obsahu
sedého utvaru je 4 : 1. Pomér obsahii ptivodniho Sestitthelniku a vystfizeného utvaru je
proto tentyz.
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