69. ROONIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/20)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1
Sestrojte koso¢tverec ABC' D tak, aby jeho thlopticka BD méla velikost 8 cm a vzda-
lenost vrcholu B od primky AD byla 5cm. Urcete vSechny moznosti. (K. Pazourek)

Napovéda. Jaké vlastnosti maji ihlopricky kosoc¢tverce?

Mozné feSeni. Vzdalenost bodu B od ptimky AD je stejné jako vzdalenost bodu C od
AD, nebot BC a AD jsou rovnobézné. Uhlopticky v kazdém rovnobézniku se navzajem
puli, v kosoctverci jsou navic kolmé. Tyto postiehy staci k sestrojeni kosoctverce ABC D:

e sestrojime dvé rovnobézné primky ve vzdalenosti 5 cm (napt. jako kolmice v koncovych
bodech usecky délky 5cm),

e na jedné ptfimce zvolime bod D a sestrojime kruznici se sttedem D a polomérem 8 cm,

e prunikem této kruznice s druhou pfimkou je bod B, resp. B’,

e sestrojime osu tsecky DB, resp. DB’ (napt. pomoci priseciki dvou shodnych kruznic
se stfedy v koncovych bodech),

e pruniky této pfimky s rovnobézkami jsou body A a C, resp. A" a C’,

e Ctyfthelnik ABCD, resp. A’B'C’'D, je kosoétverec s pozadovanymi vlastnostmi.
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Vsechny sestrojené kosoctverce jsou shodné, tlloha ma az na shodnost jediné feSeni.

Poznamka. Konstrukci je mozné zacit sestrojenim usecky BD a jeji osy. Pokud dokazeme
sestrojit primky jdouci bodem D ve vzdalenosti 5cm od B, potom jejich pruseciky s osou
tsecky BD budou zbylé vrcholy A a C kosoétverce (vzdéalenosti bodu B od pfimek AD
a CD jsou stejné, nebot to jsou velikosti vysek na ptislusné strany kosoc¢tverce). Takové
primky lze sestrojit takto:

e sestrojime kruznici nad primérem BD,
e sestrojime kruznici se stfedem B a polomérem 5cm,
e spojnice pruseciki () a R téchto kruznic s bodem D jsou hledané piimky.
Zdtvodnéni plyne z Thaletovy véty: ihly BQD a BRD jsou pravé, tedy tusecky DQ
a DR jsou vysky na prislusné strany.
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Z8-1-2

Richard si pohréaval s dvéma pétimistnymi ¢isly. Kazdé sestavalo z navzajem riznych
¢islic, které u jednoho byly vSechny liché a u druhého vsechny sudé. Po chvili zjistil, ze
soucet téchto dvou ¢isel zacind dvojcislim 11 a kondi ¢islem 1 a zZe jejich rozdil zac¢ina ¢islem
2 a kon¢i dvojc¢islim 11.

Urcete Richardova ¢isla. (M. Dillingerova)

Napovéda. Kolikamistné mohou byt soucty a rozdily pétimistnych cisel a jak byste je
ruc¢né pocitali?

Mozné reseni. Soucet dvou pétimistnych ¢isel mize byt pétimistny nebo Sestimistny.
Pétimistné soucty vsak nemohou zacinat ¢islici 1, tedy soucet je Sestimistny. Rozdil dvou
pétimistnych cisel mize byt nejvyse pétimistny. Kvili snadnéjsimu vyjadifovani si Richar-
dova ¢isla oznacime:

ABCDEFE ABCDE
+abcde —abececde
11 % % %1 * % % 1 1

Rizna pismena predstavuji rizné cislice, velkd odpovidaji sudym, mala lichym, nebo na-
opak. Protoze cislic je 10, budou v Richardovych ¢islech pouzity vSechny.
Aby soucet zacinal dvojéislim 11, musi byt A + a bud 11, nebo 10 (s pfechodem ptes
desitku). AvSak soucdet sudého a lichého ¢isla je liché ¢islo, tedy musi byt A 4+ a = 11.
Pokud by rozdil byl nejvyse ¢tyfmistny, potom by A — a muselo byt nejvyse 1. Avsak
rozdil sudého a lichého ¢isla je liché ¢islo, tedy by muselo byt A —a = 1. Odtud a z pred-
choziho A + a = 11 vychazi



Pokud by rozdil byl pétimistny a zacinal 2, potom by A — a muselo byt bud 2, nebo 3
(pfechod pres desitku). AvSak rozdil sudého a lichého ¢isla je liché ¢islo, tedy by muselo
byt A —a = 3. Odtud a z pfedchoziho A + a = 11 vychézi

Aby soucet koncil ¢islici 1, musi byt bud E + e = 1, nebo E + ¢ = 11. Aby rozdil
kon¢il ¢islici 1, musi byt bud £ —e = 1, nebo E = 0 a e = 9. Pfedchozi dvé podminky jsou
splnény soucasné bud pro

E=6, e=35,

nebo pro
E=1 e=0.

Predchozi diskuse dava ¢tyii moznosti pfifazeni prvnich a poslednich ¢islic Richar-
dovych ¢isel. Aby byly splnény zakladni pozadavky (tj. aby se zadna ¢islice neopakovala
a aby jedno ¢islo bylo tvotfeno lichymi a druhé sudymi ¢islicemi), musi byt A = 7, a = 4,
E=1lae=0:

TBCD1 7TBCD1
+4bcd0 —4becd0
11 %% x1 2 % x 11

Aby v souc¢tu byla na druhém misté 1, musi byt B + b < 10, a aby rozdil zacinal
2, musi byt B < b. Ze zbylych ¢islic témto podminkdm vyhovuje jediné B = 3 a b = 6.
Aby v rozdilu byla na predposlednim misté 1, musi byt D — d = 1. Ze zbylych ¢islic této
podmince vyhovuje jediné D =9 a d = 8. Na posledni dvé mista tak zbyva C =5 a c = 2.

Richardova ¢isla byla 73591 a 46280, predchozi vypocty vychazi nasledovné:
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78-1-3

Vendelin bydli mezi dvéma zastavkami autobusu, a to ve tfech osminach jejich vzda-
lenosti. Dnes vyrazil z domu a zjistil, Ze at by utikal k jedné, nebo druhé zastavce, dorazil
by na zastavku soucasné s autobusem. Primérna rychlost autobusu je 60 km /h.

Jakou primérnou rychlosti dnes bézi Vendelin? (L. Hozovad)

Napovéda. Znazornéte si situaci na pfimce a uvazte oba pripady zv1ast.

MozZné reseni. Oznac¢me prvni zastavku na trase autobusu A, druhou B, Vendeliniv
dim D. Kdyby Vendelin bézel do A, tak nez tam autobus dojede, ubéhne praveé vzda-
lenost DA. Kdyby Vendelin bézel do B, tak nez autobus dojede do A, ubéhne stejnou
vzdalenost DA smérem k B. Nejpozdéji tady si uvédomujeme, Zze D musi byt bliz A, a to
ve tfech osminéach vzdalenosti AB:

18



R

® s s
¢ t t A t t t t hd

A D B

Tedy pti béhu do B bude v momenté, kdy autobus bude v A, Vendelinovi do cile chybét
% = % vzdalenosti AB. Aby do B dorazil soucasné s autobusem, musi mit ¢tvrtinovou
rychlost vzhledem k autobusu. Vendelin bézi pramérnou rychlosti 60 : 4 = 15 (km/h).
7Z8-1-4

Pro pétici celych cisel plati, ze kdyz k prvnimu pricteme jednicku, druhé umocnime
na druhou, od tfetiho odecteme trojku, ¢tvrté vynasobime ¢tyimi a paté vydélime péti,
dostaneme pokazdé stejny vysledek.

Najdéte vSechny takové pétice Cisel, jejichz soucet je 122. (L. Dedkova)

Napovéda. Jaké vlastnosti méa ¢islo, které je vysledkem popsanych operaci?
Mozné reseni. Vysledek popsanych operaci s kazdym z péti ¢isel je stale stejny, a ten si
oznacime n. Potom prvni az paté cislo je po radé
n—1, +/n, n+3, -, bn.
Z druhého a ¢tvrtého Cisla zjistujeme dilezitd omezeni, totiz Ze n je druhou mocninou
prirozeného cisla a ze je délitelné ¢tyfmi.
Nejmensi ¢islo s témito vlastnostmi je n = 4; v takovém piipadé by soucet ¢isel byl

3+2+7+1+20=33,

coz je malo. Dalsi ¢islo s uvedenymi vlastnostmi je n = 16; v takovém pripadé€ by soucet
¢isel byl
154+4419+4+ 80 =122,

coz je pozadovany vysledek. Dal$i moznosti neni tfeba zkouSet, nebot s rostoucim n roste
i celkovy soucet. Jedinym feSenim ulohy je pétice 15, 4, 19, 4, 80.

Jiné reseni. Pétici hledanych ¢isel oznacime a, b, ¢, d, e. Ze zadani vyplyva, ze

a+1:b2:c—3:4d:§.

Aby d = % bylo celé, musi byt b? nasobkem 4, tedy b musi byt nasobkem 2. To
vyjadiime tak, ze b = 2k, pro néjaké celé k. Z uvedenych rovnosti vyvozujeme, ze

a=4k> -1, b=2k c=4k*>+3, d=k> e=20k>
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Soucet viech téchto ¢isel je s = 29k2 42k +2. Pro dostatecné velké absolutni hodnoty k
(tj. bez ohledu na znaménko) bude soucet vétsi nez 122 a dal se bude strmé zvétSovat.
Postupnym zkousenim zjisfujeme nasledujici:

k| <-3 | —2 | -1 1]0 1 2 >3

S = 257 114 29 2 33 122 = 269

Soucet je roven 122 pravé pro k = 2, coz urcuje pétici ¢isel

Z8-1-5

Pro osm navzdjem riznych bodd jako na obrazku plati, ze body C, D, E lezi na
primce rovnobézné s piimkou AB, F je stfedem usecky AD, G je stiedem tsecky AC a H
je priise¢ikem piimek AC a BE. Obsah trojihelniku BOG je 12 cm? a obsah ¢tyithelniku
DFHG je 8 cm?.

Urcete obsahy trojuhelnikt AFE, AHF, ABG a BGH. (E. Semerddovd)
E D C
F G
A B

Napovéda. Umite porovnat obsahy nékterych atvart pfimo, tj. bez konkrétnich hodnot?

Mozné reseni. Trojuhelniky ABC, ABD a ABE maji spolecnou stranu AB a stejnou
vysku na tuto stranu, tedy maji stejny obsah. Body F' a GG jsou stiedy usecek AD a AC,
tedy pfimka F'G je rovnobézna s AB. Trojuhelniky ABF a ABG maji spole¢nou stranu AB
a stejnou vysku na tuto stranu, ktera je polovi¢ni vzhledem k vysSce piredchozich tii troju-
helniki. Tedy trojuhelniky ABF a ABG maji stejny obsah, ktery je polovi¢ni ve srovnani
s obsahy trojuhelniki ABC, ABD a ABE. Celkem odtud dostavame, ze trojuhelniky AFFE,
ABF, BDF, ADG, ABG a BCG maji stejny obsah, a to 12 cm?.

Trojahelnik ADG je slozen z trojihelniku AHF' a c¢tyruhelniku DFHG, ktery ma
obsah 8cm?. Obsah trojihelniku AHF je tedy roven 12 — 8 = 4 (cm?). Obdobné, obsah
trojuhelniku BGH je tentyz.

Obsahy trojthelnikit AFE, AHF, ABG a BGH jsou po fadé 12, 4, 12 a 4 (cm?).

Poznamka. Mezi zadanymi objekty jsou vztahy, které jsme nepouzili, ale které dovo-
luji alternativni postupy pri feSeni tlohy. Napf. lze pfimo ukazat, ze ¢tyrahelniky ABC D
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a ABDF jsou rovnobézniky, ze trojuhelniky AHF a BGH maji stejny obsah, ze jejich
soucet je roven obsahu ¢tyithelniku DFHG apod.
Pro zvidavé: v tiloze neuréeny obsah trojuhelniku ABH je roven 8 cm?.

Z8-1-6
V Kocourkové pouzivaji mince pouze se dvéma hodnotami, které jsou vyjadreny v ko-
courkovskych korunach kladnymi celymi ¢isly. Pomoci dostatecného mnozstvi takovych
minci je mozné zaplatit jakoukoli celociselnou ¢astku vétsi nez 53 kocourkovskych korun,
a to pfesné a bez vraceni. Céastku 53 kocourkovskych korun vsak bez vraceni zaplatit nelze.
Zjistéte, které hodnoty mohly byt na kocourkovskych mincich. Urcete alespon dveé
FeSeni. (A. Bohinikovd)

Napovéda. Mohou byt jedny z kocourkovskych minci jednokoruny, nebo dvoukoru-
ny, ... 7

MozZné feseni. Budeme postupné uvazovat hodnotu jednéch kocourkovskych minci a uva-
zovat o hodnoté druhych, aby byly splnény pozadavky ze zadani.

1) Pokud by jedny z minci mély hodnotu 1, potom by §lo zaplatit jakoukoli ¢astku.

2) Predpokladejme, ze jedny z minci maji hodnotu 2. Druhé mince nemohou mit sudou
hodnotu, nebot s takovymi mincemi by §ly platit jen sudé ¢astky.

Druhé mince nemohou mit lichou hodnotu mensi nez 55, nebot s takovymi mincemi
by slo zaplatit ¢astku 53 (napf. 2 -2 + 49, 2 4 51). Kdyby druhé mince mély hodnotu 55,
potom jakakoli suda ¢astka by sla zaplatit pomoci dostatecného mnozstvi 2 a jakakoli licha
castka veétsi nez 53 by sla zaplatit pomoci 55 dostatecného mnozstvi 2:

94 =27-2 56 =28 -2 98 =29 -2
95 =1-55 57 =2+1-55 99 =2-2+1-55

3) Predpokladejme, Ze jedny z minci maji hodnotu 3. Druhé mince nemohou mit
hodnotu délitelnou t¥emi, nebot s takovymi mincemi by nesly zaplatit jiné ¢astky nez ty
délitelné tremi.

Druhé mince nemohou mit hodnotu 5, 8, 11, ..., 53, nebot s takovymi mincemi by §lo
zaplatit ¢astku 53 (napt. 16-3+5,15-3 48, ..., 3+ 50). V této skupiné jsme uvazovali
hodnoty, které po déleni 3 davaji zbytek 2. Dalsi hodnoty se stejnymi zbytky jsou 56,
59 atd. Ani tyto moZnosti nevyhovuji, nebot s takovymi mincemi by nesla zaplatit napf.
Castka 55 (kterd je mensi a po déleni 3 dava zbytek 1).

Druhé mince nemohou mit hodnotu 4, 7, 10, ..., 25, nebot s takovymi mincemi by
také slo zaplatit ¢astku 53 (napf. 15-3+2-4,13-342-7,...,3+42-25). V této skupiné jsme
uvazovali hodnoty, které po déleni 3 davaji zbytek 1. Kdyby druhé mince mély hodnotu
28, potom jakékoli ¢astky vétsi nez 53 by se daly platit napi. takto:

04 =18-3 57=19-3 60 =20-3
95=9-3+1-28 98=10-3+1-28 61=11-3+1-28
56 =228 99 =1-3+4+2-28 62=2-3+2-28

21



Zatim méame dvé TeSeni: na kocourkovskych mincich mohly byt hodnoty 2, 55 nebo 3,
28. Obdobnym (avSak o néco naméhavéjsim) zptisobem lze jesté odhalit mozné hodnoty
4,19 a 7, 10.

Poznamka. Problém, ktery fesime v této uloze, je znam jako tzv. Frobenitv problém:
vyhovujici dvojice hodnot minci a, b musi spliovat ab — a — b = 53 neboli

(a—1)(b—1) = 54.

S timto (netrividlnim) poznatkem umime nepfimo ovérit, ze uvedené Ctyfi piipady jsou

jediné mozné.
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