69. ROONIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/20)

|. kolo kategorie Z9

79-1-1

Ondra, Matéj a Kuba se vraceji ze sbirani ofechti, celkem jich maji 120. Matéj si stézuje,
ze Ondra ma jako vzdy nejvic. Otec prikaze Ondrovi, aby prisypal ze svého Matéjovi tak,
aby mu pocet ofechil zdvojnasobil. Nyni si stézuje Kuba, ze nejvic ma Matéj. Na otciv
prikaz prisype Matéj Kubovi tak, ze mu pocet ofechit zdvojnasobi. Na to se zlobi Ondra,
ze nejméné ze vSech ma ted on. Kuba tedy pfisype Ondrovi tak, Ze mu podcet ofecht
zdvojnéasobi. Ted maji vSichni stejné a kone¢né je klid.

Kolik ofechit mél ptuvodné kazdy z chlapcu? (M. Volfovd)

Napovéda. Jaké bylo rozdéleni ofechu pred tim, nez méli vSichni stejné?

MozZné feSeni. Nakonec méli vSichni stejné, tj. po 40 ofesich (120 : 3). Pfedtim pfisypaval
Kuba Ondrovi, a to tak, ze mu pocet orechti zdvojnasobil. Pfed touto vyménou mél Ondra
polovinu kone¢ného stavu, takze se presouvalo 20 ofechii: Ondra mél 20 a Kuba 60 ofechu
(Matéj beze zmény).

Obdobnymi tivahami postupné odzadu uréime vSechny vymeény ofechti, a tak zjistime
puvodni pocty orfechii:

Ondra Matéj Kuba
puvodné 55 35 30
Ondra Matéjovi 20 70 30
Matéj Kubovi 20 40 60
Kuba Ondrovi 40 40 40

Ptvodné mél Ondra 55, Matéj 35 a Kuba 30 ofechti.

Jiné fesSeni. Pokud ptvodni pocty ofechii oznac¢ime x, y a z, potom pribéh celé transakce
vypadal takto:

Ondra Matéj Kuba
puvodné x Y z
Ondra Matéjovi T —y 2y 2
Matéj Kubovi x—y 2y — z 2z
Kuba Ondrovi 2(x —y) 2y — z 2z — (z —y)

Podle zadani plati nasledujici rovnosti:

2@ —y)=2y—2=2z—(z—y) =40.
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Rovnost 2(z — y) = 40 je ekvivalentni 2 — y = 20.

Dosazenim do rovnosti 2z — (z — y) = 40 dostavame 2z = 60, tedy z = 30.
Dosazenim do rovnosti 2y — z = 40 dostavame 2y = 70, tedy y = 35.
Nakonec z rovnosti x — y = 20 dostavame z = 55.

Ptvodné mél Ondra 55, Matéj 35 a Kuba 30 ofechti.

Z9-1-2

V trojuhelniku ABC' lezi bod P ve tietiné usecky AB blize bodu A, bod R je ve
tretin€ tisecky P B blize bodu P a bod @ lezi na tsecce BC tak, ze thly PC'B a RQB jsou
shodné.

Urcete pomér obsahti trojuhelnikit ABC a PQC. (L. Rizickovad)

Napovéda. V popsané zméti bodu lze najit vice trojuhelniki, jejichz obsahy lze porov-
navat.

Mozné feseni. Body C, @ a B lezi na jedné primce a thly PCB a RQB jsou shodné.
Tedy primky PC' a RQ jsou rovnobézné, trojuhelniky PC(Q a PCR maji stejnou vysku na
stranu PC, a tak i stejny obsah. Pomér obsahti trojuhelniki ABC a PCQ je proto stejny
jako pomeér obsahii trojuhelnika ABC' a PCR.

C

Trojiahelniky ABC a PRC maji stejnou vysku ze spole¢ného vrcholu C', tedy pomér
jejich obsahu je stejny jako pomér délek stran AB a PR. Pomér délek tisecek AB a PB
je 3 : 2, pomér délek usecek PB a PR je 3 : 1, tedy pomér délek tsecek AB a PR je
(3:2)-(3:1)=9:2.

Pomeér obsahii trojuhelnikit ABC a PQC je 9 : 2.

Jiné resSeni. Stejné jako v predchozim feSeni si vSimneme, ze pfimky PC a RQ jsou
rovnobézné. Odtud vyplyva, ze bod () na tsecce C'B je ve stejném poméru jako bod R
na usecce PB, tj. v jedné tretiné blize bodu C. Ve stejném pomeéru jsou proto i obsahy
trojuhelnikit PQC a PQB, nebot maji stejnou vysku z vrcholu P.
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A P R B

Bod @ na tsecce C'B je vsak také ve stejném pomeéru jako bod P na tsecce AB, tedy
trojuhelniky PQB a ACB jsou podobné a koeficient podobnosti je 2 : 3. Jejich obsahy
jsou tedy v poméru 4 : 9.

Dohromady, pomér obsaht trojuhelniki ABC a PQB je 9 : 4, pomér obsahi troj-
thelniki PQB a PQC je 2 : 1, tedy pomér obsahu trojuhelniki ABC a PQC je
(9:4)-(2:1)=9:2.

7Z9-1-3

Pro ktera cela cisla = je podil £ m

celym ¢islem? Najdéte vSechna fesSeni.
(L. Hozova)

Napovéda. Umite zadany vyraz néjak upravit?

Mozné feSeni. Zadany vyraz lze upravit nasledovné (,celd ¢ast plus zbytek®):

90—1—11_(95%—7)%—4_x+7+ 4 14 4
x+7 r+7 x4+ T7 r+T7 47

Tedy xw“_LFl?l je celé cislo, prave kdyz i7 je celé cislo, tj. pravé kdyz x + 7 je délitelem
¢isla 4. Cislo 4 m4 Sest délitel®: —4, —2, —1, 1, 2 a 4. Odpovidajici hodnoty z jsou o 7

mensi. Cislo x“l je celé pro x rovno —11, —9, —8, —6, —5 nebo —3.

Jiné reseni. Aby jmenovatel nebyl nulovy, * nemize byt —7. Dosazovanim celych cisel
pobliz této hodnoty dostavame:

x —6 -8 -9 -9 —4 —10 -3 —11
z+11 7 1
pran ) -3 3 -1 3 —3 2 0

Se zvétsujici se vzdalenosti x od —7 dostavame na druhém fadku necela ¢isla mezi 2

a 0, ktera se blizi k 1, ale nikdy ji nedosdhnou: kdyby ?1171 =1,potombyz+11 =247,

coz neni mozné. Vsechny vyhovujici moznosti jsou tedy obsazeny v uvedené tabulce. Cislo

”3:_171 je celé pro x rovno —11, —9, —8, —6, —5 nebo —3.

Poznamka. Predchozi argumentaci povazujte za vyhovujici, i kdyz neni dokonalé: ukézat
korektné, ze pro x > —3 nebo x < —11 jsou hodnoty * x“l mezi 2 a 0, asi prekracuje
moznosti Tesiteld v této kategorii.
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Tato diskuse souvisi s monotonnim chovanim funkce z f;tf; Zdanlivy zmatek

v hodnotach funkce v okoli z = —7 souvisi s tim, Zze v tomto bodé neni funkce definovana
a jeji hodnoty nejsou nijak omezeny. Zvidavi resitelé se mohou zamyslet nad chovanim této
funkce, nacrtnout jeji graf a porovnat s predchozimi zaveéry.

79-1-4

Maty dopadl paddkem na ostrov obyvany dvéma druhy domorodcii: Poctivci, ktefi
vzdy mluvi pravdu, a Lhari, ktefi vzdy 1zou. Pfed dopadem zahlédl v dalce pristav, ke
kterému se hodlal dostat.

Na prvnim rozcesti potkal Maty jednoho domorodce a opodal vidél druhého. Pozadal
prvniho, aby se zeptal toho druhého, zda je Lhaf, nebo Poctivec. Prvni domorodec Matymu
vyhovél, Sel se zeptat a kdyz se vratil, oznamil Matymu, ze druhy domorodec tvrdi, Ze je
Lhar. Poté se Maty prvniho domorodce zeptal, ktera cesta vede k ptistavu. Ten mu jednu
cestu ukazal a dal si Matyho nevsimal.

M4, nebo nema Maty domorodci vérit? Vede, nebo nevede ona cesta k pristavu?

(M. Volfova)
Napovéda. Zacnéte u druhého domorodce.

Mozné feseni. At Poctivec, ¢i Lhaf, nikdo o sobé nemiize ¥ict, ze je Lhar (Poctivec by
lhal a Lhai by mluvil pravdu).

Kdyz prvni domorodec oznamoval Matymu, ze druhy domorodec je Lhar, jisté nemluvil
pravdu. Je to tedy Lhar, Maty by mu vérit nemél a zminované cesta do pfistavu nevede.

Poznamka. Pro pfehlednost uvadime mozné vyroky domorodct v jednotlivych pripa-
dech:

prvni druhy druhy o sobé prvni o druhém
Poctivec Poctivec ,Poctivec ,Poctivec”
Poctivec Lhar ,Poctivec* ,Poctivec
Lhar Poctivec ,Poctivec* ,Lhar

Lhar Lhar ,Poctivec® , Lhar

Z9-1-5

Majka zkoumala vicemistna cisla, ve kterych se pravidelné stiidaji liché a sudé ¢islice.
Ta, ktera zacinaji lichou ¢islici, nazvala komicka a ta, kterd zacinaji sudou ¢islici, nazvala
vesela. (Napf. ¢islo 32387 je komické, ¢islo 4529 je veselé.)

Majka vytvorila jedno trojmistné komické a jedno trojmistné veselé ¢islo, pricemz Sest
pouzitych ¢islic bylo navzajem riznych a nebyla mezi nimi 0. Soucet téchto dvou ¢isel byl
1617. Soucin téchto dvou ¢isel koncil dvojéislim 40.

Urcete Majcina ¢isla a dopocitejte jejich soucin. (M. Dillingerova)
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Napovéda. Kolikamistné mohou byt souciny trojmistnych c¢isel a jak byste je ru¢né po-
citali?

Mozné fFeseni. Soucin dvou trojmistnych ¢isel je alesporn pétimistny a nanejvys Sesti-
mistny. Pro dalsi uvazovani si Majc¢ina ¢isla ozna¢ime a naznac¢ime vypocet soucinu:

a B c a B¢
+DeF -DeF
1617 * % x 0
% % %
% % % %

x x x x 40

Riizna pismena predstavuji rizné cislice, velkd odpovidaji sudym a malé lichym.

Aby soucin konéil 0, musi byt ¢ = 5 (mezi pouZitymi ¢islicemi neni 0). Aby soucet
koncil 7, musi byt F' = 2.

Aby v sou¢tu na misté desitek byla 1, musi byt B+e = 11. Sudé B ruzné od 2 (a od 0)
a liché e ruzné od 5, které spliuji tuto podminku, jsou bud B = 4, e = 7, nebo B = 8,
e = 3. Rozebereme obé moznosti:

e Predpokladejme, ze B=4ae=171.

a4b a4b
+D7 2 - DT 2
1617 * % 90
* 15

¥ %k ok ok

V soucinu vychazi posledni dvojcisli 40 v souladu se zadanim. Aby soucet zacinal
dvojéislim 16, musi byt a + D = 15 (z pfedchoziho pfechod pfes desitku). Liché a
riuzné od 5 a 7 a sudé D rizné od 2 a 4 (a 0), které spliuji tuto podminku, jsou jediné
a=9aD =6.YV takovém pripadé soucin vychazi 635040.

e Predpokladejme, ze B =8 a e = 3.

a 85 a 85
+D 3 2 - D32
1617 * % 70
* 5 b
% % k%

V tomto pripadé by v soucinu vychézelo posledni dvojéisli 20 a nikoli 40. Tato moznost
tedy vede ke sporu s pozadavky ze zadani.

Celkem vychazi jedind moznost: Maj¢ina ¢isla jsou 945 a 672, jejich soucin je 635040.
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Poznamka. Pokud bychom po tvodnim odvozeni ¢ = 5 a F = 2 pracovali se sou¢inem
zapsanym opacné, potom si nelze nevsimnout, ze bez ohledu na hodnotu e vychéazi:

De 2
-aB5b

60

T

*  *

X ok ok ok

x % x x40

(Cislice 6 na prvnim fadku v mezivysledku plyne z lichosti e a piechodu ptes desitku.)
Aby posledni dvojcisli soucinu vychazelo 40, musi byt x = 8, a tedy B = 4. Tato uvaha
redukuje predchozi zkouseni.

79-1-6

Kristyna zvolila jisté liché pfirozené ¢islo délitelné tiemi. Jakub s Davidem pak zkou-
mali trojuhelniky, které maji obvod v milimetrech roven Kristynou zvolenému ¢islu a jejichz
strany maji délky v milimetrech vyjadieny navzajem rtiznymi celymi cisly.

Jakub nasel takovy trojihelnik, v némz nejdelsi ze stran mé nejvétsi moznou délku,
a tuto hodnotu zapsal na tabuli. David nasel takovy trojuhelnik, v némz nejkratsi ze stran
ma nejvetsi moznou délku, a tuto hodnotu také zapsal na tabuli. Kristyna obé délky na
tabuli spravné secetla a vyslo ji 1681 mm.

Urcete, které ¢islo Kristyna zvolila. (L. RuZickovd)

Napovéda. Umite vzhledem k popsané vlastnosti Kristynina d¢isla vyjadrit Jakubovo
a Davidovo cislo?

MozZné feseni. Kristynino cislo, které oznacime k, je liché a délitelné tfemi. To znamena,
ze k je lichym nasobkem t1i, tedy

k=32n+1)=6n+3

pro néjaké prirozené ¢islo n. Velikosti stran (v mm) Jakubova a Davidova trojihelniku
odpovidaji trojicim prirozenych ¢isel, které v souctu davaji k a pro néz plati trojuhelnikové
nerovnosti (soucet kazdych dvou ¢isel je vétsi nez tieti).

Nejvétsi mozna délka nejdelsi strany v trojuhelniku s obvodem £ odpovida nejvétsimu
prirozenému ¢islu, které je mensi nez polovina k (kvili trojuhelnikové nerovnosti). Jaku-
bovo ¢islo tedy bylo 3n + 1. Zbylé dvé strany mohly odpovidat napi. 3n a 2, ale to nas pro
doreseni ulohy nezajima.

Nejvétsi mozna délka nejkratsi strany v trojihelniku s obvodem k& odpovida nejvétsimu
prirozenému ¢islu, které je mensi nez tfetina k (pfislusny trojuhelnik ma byt co nejvic
rovnostranny, avsak strany maji byt navzajem ruzné). Davidovo ¢islo tedy bylo 2n; zbylé
dvé strany odpovidaly 2n + 1 a 2n + 2.

Soucet Jakubova a Davidova ¢isla je 5n 4+ 1, coz mé podle zadani odpovidat 1681.
Odtud 5n = 1680, a tedy n = 336. Kristynino ¢islo bylo

k=6-336+ 3 = 2019.
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