72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie B

1. Ozna¢me M pocet vSsech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem rtiznymi ptiroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Dale ozna¢me D pocet téch vyplnéni, kde je navic soucin cisel
v nekterém radku nebo sloupci nasobkem deseti. Urcete pomér D : M a vysledek
zapiste pomoci poméru ¢i podilu dvou nesoudélnych prirozenych cisel.

2. Je dan ctverec ABCD. Na polopiimce opacné k C'B lezi bod E tak, ze plati
|BC| = |CE|. Ozna¢me F stred strany BC' a X kolmy prumét bodu F na ptimku AF'.
Dokazte, ze bod C' je stfedem kruznice vepsané trojihelniku AEX.

3. Necht a, b jsou kladna celd &isla takovd, Ze a? — b? je mocninou dvojky. DokaZte, Ze
a? + b? je souc¢tem dvou mocnin dvojky. (Mocninami dvojky rozumime éisla 20, 2
22..)

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
v utery 24. ledna 2023

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
viech potfebnych pisemnych nebo pamétnych vipoétt musi byt zaznamenany. UspéSnym
fesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bod nebo vice. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Oznacéme M pocet vsech moznich vyplneni tabulky 3 X 3 navzdjem riznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Ddle oznacme D pocet téch vyplnéni, kde je navic soucin cisel
v nekterém radku nebo sloupci nasobkem deseti. Urcete pomeér D : M a vysledek za-
piste pomoci pomeéru ¢i podilu dvou nesoudélnych prirozengch cisel. (Josef Tkadlec)

RESENI. Ulohu zapotneme Fesit vypoctem rozdilu M — D, tedy poétu Spatnych
vyplnéni, u kterych soucin ¢isel v zadném tadku ani sloupci tabulky neni nasobkem
deseti. To nastane pravé tehdy, kdyz s ¢islem 5 neni ve stejném radku ani sloupci zadné
sudé cislo.

Pred slibenym vypoctem nejprve ilustrujme situaci prikladem jednoho typu spatného
vyplnéni. Pozice pro ¢tyti sudd ¢isla 2, 4, 6, 8 a ¢tyti lichd ¢isla 1, 3, 7 a 9 oznacime
pismeny s, resp. I:

s 1 s
s 1 s
5 1

Umisténi ¢isla 5 pro Spatné vyplnéni mtizeme zvolit deviti zptsoby. Pti kazdém z nich
pak vSechna ¢tyTi sudé ¢isla 2, 4, 6, 8 musi lezet v polich mimo fadek i sloupec umisténého
c¢isla 5. Takova pole jsou pravé ¢tyfi a na né mohou byt sudéd ¢isla rozmisténa jakkoli,
tedy 4! zpusoby. Mame-li takové rozmisténi vybrano, pak ¢isla 1, 3, 7, 9 mohou byt na
zbyla ¢tyTi dosud neobsazend pole také rozmisténa jakkoli, tedy opét 4! zptisoby. Celkovy
pocet M — D Spatnych vyplnéni tak ma hodnotu

M —D=9-4!-4l

Protoze navic zirejmé plati M = 9!, dohromady dostavame

D M-D 944 432 1 D 1 69

1 _ — — odkud =2
M M 9l 8-7-6-5 70 O

M 70 70

Zaver. Hledany pomér D : M je roven 69 : 70.

P0OzZNAMKA. Po tivaze z prvniho odstavce lze piejit k ekvivalentni tloze o vypliiovani
tabulky 3 x 3 jednim cislem 5, ¢tyfmi pismeny 1 a ¢tyfmi pismeny s. Pro odpovidajici
hodnoty M’ a D’ pritom plati M’ =9 - (i) a M' — D' = 9. Tato obména vSak neprinasi
oproti ptuvodnimu postupu zadnou vyhodu, navic je tfeba zminénou ekvivalenci dolozit
rovnostmi M = (41)2 - M"a D = (4)?- D'

JINE RESEN{. Vyplnéni tabulky 3 x 3 ¢&isly 1,..., 9 nazveme lichym, je-li lichy soucet
tii ¢isel v kazdém Fadku i v kazdém sloupci tabulky. V feSeni druhé tlohy domaciho kola
jsme ukazali, ze licha jsou prave ta vyplnéni, pti kterych licha ¢isla 1, 3, ..., 9 zabiraji
jeden tadek a jeden sloupec tabulky, a Ze pro pocet L vsech lichych vyplnéni plati vztah
L= M/14.

Zkoumejme opét vyplnéni, kterd jsme v prvnim feseni aktualni ilohy nazvali spatnd.
Tam jsme tvahou o radku a sloupci s ¢islem 5 vlastné ukazali, ze kazdé spatné vyplnéni
je liché. Ne kazdé liché vyplnéni je vsak spatné, jak ukazuje nasledujici priklad:

s 1 s
s 5 s
|
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Ukazme, ze lichych vyplnéni je pétkrat vice nez spatnych vyplnéni. Skuteéné, pro kon-
strukei lichych vyplnéni zvolme nejprve ten fadek a ten sloupec, které budeme vypliovat
lichymi ¢isly. Poté mame pro ¢islo 5 na vybér pét poli, pfitom ke Spatnému vyplnéni
povede jediné z nich. (Po umisténi ¢isla 5 pak pro zbyld 4 lich4 ¢isla a vSechna 4 suda
¢isla mame vzdy stejny pocet 4! - 4! zptisob, jak je umistit.)™ Plati proto L = 5(M — D)
neboli M — D = L/5, odkud s ohledem na L = M /14 dostavame M — D = M/70, tudiz
D = 69M /70 neboli D : M = 69 : 70.

JINE RESENI. V obou predchozich feSenich jsme volili vyhodné&jsi postup, kdy se
vlastné pocitaji vyplnéni, kterd zadani ulohy nevyhovuji. UkdZeme nyni, Ze je schidnd
vyplnéni, u kterych se nékteré sudé ¢islo nachéazi ve stejném radku nebo sloupci tabulky
jako ¢islo 5.

Vsechna vyhovujici vyplnéni rozdélime do skupin podle toho, kolik je dohromady
sudych ¢isel v tom tadku a v tom sloupci tabulky, ve kterych se nachazi ¢islo 5. Tento
pocet oznacime p a uréime, kolik vyplnéni pro jednotlivd moznd p od 1 do 4 existuje (jak
uz vime, pocet p = 0 maji pravé ta vyplnéni, kterd zadani ilohy nevyhovuji). Tyto pocty
zapiSeme vzdy ve tvaru soucinu, jehoZ prvni ¢initel bude roven 9 (pocet zptisobu umisténi
¢isla 5) a druhy ¢initel bude roven poctu vybéru p poli pro suda ¢isla sdilejici s ¢islem 5
radek nebo sloupec; tieti ¢initel bude roven poc¢tu zptisobii vyplnéni jiz vybranych p poli
nékterymi sudymi ¢isly a ¢tvrty ¢initel poc¢tu zptisobt rozmisténi zbylych 4 — p sudych
¢isel do 4 poli mimo tadek a sloupec ¢isla 5; konecné paty cinitel 4! bude roven poctu
zpuisobl vyplnéni zbylych 4 poli lichymi ¢isly 1, 3, 7 a 9.

p=1 9-4- 4 -(4-3-2)-4=9-(4))?-16
p=2 9:-6- (4-3) - (4-3) -4!'=9-(4)?-36
p=3  9-4-(4-3-2)- 4 4=9-(41)?-16
p=4 9.-1. 4 . 1 41 =19 (41)2

Celkovy pocet D vyhovujicich vyplnéni proto ma hodnotu
D=9-(4)*(16 + 36+ 16 + 1) = 9- (41)* - 69.
S ohledem na zfejmou hodnotu M = 9! tak dochazime k vysledku

D 9-(4)2.69  41-69 69

M~ 9.8  5.6-7-8 70

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente castecné kroky néasledovné:

A0. Uvedeni hodnoty 9! pro pocet M: 0 bodi.

A1l. Uvedeni pfikladu nevyhovujiciho vyplnéni tabulky (pfi¢emz je zjevné, Ze Fesitel si tuto jeho vlastnost
uvédomuje): 1 bod.

B1. Charakterizace nevyhovujicich vyplnéni tabulky (tj. vlastnost rozmisténi dalsich ¢isel v zavislosti na
porzici ¢isla 5): 3 body.

B2. Urceni jedné z hodnot (M — D)/M nebo M — D véetné zdiuvodnéni: 2 body, 1 bod za spréavnou
metodu s numerickou chybou.

B3. Odpovéd zapsand pomérem 69 : 70 nebo zlomkem 69/70: 1 bod.

C1. Uvedeni poméru L : M = 1 : 14 z fesSeni tlohy domaéciho kola spolu s popisem lichych vyplnéni
(oboji 1ze prohlésit za zndmé): 1 bod.

Absenci tohoto dovétku v zavorce lze v Tesenich tolerovat.
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Kazdé nevyhovujici vyplnéni je liché: 2 body se zdivodnénim, 1 bod bez zdivodnéni.

Uvedeni vztahu L = 5(M — D): 2 body se zdtvodnénim, 1 bod bez zdtvodnéni.

Charakterizace vyhovujicich vyplnéni tabulky (tj. vlastnost rozmisténi dalsich ¢éisel v zavislosti na
pozici ¢isla 5): 1 bod.

Rozdéleni vsech vyhovujicich vyplnéni do ¢tyt skupin podle celkového poctu sudych cisel, ktera
sdileji s ¢islem 5 stejny fadek nebo sloupec: 1 bod.

Urceni hodnoty D véetné zdivodnéni: 3 body, z toho 2 body za tplnost metody kombinatorického
pocitani a 1 bod za numerickou bezchybnost.

Celkem pak udélte maX(Al, max(B1+B2,C1+C2+ C3,D1+ D2+ D3) + B3) bodu.
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2. Je ddn ctverec ABCD. Na poloprimce opacné k CB lezi bod E tak, Ze plati |BC| =
= |CE|. Oznaéme F stred strany BC a X kolmy primét bodu E na primku AF.
Dokazte, Ze bod C je stredem kruznice vepsané trojihelniku AEX. (David Hruska)

RESENI. Podle obvyklé konstrukee stiedu vepsané kruznice budeme s ditkazem hotovi,
kdyz ukazeme, ze bod C' lezi na osach dvou vnitinich dhla trojihelniku AEX — téch
u vrcholi A a F.

Nejdrive si povSimneme dvou vlastnosti tusecky AFE, jejiz prusecik se stranou C'D
ozna¢ime G: Stiidavé ihly DAFE a BEA jsou shodné (jak je vyznaCeno na obrizku)
a bod G je zfejmé sttedem strany C'D.*

A

Protoze F a G jsou stredy stran BC, resp. DC, ze soumérnosti ¢tverce ABCD
podle uhlopricky AC' plyne shodnost (podbarvenych) trojihelniki DAG a BAF. Proto
je thel DAG shodny s (tfetim Cervené vyznacenym) tdhlem BAF a diky soumérné
sdruzenosti bodu F, G podle piimky AC lezi bod C skuteéné na ose thlu FAX (jak
je na obrazku vyznaceno zelené).

Nyni si vsimnéme trojuhelnikt BAF a X EF s pravymi uhly u vrcholi B a X. Protoze
se shoduji i v tthlu pfi spoleéném vrcholu F', jsou shodné i jejich treti ihly BAF a XEF
(proto je i thel XEF na obr. vyznacen ¢ervené).** Dohromady dostdvdme shodnost
uhlt CEA a CEX, podle niz bod C' skutecné lezi na ose thlu X FA. Tim je cely dikaz
ukoncen.

JINE RESENI. K zadanému ¢tverci ABCD a urc¢enému bodu E jesté prikreslime dva
dalsi ¢tverce DCEH a BIJC podle obrazku. Stred F' strany BC' jisté lezi na tisecce AJ.

A D H
N\
AN
AN
N s
s
BT F\ ¥/ E
Al
//
£ // X
I J

* Dokézat to 1ze nékolika zptisoby: tivahou o rovnobézniku AC E D nebo o stiedni pticce trojihelniku ABE,
pifpadné uzitim dvojice shodnych trojihelnikit DAG a CEG. Resitelé oviem mohou tvrzeni povazovat, stejné
jako my, za zfejmé a nedokazovat je.

** Tuto shodnost mizeme také odvodit pomoci obvodovych ihlt BAX a BEX v kruznici nad prumérem
AFE — ta je totiz opsana ¢tyiihelniku ABX E, nebot oba tthly ABE a AXFE jsou pravé.

5
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Uvazme otoceni se stredem C' a (orientovanym) pravym thlem DCB. V ném se
usecka AJ zobrazi na k ni kolmou tsecku [F, takze prusecikem téchto dvou tusecek je
bod X ze zadani tlohy (kolmy primét bodu E na piimku AF neboli AJ).

Vlastni tvrzeni tulohy dokaZeme jako v prvnim feseni — ovérime, Ze bod C' lezi na
osach dvou vnitfnich thla trojahelniku AEX.

Protoze body J a E jsou soumérné sdruzené podle pirimky AC, lezi bod C na ose
uhlu JAFE neboli XAFE. Podobné ze soumérnosti dvojice bodit A a I podle piimky BE
plyne, ze jeji bod C lezi na ose ihlu AET neboli AEX. Tim je slibeny dikaz hotov.

POZNAMKY.

1. Ukazme, zZe otoceni se sttedem C', které jsme vyuzili v prvni ¢asti reseni, lze uplatnit
i k jinému dtkazu pro druhou ¢ast. V tomto otoceni totiz kromé AJ — [FE plati
rovnéz AE — ID. Proto existuji dvé kruznice se stifedem C: té prvni se dotykaji
tsecky AJ a IE, té druhé zase tsecky EA a ID. Usecky 1D a IE vsak jsou soumérné
sdruzené podle primky IC', tudiz obé zminéné kruznice splyvaji v jednu, ktera je proto
vepsana trojuhelnitku AFX.

2. Kvili pokynim k bodovani dodejme, zZe obé ¢asti podaného Teseni jsme mohli uvést
v opacném poradi: nejprve oznadit prusecik isecek E1, JA jako X' a ukézat, ze bod C
je stfedem kruznice vepsané trojihelniku AE X', teprve pak odvodit rovnost X’ = X.

JINE RESENI. Ukazme, jak lze myslenky z obou predeslych FeSeni strucné podat uzitim
zékladnich poznatkl o smérnicich pfimek z analytické geometrie.

Uvazme kartézskou soustavu souradnic s pocatkem A a kladnymi poloosami po radé
AB a AD. V ni ma primka AF smérnici |BF|/|AB| = 1/2, zatimco pfimka AF ma
smérnici |BE|/|AB| = 2. Jelikoz tyto dvé smérnice jsou navzéjem prevracena cisla,
piimky AF a AFE jsou soumérné sdruzené podle osy prvniho kvadrantu, kterou vsak
je primka AC'. Jinak feceno, bod C' lezi na ose thlu FAX.

Protoze soucin smérnic kazdych dvou navzajem kolmych piimek je —1, piimka EX
kolmé k AF ma smérnici —2. Protoze primka FA ma opacnou smérnici 2, je osa uhlu
AFEX rovnobézna s druhou souradnicovou osou, takze to je nutné primka EC. Bod C
tak lezi i na ose ihlu AEX — celé feseni je tudiz hotovo.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. V neuplnych resenich ocente castecné poznatky nésledovné:

A0. Piimka AF ptli stranu C'D, stfidavé ihly DAE a CE A jsou shodné, ¢tyruhelnik ABX F je tétivovy:
0 bodu.

Al. Piimka AC je osou ihlu FAX: 2 body.

A2. Piimka EC je osou tthlu AEX: 3 body.

B1. Shodnost thla CEA a BAF: 1 bod.

B2. Shodnost thldi BAF a XEF: 1 bod.

C1. Bod X je prusecikem usecek AJ a ET z druhého feseni: 3 body.

C2. Bod C je stfedem kruznice vepsané trojihelniku s vrcholy v bodech A, E a pruse¢iku tsecek AJ
a FI: 3 body.

Misto shodnosti ihli v B1 a B2 mohou byt uvedeny shodnosti ¢i podobnosti pravouhlych troju-
helnikt s témito thly. Pripadné netplné analytické feSeni hodnotte podle pokynu Al a A2, je-li vedeno
timto smérem.

Celkové pak udélte max (Al + max(A2,B1 + B2),C1 + C2) bodu.
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3. Necht a, b jsou kladnd celd c¢isla takovd, Ze a®> — b* je mocninou dvojky. Dokazte, Ze
a? + b? je souctem dvou mocnin dvojky. (Mocninami dvojky rozumime ¢isla 2°, 21,
22....) (Zdené&k Pezlar a Michal Pecho)

RESEN{. Predpokladejme, ze kladna celd ¢isla a, b spliiuji rovnost a? — b? = 2™ pro
néjaké nezdporné celé ¢islo m. Potom ziejmé a > b a (a + b)(a — b) = 2™, tedy i kladnd
celd ¢isla a+b a a—b musi byt mocninami dvojky s celo¢iselnymi nezapornymi exponenty.

Pokud by disla a, b méla riiznou paritu, obé ¢isla a + b a a — b by byla lichd, a musela
by proto obé byt rovna mocniné 2° = 1. To v8ak neni mozné, nebot a + b > 2. Cisla a,
b tedy musi mit stejnou paritu, takze obé ¢isla a + b a a — b jsou sudd, a tedy mocniny
dvojky s kladnymi exponenty.

Vsimnéme si, ze plati

2, 2 1 2 2 1 2 1 2
a®+b" = 5((&—{—6) + (a—b)?)) = §(a+b) +§(a—b) ,
kde oba posledni sc¢itanci jsou podle predchoziho odstavece mocninami dvojky s nezapor-
nymi celoc¢iselnymi exponenty. Tim je dikaz hotov.

POZNAMKA. Je zfejmé, Ze nalezené mocniny dvojky rovné %(a +b)? a %(a —b)? maji

liché, a tedy i kladné exponenty.

JINE RESENI. VyuZijeme opét rozklad a? —b? = (a—b)(a+0b), podle kterého ze zadani
tlohy plyne, Ze plati a +b = 2¥ a a — b = 2™ pro nékterd nezaporna celd ¢isla k a m.
Pohlédneme-li na tyto dvé rovnosti jako na soustavu dvou rovnic s neznamymi a a b,
jejim snadnym vyresenim dostaneme

a= %(2’“ +2m) =2 pomtt e b= %(2’“ —2m) =2t —gmh

Dosazenim téchto vyjadieni do souctu a? + b? a naslednou tipravou obdrzime
a2+ b2 = (21%1 + 2m71)2 + (21@71 . 2m71)2 — 92k—1 4 92m—1

To uz bude hledané vyjadreni, pokud ovSsem ukazeme, zZe celociselné exponenty 2k — 1
a 2m — 1 jsou nezaporné, tj. ze obé cisla k a m jsou rtzna od nuly. Lze to udélat stejné
jako v prvnim reseni, nabidnéme vsak jiny postup: Kdyby platilo £ = 0 nebo m = 0, byla
by pifslusna z mocnin 22¢~1, 22m=1 rovna zlomku 1/2, tudiz by se mu musely rovnat obd
mocniny, aby jejich soucet a4 b? byl celym ¢&islem. Rovnost a? + b? = % + % =1 je vSak
vylouc¢ena, nebot a? +b% > 1+ 1 = 2.

POZNAMKA. Z druhého YeSen{ bezprostredné plyne, ze dvojice (a,b) spliujici zadani
ulohy existuji, ze jich je nekoneéné mnoho a ze vSechny jsou tvaru

(a,b) = (2" +2%,2" — 2Y),
kde u, v jsou libovolnd celd ¢isla s vlastnosti u > v = 0.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netplnych resenich ocente castecné kroky néasledovneé:

A0. Ovéfeni tvrzeni tlohy pouze pro konkrétni vyhovujici dvojice a, b nebo uvedeni rozkladu a? — b% =
= (a4 b)(a — b) bez dalsich zdvéru: 0 bodd.
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Konstatovani, ze ¢isla a + b, a — b jsou mocniny dvojky s celo¢iselnymi nezdpornymi exponenty:
2 body.

Vylouéeni piipadu, Ze je nékteré z &isel a + b, a — b rovno 2°: 1 bod.

Uvedenf rovnosti a® + b* = 3(a + b)? + (a — b)*: 3 body.

. Konstatovani, ze a + b= 2% a a — b = 2™ pro celd nezdporna k, m: 2 body.
B2.
B3.
B4.

Vyjadreni ¢isel a, b pomoci ¢isel k£ a m: 1 bod.
Odvozeni rovnosti a? 4 b = 22k=1 4 22m=1: 3 hody.
Vylouceni piipadu, ze nékteré z ¢isel k, m z B1 je rovno nule: 1 bod.

Celkem pak udélte max (Al + A2 + A3, B1 + max (B2, B3) 4+ B4) bod.



