72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Pankrac, Servac a Bonifac si koupili ¢lun. Pankrac zaplatil 60 % ceny ¢lunu, Servéc
zaplatil 40 % zbytku ceny a Bonifidc doplatil chybéjici ¢astku, coz bylo 30 zlatek.

Kolik zlatek stél ¢lun, ktery si chlapci koupili? (L. Hozovad)

Mozné feSeni. Cenu ¢lunu ve zlatkach oznacime z. Pankrac zaplatil 1%2, zbyvalo doplatit
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Chybéjici castku zaplatil Bonifac, coz ¢inilo 30 zlatek. Tedy %z = 30, odkud vyplyva, ze
z = 125. Clun stal 125 zlatek.

Poznamka. Predchozi Gvahy lze znazornit nésledovné (celek predstavuje cenu élunu, vy-
znacené obdélniky podily jednotlivych pFispévateli):
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Bonifac

Hodnoceni. 2 body za vyjadfeni Pankracova prispévku a zbytku; 2 body za vyjadieni
Servacova prispévku a zbytku; 2 body za dopo¢itani a odpovéd.



Z8-11-2
Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C' a s délkami odvésen
v poméru 1 : 3. Body K, resp. L jsou stfedy c¢tverci, které maji jednu stranu spolecnou
s odvésnou AC, resp. BC' a které se s trojuhelnikem ABC nepiekryvaji. Bod M je stfedem
prepony AB.
a) Zduvodnéte, ze bod C' lezi na tsecce K L.
b) Vypoctéte pomér obsahi trojuhelnika ABC a KLM.
(J. Svrcek)
Mozné ieSeni. Usecky KC a CL jsou ¢astmi thlop¥icek ve étvercich, proto uhly KCA
a LCB maji velikost 45°. Uhel ACB je pravy, tedy thel KCL méa velikost

45° +90° + 45° = 180°.

Odtud vyplyva, ze bod C' je vnitinim bodem tusecky K L.
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V dalsim pfedpokladdme takové znaceni vrchol, ze |[AC|: |CB| =1 : 3. Velikost od-
vésny AC' oznacime b. S timto znacenim je obsah pravothlého trojuhelniku ABC' vyjadien
jako
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Ze zadani plyne, ze tisetky KM a ML jsou (prodlouzené) stiedni pficky trojihelniku
ABC. Tedy trojuhelnik K LM je také pravouhly a navic rovnoramenny, s velikostmi ramen
%b + %b = 2b. Obsah trojihelniku K LM je tak roven
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Pomér obsahii trojuhelniki ABC a KLM je
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Hodnoceni. Po 2 bodech za odpovéd na kazdou z otézek a) a b); 2 body za kvalitu
komentafre.

Poznamky. Namisto pfedchoziho znaéeni |AC| = b, |AB| = 3b atd. si lze vypomoct
s dodatecnym délenim, resp. znézornénim ve ¢tvereckové siti:

Jak kolinearnost bodt K, C, L, tak pravouhlost a rovnoramennost trojuhelniku K LM
je platna pro obecny pravouhly trojuhelnik ABC'. Dany pomér délek odvésen promlouva
pouze do poméru obsahu trojuhelnikit ABC a K LM.



Z8-11-3
Karolina napsala vsechna trojmistné ¢isla tvorena cislicemi 1, 2 a 3, v nichz se zadna
¢islice neopakovala a v nichz 2 byla na misté desitek. Nikola napsala vSechna trojmistna
¢isla tvorend cislicemi 4, 5 a 6, v nichz se také zadna cislice neopakovala. Kuba si vybral
jedno c¢islo od Karoliny a jedno ¢islo od Nikoly tak, aby soucet téchto dvou ¢isel byl sudy.
Jaka byla ¢islice na misté jednotek v sou¢inu Kubou vybranych ¢isel? Urcete vSechny
moznosti. (L. Hozovad)

MozZné reseni. Karolina napsala ¢isla
123, 321.

Nikola napsala cisla
456, 465, 546, 564, 645, 654.
Obé ¢isla od Karoliny jsou licha. Pro sudy soucet musel Kuba vybrat liché ¢islo od Nikoly.
Sudy soucet davaji praveé tyto pripady:
123 + 465, 123 + 645, 321 4465, 321 + 645. (%)
Ve vsech pripadech je ¢islice v souéinu na misté jednotek urcena lichym nasobkem 5, tedy
to miize byt jediné 5.

Hodnoceni. Po 1 bodé za Karolinina a Nikolina ¢isla; 2 body za Kubuv vybér sudého
souctu; 2 body za urceni posledni ¢islice soucinu.

Poznamka. Ke spravnému zévéru neni tifeba souciny vycislovat. Nicméné pro ¢tverici
moznosti v (x) tyto soudiny postupné jsou

97195, 79335, 149265, 207045.



