73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Zadani uloh domaciho kola

Kategorie A

. Na party se seslo 20 osob, z toho 10 chlapcti a 10 divek. Kazdému se libi pravé k£ osob

opac¢ného pohlavi. Je vzdy mozné vytvorit par, v némz se obéma 1ibf ten druhy? Reste

a) pro k =5, b) pro k = 6. (Josef Tkadlec)

. Z ¢islic 1 az 9 vytvorime devitimistné ¢islo s navzajem riznymi cislicemi. Poté

vypocitame soucet kazdé trojice sousednich ¢islic a téchto sedm souctti zapiSeme
vzestupné. Rozhodnéte, zda lze takto ziskat posloupnost

a) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 22,

b) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 23. (Patrik Bak)

. Je dan trojihelnik ABC' s tézistém T'. Nad useckami BT L

a C'T jsou sestrojeny pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky

BTK a CTL stejné jako na obrazku. Oznac¢me D stied

strany BC' a F stfed tusecky K L. UrcCete vSechny mozné p C
hodnoty poméru |AT| : |DE]. (Michal Rolinek) K

. O lichém prvocisle p fekneme, Ze je specialni, pokud soucet vsech prvocisel mensich

nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, ktera jsou specialni?
(Jaroslav Zhouf)

. Rozhodnéte, zda existuje neprazdna podmnozina policek tabulky 7 x 7 s nasledujici

vlastnosti: Pro kazdé z tetramin

| | | HpEEEE

lze tuto podmnozinu vyplnit bez prekryvani vyhradné jeho kopiemi. Jednotlivé kopie
mtzeme libovolné otacet a preklapét. (Michal Rolinek)

. Pro redlnd ¢isla a, b, ¢, d z intervalu (1, 2) plati (a + ¢)(b+ d) = 8. Dokazte, ze

1 . 1 n 1 L 1 > 1
a2+ -1 V+c2-1 A+d2-1 d?>+a2-17"
a urcete, kdy nastane rovnost. (Zdenek Pezlar)
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. Necht FE je stfed strany AD pravouhelniku ABCD. Predpokld- G

ROCNIK MO (2023/2024) ZADANI 1. KOLA

Kategorie B
. Kolik neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1,...,9} mé soucet prvku délitelny tfemi?
(Eliska Macdkovad)
. Pro redlna cisla a, b, ¢ plati
a b c

btc c+a a+b
Urcete vSechny mozné hodnoty vyrazu

a’+ b+
b+ +(c+a)+ (a+b)?

(Michal Rolinek)

D C

dejme, ze pata F' kolmice z vrcholu B k ptimce C'E lezi uvnitt B
usecky C'E a ozna¢me G patu kolmice z bodu F ke strané AD.
Dokazte, ze primka C'E puli thel AFG. (Jaroslav Svrcek)

. Rozhodnéte, zda existuje pétice prirozenych cisel

(i) a, a, a, a, b (a #b),
(ii) a, a, b, b, ¢ (a # b # ¢ # a),
v niz je kazdé z téchto cisel délitelem souctu kazdych tii ze zbylych ¢tyt cisel.

(Jaroslav Zhouf)

. V pravouhlém trojihelniku je pomér poloméru kruznice vepsané ku poloméru kruznice

opsané 2 : 5. Dokazte, ze délka jedné z jeho stran je aritmetickym primérem délek
zbylych dvou stran. (Mdria Domdnyovd)

. Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 4 x 4 vyplnit navzajem rtiznymi prirozenymi

¢isly od 1 do 16 tak, ze v kazdém tadku i kazdém sloupci existuje ¢islo, jehoz
sedmindsobek je souctem zbylych tif ¢isel. (Jaromir Simsa)
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Kategorie C

. Existuje deset po sobé jdoucich prirozenych ¢isel, ktera jsou po radé délitelna cisly
9,7,5/3,1,1,3,5,7,97 (Jaroslav Zhouf)

. Pro stted M prepony AC pravoihlého trojihelniku ABC plati |BC| = |CM].
Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABM maji stejné polomeéry.
(Michal Pecho)

. Uvazujme 20 vyrok:
,2Mam praveé jednu sestru.” ,2Mam pravé jednoho bratra.®
,2Mam pravé dvé sestry.“ ,2Mam pravé dva bratry.®
,Mam prave deset sester. ,Mam pravé deset bratri.”

a) Kazdy ze ¢tyt sourozencu pronesl jiny z téchto 20 vyroki. Je mozné, ze vsichni
¢ty meli pravdu?

b) Najdéte nejvétsi prirozené ¢islo n takové, ze kazdy z n sourozenct muze pronést
jiny z téchto 20 vyroku a mit pravdu.* (Josef Tkadlec)

. Kolik usporadanych ¢tveric prirozenych cisel (a, b, ¢, d) se souc¢tem 100 splnuje rovnice
(a+b)(c+d)=(b+c)a+d)=(a+c)(b+d)?

(Patrik Bak)

. Na tabuli jsou napséna ¢isla 1, v/2, /3. V kazdém kroku &sla a, b, ¢ napsana na
tabuli smazeme a nahradime je souciny ab, bc, ca. Zjistéte, zda po nékolika krocich
bude znovu nékteré z ¢isel napsanych na tabuli prirozené. (Jaroslav Zhouf)

. Je ddn obdélnik ABCD, kde |AB|:|BC| =2 :1. D . M C
Na jeho stranach AB, BC, CD, DA jsou dany po
radé body K, L, M, N tak, ze KLMN je obdélnik,
v némz |KL| : |LM| = 3 : 1. Vypoctéte pomér
obsahti obdélniki ABC'D a KLMN.

(Josef Tkadlec)

* Vsichni sourozenci maji stejné rodice.
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