73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Navodné a doplnujici alohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Kolik neprazdnyjch podmnozin mnoziny {0,1,...,9} md soucet prvki délitelny tremi?

(Eliska Macakova)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.
N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Pro kazdé prirozené ¢islo n dokazte: Pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny
je roven 2™,

Kolik neprazdnych podmnozZin mnoziny {0, 1,2, 3,4, 5} mé sudy soucet prvku?
Kolika zpusoby lze z mnoziny {1,2,...,9} vybrat dvé ¢isla se sou¢tem délitelnym
tremi?

Oznac¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem ruznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznac¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic
soucty vsech cisel v kazdém tadku i sloupci licha ¢isla. Urcéete pomér L : M.
Oznac¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem ruaznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale ozna¢me D pocet téch vyplnéni, kde je navic
soucin Cisel v nékterém radku nebo sloupci nasobkem deseti. Uréete pomér
D: M.

Kolik 33mistnych ¢isel délitelnych 3 neobsahuje ve svém zapisu ¢islici 37 Vysledek
zapiste ve tvaru soucinu mocnin prvocisel.

Urcete pocet neprazdnych podmnozin mnoziny {0,1,...,2n — 1} se sudym
souctem prvki, kde n je dané prirozené ¢islo. (Zobecnéni ulohy N2.)

Reste toto zobecnéni soutézni tlohy: Pro kazdé celé k oznacme p(k) pocet
téch podmnozin mnoziny {0, 1,..., 3k}, které maji soucet prvkia délitelny tfemi
(zapocitdme mezi né i prazdnou mnozinu). Dokazte vzorec p(k) = 5 (22+2).25+1.
Ndvod: Odvodte nejprve, ze pro kazdé k plati p(k + 1) = 2(23k+1 + p(k)), a pak
vyuzijte matematickou indukci.

Doplnujict literatura:

K pripomenuti pravidel o délitelnosti doporucujeme brozurku Antonina Vrby
O délitelnosti cisel celyjch edice Skola mladijch matematiki. Praci se zbytky pii
déleni v oboru celych celych usnadnuji zapisy, které maji stejny nazev jako dalsi
brozurka Aloise Apfelbecka Kongruence. Najdete v ni nejen jejich zavedeni, ale i
zajimavé priklady uplatnéni. Pravidla k urcovani riznych ,velkych* pocti vybéra
moznosti nebo pocti urcitych typu skupin prvki najdete v brozurce Antonina Vi-
by Kombinatorika. Koneéné v brozurce Rudolfa Vyborného Matematickd indukce
najdete ivodni pouceni o tomto vyznamném matematickém principu a nasledné
rozmanité priklady jeho vyuziti.
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2. Pro redlna cisla a, b, ¢ plati

a b c

btc cta a+b

Urcete vsechny mozné hodnoty vijrazu

a®+ b3+
(b4} +(c+a)P+(a+b)3

(Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Pro reélna ¢isla plati a/(b+1) = b/(a+1). Dokazte, Ze ¢isla a, b jsou stejna nebo
se jejich soucet rovna —1.

Pro redlnd cisla a, b, ¢ plati a/b = b/c = ¢/a. Urcete vSechny mozné hodnoty
souctu a/(b+c)+b/(c+a)+c/(a+D).

Urcete, jakych hodnot mize nabyvat vyraz

a+bc b+ca c+ab
- - ,
a-+b b+c c+a

jsou-li a, b, ¢ kladna realna cisla se souctem 1.
Necht a, b, ¢ jsou kladné redlna cisla, pro néz plati ab + bc + ca = 1. Urcete,
jakych hodnot nabyva vyraz

a*+1) b2 +1) cla®>+1)
a+b b+c cta

Necht z, y, z jsou kladna realna ¢isla, jejichz soucin je roven 1. Dokazte, ze plati
rovnost

1 1 1
+ +
l+z+2y 14+y+yz 142422

Pro redlna cisla z, y, 2 plati
lzt+yl=1-2 Jy+zl=1-2 |z+z/=1-y

Zjistéte, jakych vsech hodnot miize nabyvat soucet x+y+ 2. Pro kazdy vyhovujici
soucet uvedte priklad odpovidajicich ¢isel z, y, z.

Pro realnd &isla a, b, ¢ jsou oba souéty a+b+c a a® + b + ¢® rovny nule. Najdéte
vsechny mozné hodnoty soucinu abc.

Najdéte vSechna realné feseni soustavy rovnic
1 1
+z =1, +r=1, —+y=1
T4y y+z z +x

2

Pro nenulové redlna ¢isla a, b, ¢ plati a? — b? = be a b — ¢? = ca. Ukazte, Ze pak

také a® — ¢ = ab.
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3. Necht E je stred strany AD pravoiuhelniku ABCD. Predpokli- G
dejme, Ze pata F' kolmice z vrcholu B k primce CE lezi uvnitr B

usecky C'E a oznacme G patu kolmice z bodu F ke strane AD.
Dokazte, zZe primka CE puli ihel AFG. (Jaroslav Svréek)

A B

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

Uvodem piipomeneme, Ze konvexni ¢tyithelnik ABC'D je tétivovy, prave kdyz
plati kterédkoli z podminek:

> Soucet nékterych dvou jeho protéjsich vnitinich thla je 180°, napriklad téch

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

u vrcholi B a D: |XABC| + |«CDA| = 180°. (Tehdy k tétivovosti jakéhokoli
¢tyttihelniku ABC'D staci, aby body B a D lezely uvnitf opac¢nych polorovin
s hrani¢ni piimkou AC'.)

Uhly ,nad“ nékterou jeho stranou jsou shodné, napiiklad nad stranou AB jde
o uhly s vrcholy C' a D: |XxACB| = |xADB]|. (Tehdy k tétivovosti jakéhokoli
¢tytihelniku ABCD ¢ ABDC' staci, aby body C a D lezely uvnitf stejné
poloroviny s hrani¢ni primkou AB.)

Pti feseni 1loh ¢asto nejprve uzitim jedné z téchto podminek tétivovost nékterého
konvexniho ¢tyruhelniku dokdzeme a pak vhodné vyuzijeme platnost druhé
podminky.

V konvexnim ¢tyfthelniku ABC D plati rovnosti | < BAD| = 42°, |XxABC| = 79°,
|xDCB| =138° a |[£xBDC| = 25°. Urcete |XACB|.

Je dan ostrothly trojihelnik ABC s vyskami AD a BE.* Dokazte, Ze stied
kruznice opsané trojuhelniku C'DFE lezi na vysce trojuhelniku ABC' z vrcholu C.
Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s vyskami AD, BE a C'F. Dokazte, ze tyto
vysky puli vnitini ihly trojuhelniku DEF.

Jsou dany dva tétivové ctyrihelniky ABXY a CDY X, ptitom jejich spolecné
vrcholy X a Y lezi po fadé na tseckach AC' a BD. Dokazte, ze plati AB || C'D.
Necht D je vnitini bod pfepony AB pravotuhlého trojihelniku ABC. Oznac¢me
X a Y stredy kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ADC a C'DB. Dokazte,
ze body C, D, X a Y lezi na jedné kruznici.

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Tecny v bodech A, B ke kruznici tomuto troj-
thelniku opsané se protinaji v bodé T'. Predpokladejme, ze pfimka rovnobézna
se stranou AC', ktera prochazi bodem T, protina stranu BC' v bodé D. Dokazte,
ze |AD| = |CD|.

Necht AC' je pramér kruznice opsané tétivovému c¢tyrihelniku ABC D. Predpo-
kladejme, ze na polopiimkach opacnych k polopfimkam AD a DC' existuji po
fadé body A" # A a C' # D takové, ze plati |AB| = |A'B| a |BC| = |BC"|.
Dokazte tvrzeni:

a) Body A’, B, C" a D lezi na téze kruznici k.

b) Je-li O stied kruznice k a O4, O¢ jsou po fadé stredy kruznic opsanych troj-
thelnikim AA’B, CC'B, pak plati OO, L OOc¢.

Na strandch AB a BC' daného trojuhelniku ABC lezi po tadé takové body D
a B, 7e |BD| = |DC| = |CA| a |EC| = |ED|. Dokazte, ze |AE| = |BE|.

* Jako obvykle vyjskou trojihelniku rozumime isecku, kterou popisujeme jejimi krajnimi body.

3
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D6.

Dr.

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tthlem pii vrcholu C. Necht D je
libovolny vnitini bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznacme
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F' prusecik primek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|.

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou AB a bod P uvnitt jeho
vysky z vrcholu C. Piimka AP protne kruznici opsanou trojuhelniku ABC
v bodé @ ruzném od A. Rovnobézka se zakladnou AB vedena bodem P protne
rameno BC' v bodé R. Dokazte, ze polopiimka QR je osou thlu AQB.

Doplnujict literatura:

K tématu soutézni tlohy (1hly, které spojujeme s kruznicemi, tétivové ctyrihel-
niky) doporucujeme brozurku Stanislava Horaka Kruznice. Najdete v ni také
ditkazy vSech poznatki, které jsme pripomnéli pred uvedenim tlohy N1.

4. Rozhodnete, zda existuje petice prirozenych cisel
(i) a, a, a, a, b (a #),
(i) a,a, b, b, c(a#b#c#a),

v nizZ je kazdé z téchto cisel délitelem souctu kazZdych tri ze zbylych ctyr cisel.

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.
N2.
N3.
N4.
D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Pro celd ¢isla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, Ze pak pro libovolna cela ¢isla
k, | plati rovnéz n | ka + b (specidlné napiiklad n |a+ban | a —b).

Pro ktera prirozena ¢isla n je zaruceno, ze cela ¢isla u, v spliujici obé podminky
n|u+van|u—ovjsousama délitelnd cislem n?

Dokazte, ze pokud pro pfirozend ¢isla a a b plati a | b a b | a, pak a = b.
Dokazte, ze pokud pro ruzna prirozend cisla u a v plati u | v, pak 2u < v.

Pro prirozena ¢isla a, b plati a | 9b a b | 9a. UrcCete vSechny mozné hodnoty
podilu a/b.

Na skolni zahradé hraje skupina zakt hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zék prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci meli rozdélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada,
aby se zbyli Zaci rozdélili do Sestic. Dokazte, Ze opét jeden zak prebyde.

Urcete vsechny dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pro néz je ¢islo 4(mn + 1)
délitelné ¢islem (m + n)?.

Urcete vsechna kladna cela ¢isla m, n takova, ze n je délitelem 2m — 1 a soucasné
m je délitelem 2n — 1.

Najdéte vsechny trojice navzajem ruznych prvocisel p, ¢, r splnujicich tii pod-
minky p| g+, q|r+2par|p+3q.

Doplnujict literatura:

K soutézni tloze 4 doporucujeme brozurky Frantiska Veselého O délitelnosti cisel
celych a Aloise Apfelbecka Kongruence jako k soutézni tloze 1.

4
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5. V pravouhlém trojihelniku je pomér poloméru kruznice vepsané ku polomeru kruznice
opsané 2 : 5. Dokazte, Ze délka jedné z jeho stran je aritmetickym prumérem délek
zbylych dvou stran. (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Zdavodnéte, ze polomér kruznice opsané pravothlému trojihelniku je polovinou
délky jeho prepony.

N2. Dokazte, ze v pravoihlém trojihelniku s odvésnami délek a, b a preponou délky ¢
plati pro polomér r kruznice jemu vepsané vzorec r = %(a +b—oc).

N3. Pravouhly trojuhelnik o odvésnami délek a, b a preponou délky c¢ spliuje pod-
minku 3a 4 4b = 5¢. Urcete vSsechny mozné hodnoty poméru a : c.

D1. Pro polomér r kruznice vepsané obecnému trojihelniku dokazte vzorec r = S/s,
kde S je obsah tohoto trojtihelniku a s je polovina jeho obvodu.

D2. Odvodte vzorec r = %(a + b — ¢) z ulohy N2 uzitim vysledku tlohy D1.

D3. Je dan pravotuhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Dokazte, ze velikost jeho
vysky C'D je rovna souctu poloméri kruznic vepsanych trojtihelnikim ABC),
CAD a CBD.

D4. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze
jedna jeho odvésna ma prvociselnou délku. Urcete ji.

D5. Pravouhly trojuhelnik ma celoc¢iselné délky stran. Jeho obvod je druhd mocnina
prirozeného ¢isla. Také vime, Ze jedna jeho odvésna méa délku rovnou druhé
mocniné prvocéisla. Urcete vSsechny mozné hodnoty této délky.

D6. V pravothlém trojtihelniku ABC' s preponou AB a odvésnami délek |AC| = 4
a |BC| = 3 lezi navzajem se dotykajici kruznice k1 (S1,71) a ko(S2,72) tak, Ze k;
se dotyka stran AB a AC' a ky se dotyka stran AB a BC. Urcete poloméry r;
a rq, jestlize plati 4r; = 9rs.

6. Rozhodnete, zda lze ctvercovou tabulku 4 X 4 vyplnit navzdjem riznymi prirozenymsi
cisly od 1 do 16 tak, Ze v kazZdém rddku i kaZdém sloupci existuje cislo, jehoz
sedmindsobek je souctem zbylych tri cisel. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzajem rtznymi priro-
zenymi ¢isly od 1 do 9 tak, aby v kazdém radku existovalo ¢islo, které se rovna
souctu zbylych dvou cisel.

N2. Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzajem rtznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9 tak, aby v kazdém radku existovalo ¢islo, jehoz ¢tyinasobek
se rovna souctu zbylych dvou ¢isel.

N3. Tabulka 4 x 4 je vyplnéna rtznymi celymi ¢isly od 1 do 16. Jisté ¢islo s v této
tabulce ma tu vlastnost, Zze jeho ¢tyrnasobek je roven jak souctu ostatnich tii
¢isel z jeho tadku, tak souctu ostatnich tii ¢isel z jeho sloupce. Urcete nejvétsi
mozné takové s.
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet ¢isel v kazdém radku
i sloupci je délitelny tremi. Uréete nejvétsi mozny soucet ¢isel v tabulce a ukazte,
ze vetsi byt nemtze. Uvedte rovnéz priklad tabulky s uré¢enym nejvétsim souctem.
Na skolni zahradé hraje skupina zaka hru zvanou molekuly. Uc¢itel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci méli rozdélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada,
aby se zbyli zZaci rozdélili do Sestic. Dokazte, ze opét jeden zak prebyde.
Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, zZe soucet cisel v kazdém tadku az
na jeden je roven 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému
¢islu s. Urcete nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemuze. Uvedte
rovnéz priklad tabulky s uré¢enou nejvétsi hodnotou s.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly —4, 3 a 10 tak, ze soucet ¢isel v kazdém tadku
az na jeden je nejvys 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je nejvys 0.
Urcete nejveétsi mozny soucet ¢isel v tabulce.

V tabulce n x n, kde n = 2, jsou po radcich zapsana postupné celd ¢isla od 1
do n? (v prvnim fadku po fadé &sla od 1 do n, ve druhém éfsla od n + 1 do 2n
atd.) V jednom kroku muzeme vybrat libovolna dvé ¢isla na sousednich polickach
(tj. na takovych, kterd maji spoletnou stranu) a — pokud je jejich aritmeticky
prumeér celé ¢islo — timto primérem obé ¢isla nahradime. Pro kterd n je mozné
po koneéném poctu krokt dostat tabulku, ve které jsou vSechna cisla stejna?
Pro ktera ptirozena cisla n lze do tabulky n x n vepsat vsechna cela ¢isla od 1
do n? tak, aby aritmeticky primeér ¢isel v kazdém fadku i sloupci tabulky byl
celym c¢islem?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.



73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE B

1. Kolik neprazdnyjch podmnozin mnoZiny {0,1,...,9} md soucet prvki délitelny tremi?

(Eliska Macakova)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro kazdé prirozené ¢islo n dokazte: Pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je
roven 2". [Pfedstavme si, Ze libovolnou podmnozinu postupné sestrojujeme: Pro
kazdy prvek se rozhodujeme, zda ho vybereme ¢i nikoli. Jelikoz téchto vybéri
je n a jsou navzajem nezavislé, je ruznych vysledku konstrukce prave 2]

Kolik neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1,2,3,4,5} mé sudy soucet prvka?
[31. V dané mnoziné jsou tii suda a tfi lichd ¢isla. Uvédomme si, Ze soucet prvki
jeji podmnoziny je sudy, pravé kdyz je v ni sudy pocet lichych cisel — tedy bud
zadné liché ¢islo (1 moznost), nebo 2 lich4 ¢isla (ta lze vybrat 3 zpusoby). Pocet
vSech vyhovujicich vybértu lichych cisel je tak roven 4. Kazdy z nich pak lze
doplnit o nékterd (p¥ipadné i Zddné) ze tif sudych &isel pravé 23 = 8 zptsoby.
Od vysledku 4 - 8 = 32 je tieba odecist 1, nebof jsme zapocitali i podmnozinu
slozenou z 0 sudych a 0 lichych ¢isel, tedy prazdnou podmnozinu.|

Kolika zptisoby lze z mnoziny {1,2,...,9} vybrat dvé ¢isla se sou¢tem délitelnym
tremi? [12 zpusobu. Podle zbytku pri déleni tfemi rozdélime 9 zadanych éisel do
tif mnozin Ag = {1,4,7}, A; = {2,5,8} a Ay = {3,6,9}. Dvé z téchto ¢isel maji
soucet délitelny tfemi, pravé kdyz nastane jeden ze dvou pripadii: bud jedno ¢islo
je z Ay a druhé z As, nebo jsou obé ¢isla z Ay. Pro vybér dvou vyhovujicich ¢isel
méame v prvnim pripadé 3 - 3 = 9 moznosti, v druhém piipadé 3 moznosti.|
Oznac¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riaznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznac¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic
soucty vsech ¢isel v kazdém tadku i sloupci liché cisla. Urcete pomeér L : M.
[72-B-1-2]

Ozna¢me M pocet vSsech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem rtznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznac¢me D pocet téch vyplnéni, kde je navic
soucin c¢isel v nékterém tadku nebo sloupci nasobkem deseti. Urcete pomér
D: M. [72-B-S5-1]

Kolik 33mistnych ¢isel délitelnych 3 neobsahuje ve svém zapisu ¢islici 37 Vysledek
zapiSte ve tvaru souc¢inu mocnin prvocisel. [72-B-11-4]

Urcete pocet neprazdnych podmnozin mnoziny {0,1,...,2n — 1} se sudym
souctem prvki, kde n je dané piirozené &islo. (Zobecnéni tilohy N2.) [22771 — 1.
V dané mnoziné je n sudych a n lichych ¢isel. Hledame pocet podmnozin se sudym
poctem lichych ¢isel. Ukazeme nejprve, ze pocet zpiisobtl, jakymi lze z n lichych
¢isel vybrat sudy pocet zastupcti, je roven 27!, K tomu staci dokézat, ze mezi
vSemi 2" podmnozinami dané n-prvkové mnoziny je téch se sudym poctem prvki
stejné jako téch s lichym poctem prvki, nebot oba pocty se pak rovnaji ¢islu
2n . 2 = 27~ K ditkazu zvolime pevné jeden prvek a z dané n-prvkové mnoziny
a vsechny jeji podmnoziny rozdélime na dvé skupiny podle toho, zda prvek a
obsahuji ¢i nikoliv. Zastupce téchto dvou skupin lze tplné sparovat: kazdou
mnozinu M bez prvku a ddme do paru s mnozinou M U {a}. Protoze v kazdém
paru je zfejmé jedna mnozina se sudym, a jedna s lichym poc¢tem prvki, je ditkaz
hotov. K dokonéeni feSeni uvazime, ze kazdy z 2" ! vyhovujicich vybéri lichych
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D5.

¢isel 1ze doplnit o néktera (pripadné zadné) z n sudych ¢isel pravé 2" zpusoby.
Od vysledku 2"~ ! - 2" je tieba odeéist 1, nebot jsme zapocitali i podmnozinu
slozenou z 0 sudych a 0 lichych ¢isel, tedy prazdnou podmnozinu.|

Reste toto zobecnéni soutézni tilohy: Pro kazdé celé k oznaéme p(k) pocet
téch podmnozin mnoziny {0, 1,..., 3k}, které maji soucet prvkia délitelny tfemi
(zapocitdme mezi né i prézdnou mnozinu). Dokazte vzorec p(k) = § (226+2).25+1.
Ndvod: Odvodte nejprve, ze pro kazdé k plati p(k + 1) = 2(23k+1 + p(l{;)), a
pak vyuzijte matematickou indukei. [Uplné feSeni najdete v celém dokumentu
k domacimu kolu, az bude po jeho skonceni zverejnén na internetovych strankach

M@ ]

2. Pro redlnd cisla a, b, ¢ plati

a b c

btc cta a+b

Urcete vsechny mozné hodnoty vijrazu

a®+ b+ ¢
(b+ )P+ (c+a)® + (a+b)*

(Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

Pro redlna ¢isla plati a/(b + 1) = b/(a + 1). Dokazte, ze ¢isla a, b jsou stejna
nebo se jejich souet rovnd —1. [Zadanou rovnost upravime na a? + a = b* + b,
dale na a®? — b?> = b — a a kone¢né uzitim rozkladu a? — b?> = (a — b)(a + b) na
(a—b)(a+b+ 1) =0. Odtud uz plyne tvrzeni.]

Pro redlnd ¢isla a, b, ¢ plati a/b = b/c = ¢/a. Uréete vSechny mozné hodnoty
souctu a/(b+c)+b/(c+a)+c/(a+b). [3/2. Cisla a, b, c jsou nenulova diky existenci
podili a/b, b/c, ¢/a, jejichz spole¢nou hodnotu ozna¢ime k. Vynasobenim rovnosti
k =a/b, k = b/c, k = c/a dostaneme k* = 1, odkud plyne k = 1 (je mozné
odvolat se na graf funkce y = 2%, nebo vyuzit rozklad k* —1 = (k—1)(k®* +k+1),
kde k2 + k + 1 > 0, at je realné ¢&slo k jakékoli). Rovnost k = 1 podle urcenf
Cisla k ovSem znamend, ze a = b = ¢ # 0, tudiz podily a/(b + ¢), b/(c + a),
¢/(a+ b) maji smysl a stejnou hodnotu 1/2.]

Urcete, jakych hodnot muze nabyvat vyraz

a+bc b+ca c+ab
- - ,
a+b b+c c+a

jsou-li a, b, ¢ kladna redlnd ¢isla se souctem 1. [70-C-I-4]
Necht a, b, ¢ jsou kladna realna cisla, pro néz plati ab + bc + ca = 1. Urcete,
jakych hodnot nabyva vyraz

a®+1)  b(+1)  cla®+1)
+ + .
a+0b b+c c+a

[70-C-S 3]
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D3. Necht x, y, z jsou kladna realna ¢isla, jejichz soucin je roven 1. Dokazte, ze plati

rovnost
1 1 1

- -
l+z+2y 14+y+yz 142422
[Prvni zlomek roz§ifte z, druhy xz a tiikrat vyuzijte podminku zyz = 1.
D4. Pro realna cisla z, y, z plati

Tt+yl=1-2 Jy+zl=1-2 |z+z|=1-y

Zjistéte, jakych vSech hodnot mtze nabyvat soucet z+y+ 2. Pro kazdy vyhovujici
soucet uvedte priklad odpovidajicich ¢isel z, y, z. [70-B-S-1]

D5. Pro realnd ¢&sla a, b, ¢ jsou oba souéty a + b + ¢ a a® + b3 + ¢ rovny nule.
Najdéte vSechny mozné hodnoty sou¢inu abe. [0. Zapisme, Ze nula se rovnéd souctu
a’® + b3 + ¢, kam rovnou dosadime ¢ = —a — b:

0=0a’+b"+(—a—0b)°=a’+ b — (a® + 3a’b + 3ab* + b°) = —3ab(a + b).

Vidime, ze nulové je alespon jedno z cisel a, b, a + b, pritom tieti z nich je
rovno —c. Odtud uz plyne abe = 0.
D6. Najdéte vSechna redlna reseni soustavy rovnic

+2z =1, = +x=1, ! +y=1
T+y y+z z +x
[69—-A—TI-1]

D7. Pro nenulova redlnd éisla a, b, ¢ plati a? — b = be a b*> — ¢ = ca. Ukaite, ze pak
také a?—c? = ab. [Se¢tenim danych rovnosti obdrzime a®—c? = be+ca, takze stacd
overit rovnost be + ca = ab neboli a(b — ¢) = be. K tomu dané rovnosti upravime
do tvaru a® = b(b+ ¢), (b —¢)(b+ ¢) = ca a pak mezi sebou vyndsobime, ¢imz
dostaneme a?(b—c)(b+c) = abe(b+c). Odtud uz po vydélen{ obou stran souc¢inem
a(b+ c) ziskdme ovéfovanou rovnost. Zminéné vydéleni je korektni, nebot podle
zadani plati a # 0 a pripadna rovnost b+ ¢ = 0 by spolu s b — ¢Z = ca vedla
k rovnosti 0 = ca, kterd je ve sporu s nenulovosti ¢isel a, c.|

2

D C

3. Necht E je stred strany AD pravouhelniku ABCD. Predpokli- G
dejme, zZe pata F kolmice z vrcholu B k primce C'E lezi uvnitr
usecky CE a oznacme G patu kolmice z bodu F ke strane AD.
Dokazte, Ze primka CE puli ihel AFG. (Jaroslav Svréek)

A B

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V konvexnim ctyrthelniku ABCD plati rovnosti |XBAD| = 42°, |[xABC| =
= T79° |« DCB| = 138° a |xBDC| = 25°. Urcete |<ACB|. [76°. Diky souctu
42° + 138° = 180° je ¢tytthelnik ABCD tétivovy, takze v ném plati |XACB| =
= |XADB| a |[<xADC| = 180° — |« ABC| = 101°, tudiz |<xADB| = |<ADC| —
— |£BDC| = 101° — 25° = 76°]
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Je déan ostrouhly trojuhelnik ABC s vySkami AD a BE.* Dokazte, ze stied
kruznice opsané trojihelniku C'DFE lezi na vysce trojuhelniku ABC' z vrcholu C.
[Ozna¢me H prusecik vysek AD a BE. Diky pravym uhlim CEH a CDH je
podle Thaletovy véty ctytthelnik CEH D tétivovy a stied kruznice jemu opsané
je stfedem tsecky C'H, tudiz skutecné lezi na tieti vysce trojihelniku ABC']

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s vyskami AD, BE a C'F. Dokazte, ze tyto
vysky puli vnitini dhly trojihelniku DEF'. [S ohledem na symetrii sta¢i dokdzat
pouze rovnost |DFC| = |XEFC|. Diky pravym thlim nad stranou AC je
¢tyfihelnik AFDC tétivovy, odkud |« DFC| = |<DAC|. Podobné je tétivovy
i ctyrthelnik ABDE, takze |<xDAC| = |XxDAE| = |¥xDBE| = |xCBE|.
Kone¢neé i ¢tyfthelnik CEF B je tétivovy, takze |<CBE| = |<CFE|. Dohromady
uz mame |XDFC| = |XCFE|, jak jsme slibili dokdzat. Kratsi dikaz shodnosti
uhlt DFC a FFC: V tétivovém c¢tyruhelniku ACDF' jsou shodné thly DFC
a DAC, pfitom druhy z nich mé z ADAC velikost 90° — v, kde v = |<BCA|.
Uhel DFC' tak mé velikost 90° — v, kterd se nezméni, vyménime-li navzijem
oznaceni vrcholi A a B. Tuto velikost proto méa i ihel EFC.]

Jsou dany dva tétivové c¢tyttuhelniky ABXY a C'DY X, pritom jejich spole¢né
vrcholy X a Y lezi po fadé na tseckdch AC a BD. Dokazte, ze plati AB || CD.
[Staci dokazat shodnost stiidavych thlt BAC a DC'A, tedy uhli BAX a DCX
(nebot X lezi mezi A a (). Vyuzijeme k tomu vlastnosti obou tétivovych
¢tyfihelniki a toho, ze thly BY X a XY D jsou vedlejsi (nebot Y lezi mezi B
a D): |[¥BAX| = |¥«BY X| = 180° — |« XY D| = 180° — (180° — |« DCX]|) =
= |xDCX]|]

Necht D je vnittni bod prepony AB pravothlého trojihelniku ABC. Ozna¢me X
a Y stfedy kruznic opsanych po radé trojuhelnikim ADC a C'DB. Dokazte, ze
body C, D, X a 'Y lezi na jedné kruznici. [Protoze tthly CAD a DBC' jsou ostré,
sttedy X a Y lezi v opac¢nych polorovinach s hraniéni primkou DC' a podle véty
o obvodovém a stfedovém thlu pro velikosti konvexnich stfedovych thld CX D
a DYC plati |xCXD| = 2|«xCAD| a |£DYC| = 2|«xDBC|. Setenim obou
rovnost{ dostaneme |<CXD| + |«DYC| = 2(|xCAD| + |xDBC|) = 2-90° =
= 180°, tudiz CX DY je tétivovy c¢tyrihelnik. Dokonce plati, Ze kruznice jemu
opsand ma prumeér XY, nebof trojuhelniky CXY a DXY jsou shodné podle
véty sss, takze v tétivovém ctyiihelniku C X DY jsou thly u protéjsich vrcholt
C' a D shodné, a tudiz pravé.]

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Te¢ny v bodech A, B ke kruznici tomuto
trojuhelniku opsané se protinaji v bodé T'. Predpoklddejme, ze piimka rovno-
bézna se stranou AC, kterd prochazi bodem T, protind stranu BC' v bodé D.
Dokazte, ze |AD| = |CD|. [Klicem k TeSeni je odhaleni tétivovosti ¢tyftuhelniku
ATBD. K dikazu tohoto poznatku staci overit, ze oba thly BAT a BDT maji
stejnou velikost v = |XBCA| — podle zadani totiz oba body A, D lezi s celou
opsanou kruznici na jednu stranu od jeji tecny BT'. Pro prvni tthel TAB to pfimo
plyne z véty o obvodovém a tisekovém thlu, pro druhy tthel BDT je to dusledek
souhlasné rovnobéznosti tse¢ek AC a T'D. Ctytihelnik ATBD je tedy skutecné
tétivovy. Nyni uz dokazovand rovnost |[AD| = |C'D| snadno vyplyne z toho, ze

* Jako obvykle vyjskou trojihelniku rozumime isecku, kterou popisujeme jejimi krajnimi body.
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D4.

D5.

D6.

D7.

v trojihelniku C'AD ma velikosti v nejen tthel DC A, ale také thel CAD. Ten je
totiz shodny se stfidavym thlem ADT, ten diky nasemu odhaleni s tithlem ABT,
ktery je koneéné podle |T'A| = |T'B| shodny s tthlem T'AB, o jehoz velikosti vy uz
vime.]

Necht AC' je prumér kruznice opsané tétivovému ctyithelniku ABC D. Predpo-
kladejme, Ze na polopfimkach opacnych k poloptimkdam AD a DC' existuji po
radé body A" # A a C' # D takové, ze plati |AB| = |A'B| a |BC| = |BC"|.
Dokazte tvrzeni:

a) Body A’, B, C" a D lezi na téze kruznici k.

b) Je-li O stied kruznice k a O4, O¢ jsou po fadé stredy kruznic opsanych troj-
thelnikim AA’'B, CC’'B, pak plati OO4 1L OO¢. [69-B-1-3]

Na stranach AB a BC' daného trojuhelniku ABC' lezi po fadé takové body D a E,
ze |BD| = |DC|=|CA| a |EC| = |ED|. Dokazte, ze |AE| = |BE|. [72-B-11-3]

Je dén pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C'. Necht D je
libovolny vnittni bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k pteponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F prusecik piimek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|. [T0-B-11-3]

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou AB a bod P uvniti jeho
vysky z vrcholu C. Primka AP protne kruznici opsanou trojihelniku ABC
v bodé @ ruzném od A. Rovnobézka se zakladnou AB vedenda bodem P protne
rameno BC' v bodé R. Dokazte, Ze polopiimka QR je osou ihlu AQB. [71-A-11-3]

4. Rozhodnete, zda existuje petice prirozenych cisel
(i) a, a, a, a, b (a#0),
(ii) a,a,b, b, c (a#b+ca),

v nizZ je kazZdé z téchto cisel délitelem souctu kaZdych tri ze zbylych ctyr cisel.

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Pro celd ¢isla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, ze pak pro libovolnd celd ¢isla
k, I plati rovnéz n | ka + Ib (specidlné napiiklad n | a +b a n | a — b). [Podle
podminek n | a a n | b existuji celd ¢isla o’ a b’ tak, ze a = a’'n a b = b'n. Potom
ka—+1b=ka'n+1'n = (ka' +1)n, kde ka’ + 1 je celé ¢islo, a proto n | ka+1b.]
Pro ktera prirozena ¢isla n je zaruceno, ze celd ¢isla u, v splnujici obé podminky
n|u+van|u—wvjsousama délitelnd ¢islem n? [Pravé pro lichdn. Zn | u+v a
n | u—v plyne, ze n | 2uan | 2v, nebot 2u = (u+v)+(u—v) a 2v = (u+v)—(u—wv).
Je-li n liché, je n s ¢islem 2 nesoudélné, a proto z n | 2u a n | 2v uz plyne n | u,
resp. n | v. Pro sudé n uvazte protiptiklad u = v = n/2.]

Dokazte, ze pokud pro prirozend ¢isla a a b plati a | b a b | a, pak a = b. [Jelikoz
pro kazdy kladny délitel d daného prirozeného ¢isla u ziejmé plati d S u, z a | b
a b | a plyne po fadé a < b a b < a, dohromady a = b. Jinak muzeme zapsat
rovnosti a = kb a b = la pro vhodna prirozena ¢isla k a [, odkud po vynasobeni
dostaneme ab = kbla a déle po vydéleni ab obdrzime kl = 1, coz znamena, ze
nutné k =1 =1.]
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N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, Ze pokud pro ruznd prirozend ¢isla u a v plati u | v, pak 2u S v. [Zu | v
plyne v = ku pro vhodné prirozené ¢islo, pritom z u # v plyne k # 1, tedy k = 2.
Proto v = ku 2 2u.]

Pro prirozena ¢isla a, b plati a | 9b a b | 9a. Urcete vSechny mozné hodnoty po-
dilu a/b. [9,3,1,1/3,1/9. Vztah a | 9b znamend 9b = ka pro vhodné ptirozené k.
Proto nyni b | 9a prepiseme jako 9b | 81a, odkud po dosazeni za 9b dostaneme
vztah ka | 81a neboli k | 81. Cislo k je tedy jeden z déliteld 1,3,9,27,81 ¢&is-
la 81. Protoze z 9b = ka plyne a/b = 9/k, kazda hodnota a/b se musi rovnat
jednomu z ¢isel 9,3, 1,1/3,1/9. Vsechny tyto hodnoty jsou dosazitelné, napriklad
dvojicemi (a,b) z mnoziny {(9,1),(3,1),(1,1),(1,3),(1,9)}. Jiné feseni: Hodno-
ta podilu a/b ani platnost podminek a | 9b, b | 9a se nezméni, kdyz ¢isla a, b
vydélime jejich nejvétsim spoleénym délitelem. Proto staci uvazovat jen dvojice
nesoudélnych ¢isel a a b. Pro né jsou podminky a | 9b a b | 9a po fadé ekvi-
valentni s podminkami a | 9 a b | 9, takze stac¢i vypocitat hodnoty a/b pro
vsechny dvojice (a,b) nesoudélnych délitelu ¢isla 9, tedy pro dvojice z mnoziny
{(9,1),(3,1),(1,1),(1,3), (1, 9)} ]

Na skolni zahradé hraje skupina zaka hru zvanou molekuly. Uc¢itel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci méli rozdeélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. U¢itel nyni ukldda, aby
se zbyli Zéci rozdélili do Sestic. Dokazte, Ze opét jeden zék prebyde. [71-C-1-1]
Urcete vSechny dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pro néz je ¢islo 4(mn + 1)
délitelné cislem (m 4 n)?. [60-A-11-3]

Urcete vSechna kladna celd cisla m, n takova, ze n je délitelem 2m — 1 a soucasné
m je délitelem 2n — 1. [59-A 1 3]

Najdéte vsechny trojice navzajem rtznych prvocisel p, ¢, r spliujicich tii pod-
minky p| g+, q|r+2par|p+3q [55-A-111-5]

5. V pravouhlém trojihelniku je pomér poloméru kruznice vepsané ku polomeru kruznice
opsané 2 : 5. Dokazte, Ze délka jedné z jeho stran je aritmetickym prumérem délek
2byliych dvou stran. (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

Zdtuvodnéte, ze polomér kruznice opsané pravouhlému trojihelniku je polovinou
délky jeho ptepony. [Podle Thaletovy véty je prepona pravoihlého trojihelniku
prumérem kruznice jemu opsané.]

Dokazte, ze v pravouhlém trojuhelniku s odvésnami délek a, b a preponou délky ¢
plati pro polomér r kruznice jemu vepsané vzorec r = %(a +b—c¢). [Body dotyku
kruznice vepsané rozdéluji strany trojihelniku na Sest tiseku. Dva z nich (ty pri
vrcholu pravého uhlu) jsou sousednimi stranami ¢tverce o strané délky r. Celé
odvésny tak maji délky a = r+x a b = r+y, kde z a y jsou délky jejich tsekt pri
vrcholech ostrych thli. Ty jsou (diky soumérnostem podle os téchto thli) shodné
s dvéma useky, na které je rozdélena prepona, kterd ma proto délku ¢ = z + y.

12


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472040/c71i.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471839/a60ii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471824/a59ii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471767/a55iii.pdf#page=7

73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE B

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Nyni je jasné, Ze ziejmou rovnost 2r = (r+z)+ (r+y) — (r + y) muzeme prepsat
jako 2r = a 4 b — c¢. Po vydéleni ¢islem 2 jsme s ditkazem hotovi.]

Pravouhly trojuhelnik o odvésnami délek a, b a preponou délky ¢ splinuje podmin-
ku 3a + 4b = 5¢. Urcete vSechny mozné hodnoty poméru a : ¢. [Zadanou rovnost
vydélime ¢ a dostaneme 3a/c+4b/c = 5. Z Pythagorovy véty mame a? +b? = ¢?,
takze (a/c)? + (b/c)? = 1. To ndm davd pro podily z = a/c a y = b/c sousta-
vu rovnic 3x + 4y = 5 a 22 + y?> = 1. Dosadime-li vyjadfeni y = (5 — 3z)/4
z prvni rovnice do druhé rovnice, dostaneme po vynasobeni ¢islem 16 rovnici
1622 + (5 — 3x)% = 16, po tpravé (5z — 3)? = 0. Odtud = = 3/5. Nalezend hod-
nota a/c = x = 3/5 poméru a : ¢ je moznd — napiiklad a = 3, b =4 a ¢ = 5 jsou
délky stran pravouhlého trojihelniku a plati pro né 3a + 4b = 5¢.|

Pro polomér r kruznice vepsané obecnému trojihelniku dokazte vzorec r = S/s,
kde S je obsah tohoto trojihelniku a s je polovina jeho obvodu. [Oznacme [ stied
kruznice vepsané trojihelniku ABC's obvykle znacenymi délkami stran. Obsah §
celého trojihelniku je souctem obsaht trojihelniki BCI, CAI a ABI, které se
po tadé rovnaji %ar, %br a %cr. Z rovnosti S = %ar + %br + %CT uz snadnou
upravou dostaneme dokazovany vzorec.|

Odvodte vzorec r = %(a—}—b—c) z tlohy N2 uzitim vysledku tilohy D1. [Trojihelnik
ze zadani dlohy N2 ma obsah S = %ab. Podle vzorce z D1 tak s prihlédnutim
k 2 = a® + 1? plati

r—§— ab _ab abla +b—c) _abla+b—c)
s wbte atbtc (atbto)latb—c) (a+b)?—c?
_abla+b—c)  abla+b—c) a+b-c
C (a+b)2— (a2 +b2) 2ab B 2 ]

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB. Dokazte, ze velikost jeho
vysky C'D je rovna souctu polomért kruznic vepsanych trojihelnikim ABC,
CAD a CBD. [Pii bézném oznaceni a = |BC|, b = |[CA|, ¢ = |AB|, v = |CD|,
co = |AD| a ¢, = |BD| plati pro poloméry r, ry, r, kruznic vepsanych po radé
pravouhlym trojihelnikim ABC, CAD a C'BD podle tlohy N2 vzorce

a+b—c Co+v—0 c+v—a

r= 5 , Tg= 5 Ty = 5

Jejich se¢tenim uz dostaneme r+r,+rp, = v+%(ca+cb—c) = v, nebot ¢, +¢p = c.|
Pravothly trojihelnik mé celoé¢iselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze
jedna jeho odvésna mé prvociselnou délku. Uréete ji. [71-B-1-1]

Pravouhly trojuhelnik méa celociselné délky stran. Jeho obvod je druhd mocnina
prirozené¢ho ¢isla. Také vime, Ze jedna jeho odvésna méa délku rovnou druhé
mocniné prvocisla. Uréete vSechny mozné hodnoty této délky. [71-B-S-3]

V pravothlém trojihelniku ABC' s preponou AB a odvésnami délek |AC| = 4
a |BC| = 3 lezi navzdjem se dotykajici kruznice kq1(S1,71) a ko(S2,72) tak, ze ky
se dotyka stran AB a AC' a ky se dotyka stran AB a BC. Urcete poloméry r;
a ra, jestlize plati 4r; = 9ry. [62-A-11-3]
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6. Rozhodnete, zda lze ctvercovou tabulku 4 X 4 vyplnit navzdjem riznymi prirozenymi
cisly od 1 do 16 tak, Ze v kazZdém rddku i kaZdém sloupci existuje cislo, jehozZ
sedmindsobek je souctem zbylych tri cisel. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzajem rtznymi priro-
zenymi ¢isly od 1 do 9 tak, aby v kazdém radku existovalo ¢islo, které se rovna
souctu zbylych dvou ¢isel. [Nejde to. Dukaz sporem: Méjme vyhovujici tabulku.
Je-li v jejim prvnim radku ¢islo a a dalsi dvé cisla se souctem a, je soucet vsech tii
Cisel roven 2a, coz je sudé ¢islo. Podobné jsou sudé soucty ¢isel v druhém i tretim
radku, a tedy i soucet vsech 9 ¢isel v tabulce. Ten je vsak roven 14 ... 49 = 45,
spor.]

N2. Rozhodnéte, zda 1ze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzédjem riznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9 tak, aby v kazdém radku existovalo ¢islo, jehoz ¢tyindsobek
se rovnd souctu zbylych dvou ¢isel. [Nejde to. Dukaz sporem: Méjme vyhovujici
tabulku. V prvnim radku je ¢islo a a zbyla dvé ¢isla se souctem 4a, soucet vSech
tii ¢isel tak je ba. Analogicky vyznam jako a bude mit ¢islo b z druhého radku a
¢islo ¢ z tretiho Fadku. Soucet 45 vsech 9 ¢isel v tabulce je tak roven 5(a+ b+ c),
odkud a + b+ ¢ = 9. Protoze soucet jakychkoli dvou ¢isel z tabulky neprevysu-
je 94+ 8 = 17, plati to i pro ¢isla 4a, 4b a 4c, takze a,b,c € {1,2,3,4}. Spolu
sa-+b+c=9toznamena, 7e {a,b,c} = {2,3,4}. Cislo 4 tak sdilf fadek s dvéma
¢isly o souctu 4 -4 = 16, jde tedy o ¢isla 7 a 9. Odtud uz plyne, ze ¢islo 3 nemtze
sdilet tadek s dvéma ¢isly o souctu 4 - 3 = 12, nebot kazda z prihodnych dvojic
(3,9), (4,8) a (5,7) je vyloucena kvuli fadku s ¢isly 4, 7, 9.]

N3. Tabulka 4 x 4 je vyplnéna riznymi celymi ¢isly od 1 do 16. Jisté cislo s v této
tabulce méa tu vlastnost, ze jeho ¢tyrnasobek je roven jak souctu ostatnich tii ¢isel
z jeho tadku, tak souctu ostatnich tii ¢isel z jeho sloupce. Urcete nejvétsi mozné
takové s. [9. Necht vyhovujici ¢islo s sdili fadek s trojici ¢isel (a, b, ¢), a sloupec
s trojici (d, e, f). Sec¢tenim rovnosti 4s = a+ b+ c a 4s = d + e + f dostaneme,
ze Cislo 8s je rovno souctu Sesti rtuznych cisel z tabulky, ktery neprevysuje soucet
¢isel od 11 do 16 rovny 81. Plati tudiz 8s < 81, odkud s < 10. Hodnota s = 10
ovsem moznd neni: soucty a+b+c a d+e+ f by musely byt (az na poradi s¢itanci)
mezi soucty 16 + 15+ 9, 16 + 13+ 11, 15+ 14+ 11 a 15+ 13 + 12 — kazdé dva
z nich vsak maji spole¢ny s¢itanec. Hodnota s = 9 uz mozna je: uvazme tabulku,
ve které ¢islo 9 sdili fadek s trojici (16, 15, 5) a sloupec s trojici (14, 12, 10), ostatni
¢isla jsou rozmisténa jakkoli.]

D1. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém tadku
i sloupci je délitelny tremi. Urcete nejvétsi mozny soucet ¢isel v tabulce a ukazte,
ze vétsi byt nemuze. Uvedte rovnéz priklad tabulky s uréenym nejvétsim souctem.
[71-C-S-1]

D2. Na skolni zahradé hraje skupina zakt hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci méli rozdélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Uc¢itel nyni uklada, aby
se zbyli zéci rozdélili do Sestic. Dokazte, ze opét jeden zék prebyde. [71-C-1-1]

14


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472043/c71s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472040/c71i.pdf

73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE B

D3.

D4.

D5.

D6.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, ze soucet cisel v kazdém tadku az
na jeden je roven 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému
¢islu s. Urcete nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemiize. Uvedte
rovnéz piiklad tabulky s urcenou nejvétsi hodnotou s. [71-C-11-4]

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly —4, 3 a 10 tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku
az na jeden je nejvys 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je nejvys 0.
Urcete nejvétsi mozny soucet Cisel v tabulce. [71-B-11-4]

V tabulce n x n, kde n = 2, jsou po radcich zapsana postupné celd ¢isla od 1
do n? (v prvnim fddku po fadé ésla od 1 do n, ve druhém éisla od n + 1 do 2n
atd.) V jednom kroku muzeme vybrat libovolna dvé ¢isla na sousednich polickach
(tj. na takovych, kterd maji spolecnou stranu) a — pokud je jejich aritmeticky
prumeér celé ¢islo — timto primérem obé ¢isla nahradime. Pro kterd n je mozné
po konecném poctu krokt dostat tabulku, ve které jsou vsechna cisla stejna?
[Slovenskd MO, 57-A-11-2]

Pro ktera ptirozena cisla n lze do tabulky n x n vepsat vSechna cela ¢isla od 1
do n? tak, aby aritmeticky primér ¢&isel v kazdém fadku i sloupci tabulky byl
celym ¢islem? [68 A 111 6]
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