73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy 8kolniho kola kategorie A

1. Z cislic 1 az 9 vytvorime devitimistné cislo s navzdajem rtznymi cislicemi. Poté
vypocitame soucet kazdé trojice sousednich ¢islic a téchto sedm souc¢tu zapiSeme
vzestupné. Rozhodnéte, zda takto mizeme ziskat posloupnost

a) 9, 11, 12, 13, 20, 20, 20,
b) 9, 11, 12, 13, 20, 21, 21.

2. Urcete pocet vsech kvadratickych mnohoélenti P(x) s celo¢iselnymi koeficienty tako-
vych, ze pro kazdé realné cislo x plati

2?4 22 — 2023 < P(z) < 22°

3. Uvnitr pulkruhu nad praumérem AB se sttedem O uvazme libovolny bod X . Oznac¢me

vV

od A. Dokazte, ze |YG| = |GB|.

Skolni kolo kategorie A se kon
v utery 12. prosince 2023

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou
ulohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom nejen
spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-
ného postupu, vysledky vsSech potrebnych pisemnych nebo
pamétnych vypoétt musi byt zaznamenany. Uspésnym Fesi-
telem je ten zak, ktery ziskda 10 bodiu nebo vice. Povolené
pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim
soutéze.
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1. Z cislic 1 aZ 9 wvytvorime devitimistné cislo s navzdjem riznymi cislicemi. Poté
vypocitame soucet kazdé trojice sousednich cislic a téchto sedm soucti zapiseme
vzestupné. Rozhodnéte, zda takto mizZeme ziskat posloupnost
a) 9, 11, 12, 13, 20, 20, 20,

b)9, 11, 12, 13, 20, 21, 21. (Martin Melicher)

RESENI. a) DokaZeme sporem, Ze nelze ziskat zadnou posloupnost, kterd obsahuje
trikrat ¢islo 20, tedy ani tu ze zadani dlohy.

Pripustme naopak, ze k nékterému ¢islu @jas ... ag s navzajem riznymi cislicemi
existuji tii indexy 1 i < j <k <7 tak, Ze plati

a; + Qip1 + Qipo = a5 + ajy1 + ajp2 = ap + app1 + appo = 20. (1)

Jelikoz soucet Sesti riiznych cislic je nejvyse 948 +7+6+4+5+4 = 39 < 220, krajni
trojice s¢itancu (a;, aj+1, ai+2) a (ag, ag41, ags2) se musi ,prekryvat®. Plati tedy k < i+ 2,
coz s ohledem na i < j < k znamend, ze k =i + 2, a tedy j = ¢ + 1. Prvni rovnost v (1)
tak prejde v a; + a;11 + @42 = a;41 + a;42 + a;13, odkud a; = a;13, coz je spor. Tim je
slibeny diikaz hotov.

b) Ano, vyhovuje naptiklad ¢islo 849 751 623. Soucty trojic jeho sousednich ¢islic jsou
totiz (zleva doprava) 21, 20, 21, 13, 12, 9, 11.

KOMENTAR. Prestoze je podané feSeni uplné, vysvétlime, jak piiklad vyhovujiciho
¢isla pro ¢ast b) najit. Zjistime dokonce, ze kromé uvedeného ¢isla 849 751 623 vyhovuje
uz jen jeho ,zrcadlova“ kopie 326 157 948.

Z tvah obdobnych tém z Casti a) naseho feseni plyne, ze potfebné soucty rovné ¢islu 21
nemohou davat ani dvé disjunktni trojice ¢islic, ani dvé trojice se dvéma spoleénymi
¢islicemi — tém Tikejme déale sousedni trojice. Dvé trojice se souctem 21 tudiz maji jednu
spolecnou ¢islici, takze obé sousedi se stejnou trojici o mensim souctu.

Pro kazdé dvé sousedni trojice cislic plati, Ze jejich soucty se lisi o rozdil téch dvou
c¢islic, které lezi pouze v jedné z obou trojic. Protoze takovy rozdil je nejvyse roven
9 — 1 = 8 a protoze soucty rizné od 21 jsou podle zadani 9, 11, 12, 13 a 20, trojice se
souctem 21 muze sousedit jediné s trojicemi o souc¢tu 13 nebo 20. To miize nastat pouze
tehdy, je-li jedna z obou trojic se souc¢tem 21 ,,na kraji“, tj. sousedi jediné s jednou trojici.

Rozeberme podrobné situaci, kdy jedna z trojic se souc¢tem 21 je proni zleva. Podle
nasich vah tehdy pro hledané ¢islo @yas .- . ag nastane jeden z ptipadi:

(i) a1 + ag + az =21, ag + az + a4 = 13, az + ag + a5 = 21, a4 + a5 + ag = 20,
(i) a1 + ag + ag = 21, ag + as + ag = 20, ag + a4 + a5 = 21, a4 + a5 + ag = 13.

Ptipad (i) snadno vylou¢ime, nebot tehdy a1 —ays = 8, odkud a4 = 1, a proto z rovnosti
as + a4 + as = 21 plyne as + a5 = 20, coz je zfejmy spor.

V pripadé (ii) méme a3 — ag = 8, neboli a3 = 9 a ag = 1, takze zadané rovnosti
muzeme po dosazeni zjednodusit na

a1 +ay=a4+a5=12 a ag+ay =11.

Protoze ¢islice 9 uz zde nevystupuje, ze dvou souctu rovnych 12 plyne, ze {ay,as}
a {a4,a5} jsou v nékterém poradi mnoziny {4,8} a {5,7}. Rovnost ay + a4 = 11 pak
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vede k zavéru, ze {ag,as} = {4, 7}. Prvnich 6 ¢islic hledaného devitimistného ¢isla je tak
bud 849 751, nebo 579481. Nyni uz k témto dvéma zacatkiim zacneme zkouset doplnovat
zprava ve vhodném poradi ¢islice 2, 3, 6 tak, abychom dostali nové trojice sousednich ¢islic
s dosud chybéjicimi soucty 9, 11 a 12. Nalezneme tak jediné vyhovujici ¢islo 849 751 623
(neukonc¢ena doplnovani vedou k 849 751377, 579481267 a 579481 377).*

Druhou situaci, kdy trojice se souctem 21 je pruni zprava, neni nutné rozebirat.
Od takového vyhovujiciho ¢isla @yas ... ag totiz mizeme prejit k vyhovujicimu d¢islu
agag - .. ay, které je podle predchoziho rozboru rovno 849751623. Druhé situaci tak
odpovida jediné vyhovujici ¢islo 326 157 948.

JINE RESENI. Pro ¢dst a) tilohy uvedeme jiny diikaz sporem.

Pripustme tedy, ze sou¢ty S; = a; + a;41 + Git2, kde 1 < ¢ < 7, maji pro nékteré
vytvorené ¢islo ajas-..ag vzestupné usporadané hodnoty 9, 11, 12, 13, 20, 20, 20.
Z rovnosti

S1+ 84+ S7=14+2+...+49=45

a nerovnosti 11 + 12 4+ 13 < 45 < 20 + 20 + 9 plyne, zZe prave jeden ze tii souctu Sy, Sy,
S7 je roven 20, tudiz zbylé dva soucty jsou zfejmé 12 a 13. Plati tak

{S1, 54, 57} = {12,13,20}. (2)

Podle (2) rozlisime déle tfi pripady, pri kterych vyuzijeme toho, Ze diky rovnostem
Si — Sit1 = a; — a;y4 a ruznosti ¢islic aq, . . ., ag plati

0<|S¢—S¢+1|<9 (1§Z§6) (3)

(i) V pripadé S; = 20 podle (3) plati 0 < |Sy — 20| < 9, coz je ve sporu s tim, Ze
s ohledem na (2) je S jedno z ¢éisel 9, 11, 20.
(ii) V pripadé Sy = 20 dostaneme spor jako v (i), kde Sy zaménime za Si.
(iii) V pripadé S7 = 20 sta¢i podobné v (i) zameénit Sy za S.

Tim je dikaz sporem hotov.

PozNAMKA. K préavé dokoncenému diikazu sporem dodejme nésledujici. Protoze tii
ze souctu S; maji tutéz hodnotu 20, lze potiebny spor ziskat z nerovnosti (3) i bez uziti
vysledku (2) o hodnotach Sy, Sy, S7. Skuteéné, diky (3) mohou tfi ¢isla 20 sousedit
v sedmici (S7,S2, 53,54, S5, 56, 57) pouze se dvéma ¢isly 12 a 13. Je vSak ziejmé, Ze
kazda trojice po dvou nesousednich ¢lentt ma tu vlastnost, ze jeji cleny sousedi dohromady
s alespon tfemi dal$imi ¢leny.** Tim je novy dikaz sporem hotov.

KOMENTAR. Ukazme, Ze také tivahy z druhého dikazu sporem je mozné vyuzit pii
hledani vSech ¢isel aras - - - ag, kterd vyhovuji zadani ¢asti b). Pro libovolné z nich znovu

* Namisto takového zkouSeni lze postupovat néasledovné: Protoze soucet sedmi ¢éisel ze zadani b) je roven
107, pro kazdé vyhovujici éislo @raz - - - ag musi platit 2(aq +ag) + (a2 +as) =3- (1 +2+...+9) — 107 = 28.
Pro a1 = 8 a az = 4 odtud dostédvame 2ag + ag = 8, coz s ohledem na {ar,as,a9} = {2,3,6} jiz zfejmé
znamena, ze nutné plati aragag = 623. Pro a; = 5 a ay = 7 vychazi 2a9 + ag = 11, coz ovSem s c¢islicemi
as, a9 € {2,3,6} splnit nelze.

** Je-li totiz v kazdé z obou ,,mezer* mezi ¢leny dané trojice pouze po jednom ¢lenu, lez{ aspon jeden dalsi
¢len pred prvnim nebo za poslednim ¢lenem této trojice.
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ozna¢ime S; = a; + a;11 + a2, kde 1 < ¢ < 7. Nerovnosti (3) pfitom budeme vyuzivat
bez odkaz.

Podle zadanych hodnot 9, 11, 12, 13, 20, 21, 21 soucti S; tentokrat zjistime, ze
{81, 54,57} je jedna z mnozin {12,13,20} nebo {11,13,21}. Ctvefice zbylych souct
(52,53, 55, 5) je tak (az na poradi) jedna ze ctveric (9,11,21,21) nebo (9,12, 20, 21).
Protoze navic plati

|(S2 + S5) — (S5 + S6)| = |az — ag| <9, (4)

kazda z dvojic (S, S5) a (S3,Sg) zfejmé obsahuje ¢islo 20 nebo 21, pritom pouze jedna
z nich i ¢islo 9. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, zZe touto dvojici s ¢islem 9 je
(S2,S5) (jinak ¢islice vychoziho ¢isla zapiSeme v opacném poradi). Déle rozlisime dva
pripady.

e Piipad S; = 9. Tehdy jak vime plati S5 = 20 a, jelikoz S3 < Sy +9 < 20,
rovnéz S¢ = 20. S ohledem na S; # Sg tak mame {S;,Ss} = {20,21}, a proto
{851, 54,57} = {11,13,21}, tudiz S5 je ,zbyld“ hodnota 12. Nyni z Sy = 9 a S5 = 12
plyne, Ze 21 se nerovna ani S7 ani Sy, a proto 21 = S7, odkud S = 20 a S; = 21.
Podle posledni rovnosti je Sy > 12, a proto Sy = 13 a S = 11.

Zjistili jsme, ze v pripadé So = 9 plati

(S1,8s,...,57) = (11,9,12,13,21, 20, 21).

Odtud vychazi a7 —ay = S5 — S4 = 8, takze ay = 1 a a7 = 9, tudiz z Sy = 9 plyne
as + ag = 8, a proto v dusledku S; = 11 je a; = 3. Umisténi cislic 1, 3 a 9 tak zname,
zbylé ¢islice 2, 4, 5, 6, 7, 8 jsou v nékterém potradi feSenim soustavy rovnic

as+a3 =38, ag+as =11, a5+ ag =12, ag + ag = 11, ag + ag = 12.

Vidime, ze ¢islice 2 je nutné as, odkud postupné az =6, a5 =5, ag =7, ag = 4 a ag = 8.
Dostali jsme vyhovujici ¢islo 326 157 948. Druhé vyhovujici ¢islo s opa¢nym poradim ¢islic
je 849751 623.

e Piipad S5 = 9. Tehdy jak vime plati So = 20 a, jelikoz Sg < S5 + 9 < 20,
rovnéz S = 20. S ohledem na Sy # S3 tak mame {S2,S3} = {20,21}, a proto opét
{51, 54,57} = {11,13,21}, tudiz Sg je ,zbyld“ hodnota 12. Nyni z S5 = 9 a Sg = 12
plyne, ze 21 se nerovna ani S ani S7, a proto 21 = S, odkud Sy, = 20 a S3 = 21.
Podle posledni rovnosti je Sy > 12, a proto S4 = 13 a S; = 11.

Zjistili jsme, ze v ptipadé S; = 9 plati

(S1,S5%,...,57) = (21,20,21,13,9,12,11).

Odtud vychazi a3 — ag = S5 — Sy = 8§, takze a3 = 9 a ag = 1, tudiz z Sg = 12 plyne
a7 + ag = 11, a proto v disledku S; = 11 je ag = 0, a to je spor. Zadné vyhovujici ¢islo
se souctem S5 = 9 proto nevyhovuje.

Za 1plné Feseni udélte 6 bodu, z toho 3 body za ¢dst a) a 3 body za ¢ést b).

V nedplnych fesenich ¢asti a) ocerite ¢dsteéné kroky z vyse popsanych postupi nasledovné:

Al. Zformulovana hypotéza o tom, ze nelze mit t¥i trojice se souc¢tem 20: 1 bod, jen pokud Tesitel nevytesi
¢4st b), jinak 0 bodt.

A2. Dvé trojice se sou¢tem 20 nemohou byt disjunktni (s dikazem): 1 bod.
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A3. Dveé trojice se sou¢tem 20 nemohou byt sousedni, tj. mit dvé spole¢né ¢islice (s dikazem): 1 bod.
A4. Zadn4 trojice se souctem 20 nemtize sousedit s trojici se souétem 9 ani 11 (s diikazem): 1 bod.
Celkem pak za neuplné FeSeni ¢asti a) udélte max(Al, A2 + A3, A3 + A4) bodu.

Jak jsme uvedli v komentéri, feSeni ¢asti b) je uplné i v pfipadé, kdy fesitel ¢islo 849 751 623 nebo
326157948 uvede bez vysvétleni, jak na ného prisel. Za netplné feseni ¢asti b) udélte 1 bod, pokud
tesitel napiiklad dokaze, ze dvé trojice se sou¢tem 21 maji spolecnou pravé jednu éislici a ze trojice, které
s nékterou z nich sousedi, maji soucet 13 nebo 20. Pokud resitel odvodi, jak musi vypadat Sestimistné
zacatky nebo konce vSech vyhovujicich ¢fsel, udélte za ¢éast b) 2 body.
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2. Urcete pocet vsech kvadratickych mnohoclent P(x) s celociselnymi koeficienty tako-
vych, Ze pro kazdé redlné cislo x plati

2% 4 21 — 2023 < P(x) < 2%
(Jan Mazak, Michal Rolinek)

RESENT. Vyhovujici mnohocleny P(x) maji mit tvar P(x) = az?® + br + ¢, kde a,
b, c jsou celé ¢isla. Pokud by pro koeficient u 22 platilo @ < 1, prvni zadana nerovnost
by neplatila pro velké hodnoty x. Obdobné druhéd nerovnost vylucuje moznost, ze plati
a > 2. Zbylé dva pripady a € {1,2} posoudime jednotlivé.

Pro a = 1 prepiseme zadané nerovnosti do tvaru

(b—2)z+ (c+2023) >0 a 2°—bxr—c>0.

V pripadé b # 2 ma prvni nerovnost nenulovy koeficient u x, takze nemuze byt splnéna
pro vsechna z, at je c¢ jakékoli. Musi proto platit b = 2 a prvni nerovnost pak prejde
v ¢ > —2023. Druhd nerovnost plati pro vSechna z, pravé kdyz trojclen z? — bx — ¢
s kladnym koeficientem u x? ma zéporny diskriminant, tedy pravé kdyz b? + 4c < 0. To
diky b = 2 prechazi v ¢ < —1. Dohromady dostavame, ze v pripadé a = 1 je platnost
obou nerovnosti pro vSechna x ekvivalentni s dvojici podminek b =2 a —1 > ¢ > —2023,
které ziejmé splnuje 2021 trojclenu P(z).

Analogicky budeme postupovat i pripadé a = 2, jen to zapiSeme strucnéji. Prepsané
nerovnosti maji tentokrat tvar

224+ (b—2)z+ (c+2023) >0 a br+c<O.

Druha nerovnost plati pro vsSechna x, pravé kdyz b = 0 a ¢ < 0. Platnost prvni
nerovnosti pro vSechna z opét vyjadiime podminkou zaporného diskriminantu. Tento
viraz (b — 2)? — 4(c + 2023) je po dosazeni b = 0 zaporny, pravé kdyz ¢ > —2022.
V piipadé a = 2 tak vyhovuji trojéleny P(z), pronéz b =0 a 0 > ¢ > —2022. I téch je
ziejmé 2021.

Zaver. Hledany pocet mnohoclent je roven 2 - 2021 = 4042.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente castecné kroky néasledovné:

A1. Konstatovani, ze nutné plati a € {1,2} (lze brét za zfejmy dusledek zndmych vlastnosti kvadratické
funkee): 2 body.

A2. Urceni b (lze brét za zfejmé) a vymezeni ¢ u obou linedrnich nerovnosti: celkem 1 bod.

A3. Vymezeni ¢ u dvou kvadratickych nerovnosti: po 1 bodu za kazdou z nich.

A4. Urceni spravného poc¢tu mnohoclent: 1 bod.
Celkem pak udélte A1 4+ A2 + A3 + A4 bodt. Pokud se feSitel zabyva pouze piipady a € {1,2}

a nenapise, Ze to staci, udélte nejvyse 4 body.
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3. Uvnitr pulkruhu nad primérem AB se stredem O wvaZme libovolny bod X. Oznacme

vvev

od A. Dokazte, Ze |YG| = |GB]. (Jirf Blazek, Josef Tkadlec)

RESENI. Ozna¢me jesté M stied tsecky X B. Ukézeme, ze téznice OM trojihelniku
rovnost |GB| = |GY'| dokézana.

Protoze bod Y lezi na Thaletové kruznici nad primérem AB se stredem O, plati
|OY'| = |OB] atthel AY B je pravy. Bod M je tak stfedem prepony X B pravothlého troj-
thelniku X BY a jako takovy je i stfedem kruznice jemu opsané. Plati tak |MY | = |M B|.
To spolu s |OY| = |OB| znamend, ze oba krajni body O, M téznice OM lezi na ose
usecky BY. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

Y

A -0 B

PozNAMKA. Podany vyklad mizeme drobné obmériovat iivahami o stfednich prickdch
trojuhelnikit BAX, BAY ¢i BXY. Jejich zapojenim mtizeme kuptikladu dokazovat tato
tvrzeni (v zavorkach naznacime jak):

> Pifmka OM (kde M je stied X B) je osou tisecky BY . (Usecka OM je stiedni pFickou
trojuhelniku BAX, tudiz OM || AX L BY.)

> Osa tsecky BY puli obé tsecky AB a XB. (Stfedni pricky obou pravouhlych
trojuhelniki BAY a BXY, které jsou rovnobézné s AY, a tedy kolmé k BY, lezi
na ose jejich spolecné odvésny BY'.)

A -0 B

JINE RESEN{. Uzitim druhé t&Znice X J trojihelniku XOB (J je stfed strany OB)
ukazeme jako v prvnim feseni, ze tsecka OG lezi na ose tsecky BY. Bod O na ni lezi
diky zfejmé rovnosti |OB| = |OY|, stadi tudiz pouze ovéfit, ze plati OG L BY neboli
OG || AY, jelikoz tihel AY B je pravy podle Thaletovy véty.

Vviev

ziejmé i |JO| = 1|JA|. Dohromady to znamena, Ze isecka OG je stejnolehld s iseckou AX

* Tato hypotéza neni tolik prekvapivd, nebot s ohledem na zifejmou rovnost |OB| = |0Y| je dokazovana
rovnost |GB| = |GY| ekvivalentni s tim, ze pfimka OG je osou tsec¢ky BY .
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A 0] J B

podle stredu J. Plati tudiz OG || AX. Tim je kyzeny vztah OG || AY ovéren, nebot X
je vnitini bod tsecky AY.

JINE RESENI. UkdZzeme, Ze k FeSeni tlohy lze vyuzit i tfeti téznici BN trojuhel-
niku XOB, kde N je stfed jeho strany XO.

Oznacme jesté K stred tsecky AX a L prusecik poloptimky BN s tseckou AX.
Pro stiednf piicku KN trojihelniku X AO plati |[KN| = |AO| = 1|AB| a KN || AO
¢ili KN || AB. V dusledku toho je usecka KN obrazem tsecky AB ve stejnolehlosti se
stiedem L a koeficientem 1/4. Plati tak [LN| = |LB|, odkud |LN| = £|BN|. Tuto délku
ma i usek NG téznice BN, takze dohromady dostavame

|LG| = |LN|+ NG| = £|BN| + 3|BN| = |GB]. (1)

Vsimnéme si nyni trojuhelniku BLY. Ten mé u vrcholu Y pravy thel diky Thaletove
kruznici nad primérem AB. Stted jeho prepony BL je ovsem podle (1) pravé bod G, tudiz
podle Thaletovy véty md rovnéz usecka Y'G délku Z|BN|. Tim je rovnost |Y G| = |GB|
dokazana.

Za Uplné teseni udélte 6 boda. V netplnych postupech podle vzorovych feseni nebo poznamky ocente
¢astecné kroky nédsledovné (nové body znacime stejné jako v textech feSeni):

Al. Zépis hypotézy, ze na ose usecky BY lezi nejen tézisté G, ale celd téznice OM: 1 bod.

A2. Za hypotézu z Al spolu s konstatovanim, ze |OB| = |OY|: 2 body.

A3. Dikaz rovnosti M B| = |MY|: 3 body.

A4. Dtikaz rovnobéznosti OM || AX: 2 body.

A5. Dukaz kolmosti OM 1 BY: 3 body.

B1. Vysvétleni, pro¢ stac¢i dokdzat OG L BY: 2 body.

B2. Dikaz rovnobéznosti OG || AX: 2 body.

C1. Dikaz tvrzeni, ze bod G je stfedem usecky BL: 4 body.

Celkem pak udélte max(Al, A2, A1+ A3, Al + A4, A1 + A5,B1,B1 + B2,C1) bodu.



