73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy doméciho kola kategorie B

1. Kolik neprazdnyjch podmnozin mnoZiny {0,1,...,9} md soucet prvki délitelny tremi?
(Eliska Macakova)

RESENI. Vyjdeme z toho, 7ze pfi déleni tiemi je zbytek souctu nékolika celych ¢isel
stejny jako zbytek ¢isla, které dostaneme sectenim zbytku jednotlivych scitanct.* Proto
10 zadanych ¢isel rozdélime podle jejich zbytkia (pri déleni tfemi — to ddle uz nebudeme
psat) do t¥1 mnozin

Ay ={0,3,6,9}, Ay ={1,4,7}, Ay={2,5,8}.

Sc¢itanci z Ap nijak neovliviiuji zbytky zkoumanych soucti. Kazdy z téchto vyslednych
zbytku je plné urc¢en dvéma pocty: poctem scitanci z A;, ktery oznaCime z, a poc-
tem scitanci z Ay, ktery oznacime y. Zfejmé x,y € {0, 1,2,3}, tudiz probrdnim vsech
moznych dvojic (z,y) muzeme otestovat, pro které z nich je soucet z ¢isel z Ay a y Cisel
z As délitelny tiemi.™*

Ve dvou skupindch nyni popiSeme (uz bez vysvétleni) vSechny typy vyhovujicich
vybéru ¢isel z obou mnozin Ay, As a uvedeme jejich pocty.

e V piipadé, ze z A; nevybereme zadné cislo, z Ay musime vybrat 0 nebo 3 ¢isla.
Stejny zavér o vybéru z Ay plati i v pripadé, kdy z A; vybereme 3 cisla. V obou
pripadech dohromady tak méme pro vybér ¢isel z A; U Ay ¢tyfi moznosti (véetné
jednoho ,prazdného“ vybéru): {}, {2,5,8}, {1,4,7}, {1,4,7,2,5, 8} .***

e Zbyvaji pripady, kdy z A; vybereme 1 nebo 2 ¢isla. Pak stejny pocet ¢isel musime
vybrat i z As. Protoze kazda triprvkova mnozina ma 3 jednoprvkové a 3 dvouprvkové
podmnoziny, mame tak dohromady dalsich 3 -3 + 3 - 3 = 18 moznosti vybéra cisel
z A1 U Az (nebudeme je zde samoziejmé vypisovat).

Existuje tedy celkem 4 4 18 = 22 vyhovujicich vybéru ¢isel z A; U As. Kazdy z nich
Ize doplnit o nékterd ¢isla z 4prvkové mnoziny Ay pravé 2* = 16 zpiisoby (viz tlohu
N1), nebot pfitom musime pocitat i s ,prazdnym® doplnénim. Pocet vSech vyhovujicich
vybért z Ag U A; U As je tedy roven 22 - 16 = 352, kde je ovSsem zapocitan i ,prazdny“
vybér. Proto je hledany pocet 351.

Zaveér. Pozadovanou vlastnost ma 351 neprazdnych podmnozin.
JINE RESEN{. Budeme fesit obecnéjsi tlohu: Pro kazdé celé k = 0 najit pocet p(k)

téch ne nutné neprazdnych podmnozin mnoziny {0,1,...,3k}, které maji soucet prvki
délitelny tiemi.! Odpovéd na otdzku z piivodni tilohy pak bude p(3) — 1.

* Tato ziejmé poucka plati pii délen{ jakymkoli pFirozenym ¢éislem, nejen ¢islem 3.

** Rychlejsi postup lze zalozit na tom, ze zminény soucet je délitelny tfemi, pravé kdyz je délitelny tfemi
soudet x + 2y, ktery lze vyhodné zaménit ¢islem o 3y mensim, tedy rozdilem x —y. Pro é&isla z,y € {0,1,2,3}
to znamend, ze bud xz = y, nebo |x — y| = 3.

*#% Pro prazdnou mnozinu jsme dali prednost druhému ze dvou béZnych oznaceni () a { }.
t Za soucet prvki prazdné mnoziny povazujeme &islo 0.
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V piipadé k£ = 0 je dand mnozina {0}, takze zfejmé plati p(0) = 2 (vyhovuji obé
podmnoziny { } a {0}).

Déle odvodime vzorec, podle kterého lze hodnotu p(k + 1) vypoditat z hodnot k
a p(k), a to pro kazdé celé k = 0.*

Pii daném k& = 0 muZeme kazdou podmnozinu mnoziny {0,1,...,3k + 3} sestrojit
tak, ze nejdiive vybereme podmnozinu mnoziny {0,1,...,3k} a tu pak sjednotime
s podmnozinou mnoziny {3k + 1,3k + 2, 3k + 3}. Posudme vSechny moznosti, kdy takto
vznikne mnozina se souc¢tem prvki, ktery je délitelny tremi.

e Vybereme-li podmnozinu M mnoziny {0,1,...,3k} se souctem prvkia délitelnym
tfemi, musime ji poté sjednotit s jednou ze ¢ty mnozin

{}, {3k+3}, {3k+1,3k+2}, {3k+1,3k+23k~+3}

Jelikoz takovych podmmozin M je pravé p(k), dostaneme z nich prvnich 4p(k)

podmnozin, které patii do hledaného poctu p(k + 1).

e Podmnozin mnoziny {0, 1,...,3k}, které jsme v predchozim odstavci neuvazovali, je
pravé 23%+1 — p(k). Libovolna z nich ma soucet prvki, ktery pii déleni tfemi davé
bud zbytek 1, nebo zbytek 2. V pripadé zbytku 1 pak musime takovou podmnozinu
sjednotit s jednou ze dvou mnozin

{3k + 2}, {3k + 2,3k + 3},
v pripadé zbytku 2 s jednou ze dvou mnozin
{3k + 1}, {3k + 1,3k + 3}.
Bez ohledu na to, kolik je prvnich pripadu a kolik je téch druhych,** je jasné, ze
dohromady dostaneme dalsich 2(23k+1 — p(k;)) podmnozin, které patii do hledaného
poctu p(k + 1).
Sectenim obou dil¢ich poctl uz ziskame slibeny vzorec:
p(k + 1) = dp(k) +2(2%+! — p(k)) = 2(2°% + p(k)).

Jeho opakovanym uzitim ze zndmé hodnoty p(0) =2 postupné uréime p(1)=8, p(2) = 48,

p(3) = 352, ... (dalsi hodnoty p(k) uz k feSeni puvodni tlohy nepotiebujeme).
PozNAMKA 1. Uzitim principu matematické indukce lze snadno ovéfit, ze hodnota

p(k) z pravé podaného feseni je urcena explicitnim vzorcem

(22k + 2) X 2k+1

k) =

p(k) 3

V dusledku toho plati nerovnost p(k) > % - 23k+1 kterou lze zajimavé interpretovat: Vice
nez tretina ze vSech podmnozin zadané (3k+1)-prvkové mnoziny {0, 1, ..., 3k} mé soucet

prvku délitelny tremi.

Dodejme, ze explicitni vzorec pro p(k) lze také odvodit pfimo bez uZziti rekurentni
metody, a to pozoruhodnym postupem, ktery vylozime v nasledujicim reseni. Prekvapivé
pii ném vyuzijeme poznatky o dvojkové soustavé pri zapisovani prirozenych ¢isel. ***

* 'V takové situaci fikdme, ze hodnoty p(0), p(1),p(2), ... jsou uréeny rekurentné.

** Pocty obou pfipadil jsou ve skutecnosti stejné. VSechny podmnoziny M; se ,souctovym*“ zbytkem 1
lze totiz sparovat se vSemi podmnozinami My se ,souc¢tovym® zbytkem 2 nasledovné: V libovolném péru
(M, M5) jednu z mnozin dostaneme ze druhé mnoziny tak, Ze v ni kazdé zastoupené ¢islo ¢ zaménime ¢éislem
3k — ¢ (promyslete).

**% O takovém zapisovani ¢isel se lze do¢ist v kapitole 4 brozurky Antonina Vrby O délitelnosti cisel celijch.
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JINE RESENI. Znovu se budeme vénovat zobecnéni soutézni tlohy z predchoziho
feseni: Najit pro kazdé celé k = 0 pocet p(k) téch ne nutné neprazdnych podmnozin
mnoziny {0, 1,...,3k}, které maji soucet prvku délitelny tremi.

Uvodni ¢st bude stejnd jako v prvnim feseni. Zadanych 3k + 1 &sel rozdélime podle
jejich zbytka (pfi déleni tfemi jakoz i vSude dale) do ti{ mnozin

Ap=40,3,...3k}, A ={1,4,...,3k—2}, Ay={2,5,...,3k—1}

a kazdou vyhovujici podmnozinu budeme konstruovat ve tvaru My U M, kde My C Ag a
M C Ay U As. Jelikoz ¢isla z My jsou délitelnd tfemi, muzeme za My vybrat kteroukoli
z 281 podmnozin (k + 1)-prvkové mnoziny Ag. Proto budeme hledat hodnotu p(k) ve
tvaru

p(k) =251 q(k), (1)
kde (k) je pocet téch podmnozin M mnoziny A; U Ay, které maji soucet prvku délitelny
tremi.

Jak vime z prvniho feSeni, hodnota p(k) je plné urCena tim, ze mnozina A; je slozena
z k rtznych c¢isel se zbytkem 1 a mnozina As z k rtznych cisel se zbytkem 2. Vezmeme
proto jiné dvé mnoziny téchto vlastnosti, totiz

Ay ={2022 ... 222 a AL = {21 2% . 2%y

(vyuzili jsme toho, ze 1 je zbytek ¢&isla 2% a 2 je zbytek éisla 22F! pro kazdé celé
j 2 0) a hledejme hodnotu ¢(k) jako pocet téch podmnozin v A} U A}, které maji soucet
prvki délitelny tfemi. Soucet prvku jakékoli mnoziny M C A} U Al je ¢islo z mnoziny
B =1{0,1,2,...,2% — 1}, nebot 22¥ —1 je soucet vsech ¢isel z mnoziny A} U A,.* Naopak,
z jednoznacnosti zapisu cisel ve dvojkové soustavé plyne, ze pro kazdé s € B existuje
pravé jedna mnozina M C A} U A, se souctem prvki rovnym ¢islu s. Diky této bijekei™*
mezi mnozinou B a mnozinou vSech podmnozin M mnoziny A} U A} dochézime k zaveéru,
ze hledany pocet (k) je roven poctu téch éisel z B, kterd jsou délitelnd tfemi. Protoze
nejmensi ¢islo 0 i nejvétsi ¢islo 22 — 1 z mnoziny B jsou délitelna tfemi, je pocet nasobki
¢isla 3 v mnoziné B roven 1+ (22% — 1) /3 neboli (22% 4 2) /3. Po dosazen{ této hodnoty
za q(k) do vztahu (1) uz ziskdme vysledny vzorec

3 3

ktery jsme dfive uvedli v poznamce 1 bez dikazu.

P0zZNAMKA 2. Podobné jako v predchozich dvou feSenich lze také dokdzat ndsledujici
tvrzeni.

Pro kazdé celé n = 0 oznacme P(n) pocet téch ne nutné neprazdnych podmnozin
mnoziny {0,1,...,n}, které maji soucet prvka délitelny tfemi. Pak P(1) = 2, P(2) =4
a pro kazdé celé cislo k = 0 plati
(22/€+1 i 1) . 9k+1

3 ?
92k+1 i 1) . 9k+2
3 :

P(3k+4)=2- (2" + P(3k +1)), explicitné P(3k+ 1) =

a

P(3k+5) =2 (2" + P(3k +2)), explicitné P(3k +2) = (
(Hodnoty P(3k) jsme posuzovali diive pod oznacenim p(k).)

* Cislo 22F — 1 je totiz ve dvojkové soustavé zapsano 2k jednickami.
** Timto terminem se oznacuji zobrazeni, kterd jsou vzdjemné jednoznacn.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Pro kazdé prirozené cislo n dokazte: Pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je
roven 2". [Predstavme si, Ze libovolnou podmnozZinu postupné sestrojujeme: Pro kazdy
prvek se rozhodujeme, zda ho vybereme ¢i nikoli. Jelikoz téchto vybéra je n a jsou
navzajem nezavislé, je ruznych vysledku konstrukce pravé 2™

Kolik neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1,2, 3, 4, 5} mé sudy soucet prvka? [31. V dané
mnoziné jsou t¥i suda a tri licha ¢isla. Uvédomme si, ze soucet prvkiu jeji podmnoziny je
sudy, pravé kdyz je v ni sudy pocet lichych ¢isel — tedy bud zadné liché ¢islo (1 moznost),
nebo 2 lich4 ¢isla (ta lze vybrat 3 zptisoby). Pocet vSech vyhovujicich vybéra lichych ¢isel
je tak roven 4. Kazdy z nich pak lze doplnit o néktera (pfipadné i zadné) ze tii sudych
Cisel prave 23 = 8 zptuisoby. Od vysledku 4-8 = 32 je tieba odecist 1, nebot jsme zapodéitali
i podmnozinu slozenou z 0 sudych a 0 lichych ¢isel, tedy prazdnou podmnozinu.]

Kolika zpusoby lze z mnoziny {1,2,...,9} vybrat dvé é&isla se souc¢tem délitelnym tfemi?
[12 zpusobu. Podle zbytkt pfi déleni tfemi rozdélime 9 zadanych &isel do tfi mnoZin
Ao = {1,4,7}, A1 = {2,5,8} a As = {3,6,9}. Dvé z téchto ¢isel maji soudet délitelny
tfemi, pravé kdyz nastane jeden ze dvou pripadi: bud jedno ¢islo je z Ay a druhé z As,
nebo jsou obé disla z Ag. Pro vybér dvou vyhovujicich ¢éisel mame v prvnim piipadé
3 -3 = 9 moznosti, v druhém pripadé 3 moznosti.]

Ozna¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riznymi prirozenymi
¢isly od 1 do 9. Déle ozna¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech ¢isel
v kazdém Fadku i sloupci lich4 ¢isla. Urcete pomér L : M. [72-B-1-2]

Oznac¢me M pocet vsech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riznymi pfirozenymi
¢isly od 1 do 9. Déle oznacme D pocet téch vyplnéni, kde je navic soucin ¢isel v nékterém
fadku nebo sloupci ndsobkem deseti. Uréete pomér D : M. [72-B-S-1]

Kolik 33mistnych ¢isel délitelnych 3 neobsahuje ve svém zapisu ¢islici 37 Vysledek zapiste
ve tvaru sou¢inu mocnin prvoéisel. [72-B-11-4]

Urcete pocet neprazdnych podmnozin mnoziny {0, 1, ..., 2n—1} se sudym souctem prvkii,
kde n je dané piirozené éislo. (Zobecnéni tlohy N2.) [22"~1 — 1. V dané mnoZiné je
n sudych a n lichych ¢isel. Hleddme pocet podmnozin se sudym poctem lichych cisel.
Ukéazeme nejprve, ze pocet zpusobu, jakymi lze z n lichych c¢isel vybrat sudy pocet
zéstupci, je roven 2" K tomu sta¢i dokdzat, ze mezi viemi 2" podmnoZinami dané
n-prvkové mnoziny je téch se sudym poctem prvki stejné jako téch s lichym poctem
prvkii, nebot oba pocty se pak rovnaji ¢islu 2" : 2 = 2"~ K ditkazu zvolime pevné
jeden prvek a z dané n-prvkové mnoziny a vsSechny jeji podmnoziny rozdélime na dvé
skupiny podle toho, zda prvek a obsahuji ¢i nikoliv. Zastupce téchto dvou skupin lze
uplné sparovat: kazdou mnozinu M bez prvku a ddme do paru s mnozinou M U {a}.
Protoze v kazdém péaru je ziejmé jedna mnozina se sudym, a jedna s lichym poctem
prvki, je ditkaz hotov. K dokonéeni feseni uvazime, Ze kazdy z 2" ! vyhovujicich vybéri
lichych ¢isel lze doplnit o nékterd (piipadné zddné) z n sudych é&isel pravé 2™ zpiisoby.
Od vysledku 271 . 2" je t¥eba odecist 1, nebot jsme zapoéitali i podmnozinu sloZenou
z 0 sudych a 0 lichych éisel, tedy prazdnou podmnozinu.]

Reste toto zobecnéni soutézni lohy: Pro kazdé celé k oznaéme p(k) pocet téch podmnozin
mnoziny {0,1,...,3k}, které maji soucet prvku délitelny tfemi (zapoditdme mezi né i
prazdnou mnozinu). Dokazte vzorec p(k) = §(22* + 2) - 2571 Ndvod: Odvodte nejprve,
ze pro kazdé k plati p(k + 1) =2(2%%*1 + p(k)), a pak vyuZijte matematickou indukei.
[prlné feSeni najdete v celém dokumentu k domécimu kolu, az bude po jeho skonéeni
zvefejnén na internetovych strankach M@]

Doplnugici literatura:

K pripomenuti pravidel o délitelnosti doporucujeme brozurku Antonina Vrby O délitel-
nosti cisel celjch edice Skola mladyjch matematiki. Préaci se zbytky pfi déleni v oboru
celych celych usnadnuji zapisy, které maji stejny nazev jako dalsi brozurka Aloise Apfel-
becka Kongruence. Najdete v ni nejen jejich zavedeni, ale i zajimavé priklady uplatnéni.
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Pravidla k ur¢ovani rtznych ,velkych®“ poctd vybéri moznosti nebo poctu urcitych ty-
pu skupin prvka najdete v brozurce Antonina Vrby Kombinatorika. Koneéné v brozurce
Rudolfa Vyborného Matematickd indukce najdete ivodni pouceni o tomto vyznamném
matematickém principu a nasledné rozmanité priklady jeho vyuziti.
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2. Pro redlna cisla a, b, ¢ plati

a b c

btc cta a+b

Urcete vSechny mozné hodnoty vyrazu

ad + b+ 3
(b+c)? + (c+a)®+ (a+b)3

(Michal Rolinek)
RESENI. Ze zadani plyne, ze &sla a, b, ¢ spliiuji podminky
b+c#0, c+a#0, a+b#0. (P)
Za predpokladi (P) ekvivalentné upravime prvni ze zadanych rovnosti:

a b

b+c c+a’
a(c+a) =b(b+ c),
ac + a% = b% + be,
(a —b)(a+b)+cla—0b) =0,
(a—=b)(a+b+c)=0.

Analogickymi upravami druhé rovnosti a také rovnosti tretiho zlomku s prvnim zlomkem
dostaneme

(b—c)a+b+c)=0 a (c—a)(a+b+c)=0.
Vidime, ze za predpokladu (P) redlnd cisla a, b, ¢ splnuji zadani, pravé kdyz plati
a+b+c=0neboa=>0=c
V pripadé, kdy a + b+ ¢ = 0, pro zadany vyraz mame

at+ b+ 3 B ad+ b+ 3
Gr P+t af+@roF  (Cap+ (0P + (-0

=1,

pokud ovSem plati a® + b® + ¢ # 0, jinak vyraz nemd smysl.
Ve druhém pripadé, kdy a = b = ¢, mame
a® + b+ 3 B a4 ad +a? 1
(b+eB+(ctaP+(a+b)3  (20)3+ (2a)3 + (2a)3 8’

oviem tentokrat za podminky, Ze a® # 0.

Zbyva ukazat, ze kazdéa z obou nalezenych hodnot je dosazitelna.

Podminky (P) a rovnost a + b 4+ ¢ = 0 jsou splnény naptiklad pro trojici (a,b,c) =
= (1,1, —2), pro kterou ma vyraz a® + b> + ¢ (skute¢né nenulovou) hodnotu 6.

Podminky (P) a rovnost a = b = ¢ jsou splnény naptiklad pro trojici (a,b,c) =
= (1,1,1), pro kterou mé vyraz a® (skuteéné nenulovou) hodnotu 1.

Zaver. Zadany vyraz ma jediné dvé mozné hodnoty: —1 a 1/8.
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KOMENTAR. Bez ovéfeni podminky a® + b3 + ¢ # 0 pro vybranou trojici (1,1, —2)
by podané feseni nebylo tuplné. Sice pracnéjsi, ale ve vysledku zajimavéjsi je ukazat, ze
za podminek (P) nikdy neplati obé rovnosti a +b+c =0 a a® + b3 + ¢3 = 0. Pokud totiz
plati prvni z nich, mizeme do druhé rovnosti dosadit ¢ = —a — b a déle jeji levou stranu
upravit:

a®+ b0+ =a® + b+ (—a—b)* = —3a’b—3ab* = —3ab(a+b) = —3(b+c)(c+a)(a+b),

kde jsme v poslednim kroku zaménili ¢initele a, b za —b — ¢, resp. —c — a. Zbyva dodat,
ze diky podminkam (P) neni soucin (b + ¢)(c + a)(a + b) roven nule.

JINE RESENI. Oznacme k spole¢nou hodnotu zadanych t¥{ zlomkt. Pak ziejmé plati
rovnosti

a=k(b+c), b=k(c+a), c=k(a+b). (1)

Jakmile ur¢ime mozné hodnoty &, budeme s feSenim hotovi. Pokud totiz mé zadany vyraz
smysl, je jeho hodnota rovna k3, a to diky rovnostem (1) umocnénym na teti:

a®+ b3+ B+ +E(c+a)? + k¥ (a+b)? 13
(b+cP+(c+aP+(a+b)3  (b+eP+(c+a)P+(a+b)?

K uréeni moznych hodnot k rovnosti (1) sec¢teme. Dostaneme
(a+b+c)=2k(a+b+c), odkud (a+0b+c)(1—2k)=0.

Plati tedy a + b+ ¢ = 0 nebo 1 — 2k = 0. Prvni rovnost znamend k = —1, druhé
k = 1/2. Ze jsou obé tyto hodnoty k dosazitelné, ukazuji stejné piiklady trojic (a,b,c)
jako v prvnim feseni. Protoze pro né mé zadany vyraz smysl, jediné jeho mozné hodnoty
jsou (—=1)3 = —1a (1/2)> =1/8.

PozNAMKA. Ukazme, Ze k urceni moznych hodnot k& miZeme se soustavou rovnos-
ti (1) nalozit i jinak. Odectenim druhé rovnosti od prvni dostaneme a — b = k(b — a)
¢ili (@ — b)(k + 1) = 0. Analogicky ziskdme (b — ¢)(k + 1) = 0. Plati tedy £k = —1 nebo
a—b="0—c=0. Posledni ovSem znamena a = b = ¢, ¢emuz odpovida k = 1/2.

JINE RESENI. Upravime zadané rovnosti tif zlomki, a to tak, Ze ke kazdému z nich
pricteme 1. Dostaneme

a—l—b—l—c_a—l—b—l—c_a—irb—irc
b+¢  c¢+a  a+b

Plati tedy a + b+ ¢ = 0 nebo

1 1 1
= = , odkud b+c=c+a=a+b.
b+c c+a a+bd

7 poslednich dvou rovnosti ovsem plyne a = b = c¢. Dale uz mizeme pokracovat jako
v prvnim feseni.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Pro redlna cisla plati a/(b+1) = b/(a+1). DokazZte, Ze ¢isla a, b jsou stejné nebo se jejich
soucet rovnd —1. [Zadanou rovnost upravime na a® +a = b> + b, ddle na a®> — > =b—a
a kone¢né uzitim rozkladu a? — b* = (a — b)(a +b) na (a —b)(a + b+ 1) = 0. Odtud uz
plyne tvrzeni.)

Pro redlné ¢isla a, b, ¢ plati a/b = b/c = ¢/a. Uréete vSechny mozné hodnoty souctu
a/(b+c)+b/(c+a)+c/(a+b). [3/2. Cisla a, b, ¢ jsou nenulovéa diky existenci podilt a /b,
b/c, c¢/a, jejichz spoleénou hodnotu oznacime k. Vynasobenim rovnosti k = a/b, k = b/c,
k = c/a dostaneme k* = 1, odkud plyne & = 1 (je mozné odvolat se na graf funkce
y = 23, nebo vyuzit rozklad k3 —1 = (k—1)(k* + k+ 1), kde k? + k+1 > 0, at je redlné
¢islo k jakékoli). Rovnost £ = 1 podle uréeni ¢éisla k ovSem znamend, ze a = b = ¢ # 0,
tudiz podily a/(b+ ¢), b/(c+ a), ¢/(a + b) maji smysl a stejnou hodnotu 1/2.]

Urcete, jakych hodnot miize nabyvat vyraz

a+bc b+4+ca c+ab
a+b b+c cta’

jsou-li a, b, ¢ kladnd redlnd ¢isla se souctem 1. [70-C-1-4]
Necht a, b, ¢ jsou kladna redlnéa ¢isla, pro néz plati ab+bc+ca = 1. Urcete, jakych hodnot
nabyva vyraz

a®®+1)  b(2+1)  cla®+1)
+ + .
a+b b+c c+a
[70-C—S-3]
Necht z, y, z jsou kladné realna ¢isla, jejichZ soucin je roven 1. Dokazte, Ze plati rovnost
1 N 1 n 1
l4+z4+2zy 14+y+yz 14242z

[Prvni zlomek rozsifte z, druhy zz a t¥ikrdt vyuzijte podminku zyz = 1.]
Pro realnd cisla z, y, z plati

le+yl=1-2 |y+zl=1-2z, |z+z]/=1-y.

Zjistéte, jakych vSech hodnot mize nabyvat soucet x +y+ z. Pro kazdy vyhovujici soucet
uvedte pifklad odpovidajicich éisel x, y, z. [70-B—-S—1]

Pro relna ¢isla a, b, ¢ jsou oba soucty a+b+c a a3+ b + ¢ rovny nule. Najdéte viechny
mozné hodnoty souéinu abe. [0. Zapisme, Ze nula se rovnd souctu a®+ b3+ ¢3, kam rovnou
dosadime ¢ = —a — b:

0=0a®+b"+(—a—0b)°=a®>+b* — (a® + 3a’b + 3ab> + b*) = —3ab(a +b).

Vidime, ze nulové je alespon jedno z ¢isel a, b, a + b, pritom tfeti z nich je rovno —c.
Odtud uz plyne abc = 0.]
Najdéte vSechna realnd feseni soustavy rovnic

+z =1, +x=1, +y=1
r+y Y+ z Z +x
[69-A 11 1]
Pro nenulova redlna ¢&isla a, b, ¢ plati a® — b = bc a b?> — ¢ = ca. Ukazte, ze pak
také a? — ¢? = ab. [Sec¢tenim danych rovnost{ obdrzime a? — ¢ = be + ca, takZe staci

oveTit rovnost be + ca = ab neboli a(b — ¢) = be. K tomu dané rovnosti upravime do
tvaru a? = b(b+ ¢), (b — ¢)(b+ ¢) = ca a pak mezi sebou vynisobime, &mz dostaneme
a?(b — ¢)(b + ¢) = abe(b + ¢). Odtud uz po vydéleni obou stran sou¢inem a(b + c)
ziskdme ovérovanou rovnost. Zminéné vydéleni je korektni, nebot podle zadani plati a # 0
a piipadna rovnost b+ ¢ = 0 by spolu s b? — ¢ = ca vedla k rovnosti 0 = ca, kterd je ve
sporu s nenulovost{ ¢isel a, c.]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472022/c70i.pdf#page=5
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D C

3. Necht E je stred strany AD pravotuhelniku ABCD. Predpokli- G
dejme, Ze pata F' kolmice z vrcholu B k primce CE lezi uvnitr

usecky CE a oznacme G patu kolmice z bodu F ke strané AD.
Dokazte, Ze primka CE pili ihel AFG. (Jaroslav Svréek)

A B

RESENI. Uvedeme t¥i pozorovani, ze kterych vyplyne shodnost ¢yt ihlfi vyznacenych

na obrazku dvéma obloucky. Diky dvéma z nich, totiz thlaim AFE a GFFE, ptimka C'FE
skutecné puli thel AFG.

o- H- o
,
l ;/
/
/
/
|
I
\
\
‘\
\ ’
Y 3

A B

e Protoze oba tthly BAE a BFE jsou pravé (a jejich vrcholy A, resp. F lezi v opa¢nych
polorovinéch s hraniéni pfimkou BE), podle Thaletovy véty je ¢tyrthelnik ABFE té-
tivovy. V kruznici jemu opsané tak (podle véty o obvodovych tihlech) plati |[<AFE| =
= |<ABE|.

e Trojuhelniky ABE a DCE jsou shodné podle véty sus, nebot |AB| = |DC]|,
|AE| = |DE| a oba thly BAE a CDE jsou pravé. Proto plati |XABE| = |[xDCE|.*

e Usetky C'D a FG jsou kolmé ke strané AD, a tedy navzijem rovnobézné. Podle véty
o souhlasnych thlech tak plati |[ X DCE| = |XGFE|.

Dohromady uz dostavame
|xAFE| = |<ABE| = |<DCE| = |XGFE|,
jak jsme slibili ukazat.

JINE RESENI. Tentokrat potiebnou shodnost thlt AFE a GFE dokdZeme uZitim
pomocného bodu H, ktery zavedeme jako prusecik piimek C'E a AB.

Trojihelniky AEH a DEC jsou shodné podle véty usu, nebot |AE| = |DE|, u vrcholu
A, D maji pravé thly a u vrcholu F shodné vrcholové ihly. Diky tomu plati |AH| = |DC,
tudiz i |AH| = |AB|.** Bod A je tak stfedem tisecky H B, ktera je pfeponou pravoihlého
trojuhelniku H BF'. Stied kruznice jemu opsané je podle Thaletovy véty tedy prave bod A.
Plati proto |AF| = |AH]|, tudiz v trojihelniku AF'H jsou shodné vnitini uhly AHF
a AFH, coz je uhel AFFE. K jeho shodnosti s thlem GFE tak uz jen zbyva dokazat
shodnost thli AHF a GFE. To jsou vsak stiidavé tthly mezi dvéma kolmicemi AH
a F'G ke strané AD, tedy mezi dvéma rovnobézkami.

* Misto uziti véty sus stadilo konstatovat zndmou soumérnost pravothelniku ABC D podle spolecné osy
protéjsich stran BC' a AD (kterd prochdzi bodem E).
** Tato rovnost rovnéz plyne z toho, ze AE je stfedni pricka trojuhelniku BCH. Je totiZz rovnobézna se
stranou BC' a ma oproti ni polovi¢ni délku.
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NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

Uvodem piipomeneme, 7e konvexni ¢tyFthelnik ABCD je tétivovy, prave kdyz plati
kterakoli z podminek:

> Soucet nékterych dvou jeho protéjsich vnitinich dhla je 180°, naptiklad téch u vrcholi

B a D: |[xABC|+ |xCDA| = 180°. (Tehdy k té&tivovosti jakéhokoli ¢tyFihelniku ABC' D
staéi, aby body B a D lezely uvniti opacnych polorovin s hranién{ pfimkou AC.)

> Uhly ,nad nékterou jeho stranou jsou shodné, napiiklad nad stranou AB jde o thly

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

s vrcholy C' a D: |[XACB| = |<xADB|. (Tehdy k tétivovosti jakéhokoli ¢tyithelniku
ABCD ¢ ABDC staci, aby body C a D lezely uvnitt stejné poloroviny s hrani¢ni
primkou AB.)

Pri feseni tloh casto nejprve uzitim jedné z téchto podminek tétivovost nékterého
konvexniho ¢tyitihelniku dokazeme a pak vhodné vyuzijeme platnost druhé podminky.
V konvexnim ¢tyfihelniku ABCD plati rovnosti |<BAD| = 42°, |XABC| = 79°,
|« DCB| =138° a |xBDC| = 25°. Uréete | ACB]. [76°. Diky souctu 42° 4 138° = 180°
je Gtyithelnik ABCD tétivovy, takze v ném plati |<XACB| = |XADB]| a |<ADC| =
= 180° — | ABC| = 101°, tudiz |[XADB| = |<ADC| — |£BDC| = 101° — 25° = 76° ]
Je dén ostrouhly trojihelnik ABC s vyskami AD a BE.* Dokazte, Ze stied kruZznice
opsané trojihelniku CDE lez na vySce trojuhelniku ABC z vrcholu C. [Oznacme H
prusec¢ik vysek AD a BE. Diky pravym uhlim CEH a CDH je podle Thaletovy véty
¢tyruhelnik CEH D tétivovy a stfed kruznice jemu opsané je stfedem tsecky C'H, tudiz
skuteéné lezi na treti vysce trojiuhelniku ABC']

Je ddn ostroihly trojuhelnik ABC s vyskami AD, BE a CF'. Dokazte, ze tyto vysky puli
vnitini thly trojihelniku DEF. [S ohledem na symetrii sta¢{ dokdzat pouze rovnost
|<xDFC| = |xEFC|. Diky pravym thlim nad stranou AC' je ¢&tyfthelnik AFDC
tétivovy, odkud |« DFC| = |« DAC|. Podobné je tétivovy i ¢tyfihelnik ABDE, takze
|<DAC| = |XDAE| = |XDBE| = |<CBE|. Kone¢né i ¢tyithelnik CEF B je tétivovy,
takze |[XCBE| = |XCFE|. Dohromady uz mame |XDFC| = |XCFE)|, jak jsme slibili
dokazat. Kratsi dikaz shodnosti thldt DFC a EFC: V tétivovém c¢tyruhelniku ACDF
jsou shodné thly DFC a DAC, pfitom druhy z nich ma z ADAC velikost 90° — =,
kde v = |¥BCA|. Uhel DFC tak ma velikost 90° — v, kterd se nezméni, vyménime-li
navzdjem oznadceni vrcholi A a B. Tuto velikost proto mé i tthel EFC']

Jsou dény dva tétivové ¢tyiihelniky ABXY a CDY X, pfitom jejich spolecné vrcholy
X a'Y lezi po fadé na useckdch AC a BD. Dokazte, ze plati AB || CD. [Sta¢i dokazat
shodnost stiidavych thlt BAC a DCA, tedy uhla BAX a DCX (nebot X lez mezi A
a (). Vyuzijeme k tomu vlastnosti obou tétivovych ¢tyftihelnikiu a toho, Ze thly BY X
a XY D jsou vedlejsi (nebot Y lezi mezi B a D): |[XBAX| = |¥xBY X| =180°— |« XY D| =
= 180° — (180° — |« DCX]) = |« DCX|.]

Necht D je vnitini bod prepony AB pravothlého trojihelniku ABC. Oznacme X a Y
sttedy kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ADC a CDB. Dokazte, ze body C, D,
X a 'Y lezi na jedné kruznici. [Protoze thly CAD a DBC jsou ostré, stfedy X a Y lezi

* Jako obvykle vyjskou trojihelniku rozumime isecku, kterou popisujeme jejimi krajnimi body.
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Ds.

D4.

D5.

D6.

D7.

v opac¢nych polorovinach s hrani¢ni primkou DC' a podle véty o obvodovém a stfedovém
uhlu pro velikosti konvexnich stiedovych tthlt CX D a DY C plati |xCXD| = 2|xCAD|
a |[XxDYC| = 2|xDBC|. Seétenim obou rovnosti dostaneme |xCXD| + |xDYC| =
= 2(|xCAD|+|«<DBC|) = 2-90° = 180°, tudiz CX DY je tétivovy ¢tyFihelnik. Dokonce
plati, ze kruznice jemu opsand ma primér XY, nebot trojihelniky CXY a DXY jsou
shodné podle véty sss, takze v tétivovém ctyriuhelniku CX DY jsou dhly u protéjsich
vrcholi C' a D shodné, a tudiz pravé.]

Je dén ostrouhly trojihelnik ABC'. Teény v bodech A, B ke kruznici tomuto trojihelniku
opsané se protinaji v bodé T. Predpokladejme, ze piimka rovnobézné se stranou AC,
ktera prochézi bodem T, protind stranu BC' v bodé D. Dokazte, ze |[AD| = |C'D|. [Kli¢em
k Teseni je odhaleni tétivovosti ¢tyrthelniku ATBD. K dikazu tohoto poznatku staci
ovéfit, ze oba thly BAT a BDT maji stejnou velikost v = |<BCA| — podle zadédni totiz
oba body A, D lezi s celou opsanou kruznici na jednu stranu od jeji tecny BT. Pro prvni
thel TAB to piimo plyne z véty o obvodovém a tisekovém thlu, pro druhy tthel BDT
je to duisledek souhlasné rovnobéznosti tseéek AC a T'D. Ctytihelnik ATBD je tedy
skuteéné tétivovy. Nyni uz dokazovana rovnost |AD| = |CD| snadno vyplyne z toho, ze
v trojihelniku CAD mé velikosti v nejen tthel DC A, ale také tthel CAD. Ten je totiz
shodny se stifidavym thlem ADT, ten diky nasemu odhaleni s thlem ABT, ktery je
konecné podle [T'A| = |T'B| shodny s ithlem T'AB, o jehoz velikosti v uz vime.]

Necht AC je prumér kruznice opsané tétivovému ¢tyitihelniku ABCD. Predpoklddejme,
Ze na polopfimkéich opa¢nych k polopiimkam AD a DC' existuji po fadé body A’ # A
a C' # D takové, ze plati |AB| = |A’B| a |BC| = |BC"|. Dokazte tvrzeni:

a) Body A’, B, C" a D lezi na téze kruznici k.

b) Je-li O stied kruznice k a O 4, O¢ jsou po radé stredy kruznic opsanych trojuhelnikim
AA’'B, CC'B, pak plati 004 L OO¢. [69-B-1-3]

Na strandch AB a BC daného trojihelniku ABC lezi po fadé takové body D a E, zZe
|BD| = |DC| = |CA| a |[EC| = |ED|. Dokazte, ze |AE| = |BE]|. [72-B-11-3]

Je dén pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C'. Necht D je libovolny
vnitini bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznaé¢me E # D bod
piimky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznacme jesté F' prusecik primek
p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|. [70-B-11-3]

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zdkladnou AB a bod P uvnitf jeho vysky
z vrcholu C. Pfimka AP protne kruznici opsanou trojthelniku ABC v bodé @ rizném
od A. Rovnobézka se zdkladnou AB vedend bodem P protne rameno BC v bodé R.
Dokazte, ze poloptimka QR je osou uhlu AQB. [71-A-11-3]

Doplnujici literatura:

K tématu soutézni tlohy (uhly, které spojujeme s kruZnicemi, tétivové étyithelniky)
doporucujeme brozurku Stanislava Horaka Kruznice. Najdete v ni také dikazy vsech
poznatki, které jsme pripomnéli pred uvedenim tlohy N1.
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4. Rozhodneéte, zda existuje pétice prirozenych cisel

(i) a, a, a, a, b (a #b),

(ii) a, a, b, b, ¢ (a #b#c#a),

v nizZ je kazZdé z téchto cisel délitelem souctu kaZdych tri ze zbylych ctyr cisel.
(Jaroslav Zhouf)

RESENT. Cdst (i). Nejdifve uréime, které délitelnosti maji platit.

V zadané pétici a, a, a, a, b jsou dvé rizna ¢sla a a b. Cislo @ mé délit jednak soucet
a + a + a, coz plati pro kazdé a, jednak soucet a + a + b, coz zrejmé nastane, pravé kdyz
a | b. Na délitelnost ¢islem a tak mame jedinou podminku a | b.

Cislo b mé délit jediny soucet a 4 a + a = 3a, mé tedy platit b | 3a.

Mame tedy rozhodnout, zda muze zaroven platit a | b a b | 3a. Odpovéd je ano, jak
potvrzuje priklad a = 1 a b = 3, kdy zadana pétice je 1,1,1,1, 3.

I kdyz to zadani tlohy nevyzaduje, ukdzeme, ze vSechny vyhovujici pétice jsou
a,a,a,a,3a. Skutecné, prvni podminka a | b znamend, ze b = ka pro vhodné pfirozené
¢islo k. Zbylou druhou podminku b | 3a pak miZeme piepsat jako ka | 3a neboli k | 3, a
tak k = 1 nebo k = 3. Podle zadani vsak plati a # b, tedy a # ka, odkud k # 1. Jediné
vyhovujici £ je tak 3.

Cdst (ii). 1 nyni nejdiive uréime délitelnosti, které maji ¢isla z pétice a,a,b,b,c
splnovat. (Zjistime, ze délitelnosti ¢islem ¢ nebude nutné posuzovat.)

Cislo @ mé délit t¥i soucty a+b+b, a+b+c, b+ b+ c. Rozdil poslednich dvou souétii
je a — b a jeho délitelnost ¢islem a je ekvivalentni s podminkou a | b. Je-li splnéna, pak
ze tTi vyrazl a + 20, a + b+ ¢, 2b+ ¢ je ¢islem a zarucené délitelny jen ten prvni, zatimco
pro zbylé dva vyrazy to pak plati, pravé kdyz a | ¢. Proto na délitelnost ¢islem a mame
celkem dvé podminky

alb a alec (1)

Cislo b ma délit t¥i sou¢ty a +a + b, a + a + ¢, a + b + ¢. To nastane, pravé kdyz b je
délitelem po fadé vyrazu 2a, 2a + ¢, a + c¢. Rozdil poslednich dvou souctt je a a jeho
délitelnost ¢islem b, tedy podminka b | a, redukuje nase t¥i délitelnosti ¢islem b opét na
dveé:*

bla a b]ec (2)

Podminky na délitelnost tfetim cislem ¢ uz neni nutné rozebirat, pokud si povSimneme,
ze podle (1) a (2) ma soucasné platit a | b a b | a, coz ziejmé (viz tlohu N3) znamena,
ze a = b. Podle zadani ma ovSem platit a # b, tudiz zadna vyhovujici pétice a,a,b, b, ¢
neexistuje.

POZNAMKA. Z naseho postupu v ¢asti (ii) plyne, ze pétice a, a, b, b, ¢ neexistuje, ani
kdyz ze zadani tlohy vynechame podminky délitelnosti ¢islem c.

KOMENTAR. Podané feSeni obou ¢asti jsme zahajili systematickym vypisem wvsech
(i téch trividlné splnénych) podminek délitelnosti, které jsme pro kazdého délitele rovnou
co nejvice zjednodusili. Uplné feseni lze ovsem zapsat strucnéji. Vysvétlime nyni jak.

* Jelikoz zastoupenti ¢isel a a b je v pétici a, a, b, b, ¢ rovnocenné, 1ze podminky (2) rovnou ziskat z podminek
(1) tak, ze v nich ¢isla a a b navzdjem vyménime.
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V ¢asti (i) muzeme néjaky vyhovujici priklad rovnou vypsat (jako bychom ho uhodli) a
pak provést zkousku (ta by ovsem neméla chybét). Nebo se ivodem rozhodneme vyhodné
zvolit @ = 1 (¢islo 1 je totiz samoziejmy délitel) a pak si povSimneme, ze stac¢i, aby
odpovidajici pétice 1,1, 1,1, b spliiovala jedinou podminku b | 1+ 1+ 1.

V ¢asti (ii) se stacilo omezit na odvozeni podminky a | b, déle k ni — podle symetrie
zminéné v poznamce pod ¢arou — ptipojit podminku b | a, a dojit tak ke sporné rovnosti
a = b. Uvedme také jednu z delsich alternativ (bez odvozeni a | bib | a), kdy do vykladu
zapojime délitelnosti ¢islem ¢: Nejprve z podminek a | a+b+b = a+2b, b | b+a+a = b+2a
neboli a | 2b, b | 2a odvodime, Ze plati bud a = 2b, nebo b = 2a: Kdyby totiz ani jedna
z téchto rovnosti neplatila, z a | 2b bychom podle tvrzeni z N4 méli 2a < 2b, a tedy a < b
(diky predpokladu a # b), zatimco z b | 2a by podobné vyplynulo b < a, dohromady spor.
S ohledem na symetrii se ddle staci zabyvat pripadem b = 2a, kdy z podminek ¢ | a + 2b
ac|b+2amame c| (a+2b)— (b+2a) =b—a=a,tj c|a Zaroven vsak z a | 2b + ¢
s ohledem na b = 2a méame a | c¢. Dohromady tak (opét diky N3) dochézime ke sporné
rovnosti a = c.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Pro celd éisla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, ze pak pro libovolnd celd ¢isla k, [ plati
rovnéz n | ka + b (specidlné napiiklad n | a+ban | a—»b). [Podle podminek n |aan |b
existuji celd ¢isla a’ a V' tak, ze a = a’'n a b = b'n. Potom ka+1b = ka'n+1b'n = (ka’+10)n,
kde ka’ + 1V’ je celé ¢islo, a proto n | ka + 1b.]

N2. Pro kterd pfirozend ¢isla n je zaruceno, ze celd ¢isla u, v spliiujici obé podminky n | u+wv
an | u— v jsou sama délitelnd ¢islem n? [Pravé pro lichA n. Zn | u—+v an | u— v plyne,
zen | 2uan|2v, nebot 2u = (u+v) + (u—v) a 20 = (u+v) — (u —v). Je-li n liché, je
n s ¢islem 2 nesoudélné, a proto z n | 2u a n | 2v uz plyne n | u, resp. n | v. Pro sudé n
uvazte protipiiklad v = v = n/2.]

N3. Dokazte, ze pokud pro pfirozend ¢isla a a b plati a | b a b | a, pak a = b. [JelikoZ pro
kazdy kladny délitel d daného ptirozeného ¢isla u ziejmé plati d S u, z a | b a b | a plyne
po fadé a £ b a b < a, dohromady a = b. Jinak muzeme zapsat rovnosti a = kb a b = la
pro vhodnd prirozend cisla k£ a [, odkud po vynasobeni dostaneme ab = kbla a dale po
vydéleni ab obdrzime kl = 1, coz znamend, ze nutné k =1 = 1]

N4. Dokazte, ze pokud pro rtiznd prirozend ¢isla u a v plati u | v, pak 2u < v. [Z u | v
plyne v = ku pro vhodné pfirozené ¢islo, pfitom z u # v plyne k # 1, tedy k = 2. Proto
v =ku = 2u.]

D1. Pro pfirozend ¢isla a, b plati a | 9b a b | 9a. Uréete vSechny mozné hodnoty podilu a/b.
[9,3,1,1/3,1/9. Vztah a | 9b znamend 9b = ka pro vhodné pfirozené k. Proto nyni b | 9a
prepiSeme jako 9b | 81a, odkud po dosazeni za 9b dostaneme vztah ka | 81a neboli k | 81.
Cislo k je tedy jeden z délitelt 1,3, 9,27, 81 é&isla 81. Protoze z 9b = ka plyne a/b = 9/k,
kazd4 hodnota a/b se musi rovnat jednomu z ¢isel 9,3,1,1/3,1/9. VSechny tyto hodnoty
jsou dosazitelné, napiiklad dvojicemi (a,b) z mnoziny {(9,1),(3,1),(1,1),(1,3),(1,9)}.
Jiné TeSeni: Hodnota podilu a/b ani platnost podminek a | 9b, b | 9a se nezméni,
kdyz cisla a, b vydélime jejich nejvétsim spoleénym délitelem. Proto staci uvazovat
jen dvojice nesoudélnych ¢&isel a a b. Pro né jsou podminky a | 9b a b | 9a po
fadé ekvivalentni s podminkami a | 9 a b | 9, takze stadi vypocitat hodnoty a/b
pro vSechny dvojice (a,b) nesoudélnych délitelu ¢isla 9, tedy pro dvojice z mnoziny
{09,1),(3,1),(1,1),(1,3),(1,9)}]

D2. Na skolni zahradé hraje skupina zdkt hru zvanou molekuly. U¢itel jim nejprve ulozil, aby
se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zaci se pak méli
rozdélit do c¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zaci méli rozdélit do
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D3.

D4.

D5.

pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli zaci rozdélili do
Sestic. Dokazte, Zze opét jeden zék prebyde. [71-C-1-1]

Urcete vSechny dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pro néz je ¢islo 4(mn + 1) délitelné
¢islem (m +n)?. [60-A-11-3]

Urcete vsechna kladna celd cisla m, n takova, ze n je délitelem 2m — 1 a soucasné m je
délitelem 2n — 1. [59-A-1T-3]

Najdéte vSechny trojice navzajem raznych prvocisel p, ¢, r spliujicich tfi podminky
plg+r,q|r+2par|p+3q [55 A II1 5]

Doplnujici literatura:

K soutézni dloze 4 doporucujeme brozurky Frantiska Vesel¢ho O délitelnosti cisel celych
a Aloise Apfelbecka Kongruence jako k soutézni tloze 1.
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5. V pravouhlém trojihelniku je pomér poloméru kruznice vepsané ku polomeru kruznice
opsané 2 : 5. Dokazte, Ze délka jedné z jeho stran je aritmetickym prumérem délek
zbylych dvou stran. (Méria Doméanyova)

RESENI. Ozna¢me a, b délky odvésen a ¢ délku pfepony libovolného pravoihlého
trojuhelniku. Polomér R kruznice jemu opsané je dan vzorcem R = %c diky Thaletové
vété, zatimco pro polomér r kruznice vepsané je znam vzorec r = %(a + b — ¢), ktery
dokazeme v teseni tlohy N2.

Po tomto obecném tvodu prejdéme k vlastnimu feSeni. Ze zadaného vztahu r : R =
= 2 : 5 po dosazeni uvedenych vzorci dostaneme

at+b—rc
c

Y

2
5
coz jesté po rozepsani levé strany na tii zlomky upravime do tvaru

a b 7

- =, 1

c ¢ 9 (1)

Rovnost a? + b? = ¢ z Pythagorovy véty s ohledem na (1) vydélime c2. Dostaneme

() - ®

Nyni je vyhodné zavést oznaceni

a rovnosti (1), (2) povazovat za soustavu dvou rovnic

r+y=1
2yt =1

s neznamymi z a y. Tu vyfesime béZnou metodou: Vyjadieni y = % —x 7z (1) dosadime
do (2) a ziskdme tak pro x kvadratickou rovnici 22 + (I — 2)? = 1 s kofeny z; = £ a

T = %. Tém podle (1) odpovidaji hodnoty y; = % a Yo = g Nase soustava rovnic tak

ma pravé dvé reseni
3 4 4 3
(z1,91) = (ga g) a  (r2,42) = (g, 5) .

To podle (3) znamena, zZe trojice stran (a, b, ¢) ma pro kazdy vyhovujici trojuhelnik tvar
(3d, 4d, 5d) nebo (4d, 3d, 5d), kde d znaé¢i vhodnou délku.* Jelikoz délka 4d je aritmetickym
prumérem zbylych délek 3d a 5d, dikaz je hotov.

* Lze si pov§imnout, ze diky vzorci r = (a + b — ) je délka d rovna pravé poloméru r.
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PoOzZNAMKA. Nazna¢me, jak je mozné po odvozeni vztahu (a + b — ¢)/c = 2/5
postupovat jinak. Plyne z ného vyjadieni ¢ = 5(a + b)/7, které dosadime za ¢ do rovnosti

c? = a® + b? z Pythagorovy véty. Po snadnych tpravach obdrzime rovnost

12a® — 25ab + 12b% = 0.

Vyfesenim této kvadratické rovnice s nezndmou a a parametrem b ziskdme koreny
a; = 3b/4 a ay = 4b/3. Dosazenim do ¢ = 5(a + b)/7 pak uré¢ime ¢; = 5b/4 a ¢y = 5b/3.
Délky stran naseho trojihelniku tak tvori jednu z trojic (3b/4, b, 5b/4) nebo (4b/3, b, 5b/3),
ze kterych po preznaceni b = 4d, resp. b = 3d dostaneme stejné trojice (3d,4d,5d) a
(4d, 3d, 5d) jako v puvodnim feseni.

JINE RESEN{. Tentokrat se vyhneme pi{mému uzit{ vzorce r = $(a + b — ¢). K po-
tfebnym geometrickym tvaham vyuzijeme nas obrazek. Na ném je vykreslen pravouhly
trojuhelnik, kruznice jemu vepsana s vyznacenymi body dotyku a tti jim prislusné polomeé-
ry velikosti 7. Ty rozdéluji cely trojihelnik na ¢tverec o strané délky r a dva ¢tyruhelniky,
které jsou deltoidy diky jejich soumérnostem podle vyznacenych uhlopticek lezicich na
osach vnitinich thli trojihelniku. Jeden deltoid tak méa strany délek r, r, z,  a druhy
strany délek r, r, y, y. Odvésny trojihelniku tudiz maji délky z +r, y +r a jeho pfepona
ma délku x + y. Proto podle Pythagorovy véty plati

(z+71)?+(y+71)°=(z+y)’ (4)

a polomér R kruznice opsané md diky Thaletové vété velikost R = 1(z + y). Po jejim
dosazeni do zadané podminky r : R = 2 : 5 dostaneme r = 1(z + y). Odtud plyne
x4y =>5r,atedy y = 5r — x. Po dosazeni za z + y a y do (4) tak obdrzime

(z+7)2+ (50 — ) +7)% = (5r)%, po tpravé a? — 5rz + 612 = 0.

To je kvadratickd rovnice s nezndmou z a parametrem 7, kterou muzeme vyTesit i
pamétnym rozkladem na (x — 2r)(x — 3r) = 0. Tato rovnice ma tedy dva koreny x; = 2r
a xo = 3r, kterym podle vzorce y = 5r — x odpovidaji hodnoty y; = 3r a yo = 2r. Trojice
(x 4+ r,y + r,5r) délek stran naseho trojihelniku je proto jedna z trojic (3r,4r, 5r) nebo
(4r, 3r, 5r), takze tvrzeni ze zadani dlohy plati.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Zduvodnéte, ze polomér kruznice opsané pravouhlému trojihelniku je polovinou délky
jeho prepony. [Podle Thaletovy véty je prepona pravouhlého trojihelniku primeérem
kruznice jemu opsané.|

Dokazte, ze v pravouhlém trojihelniku s odvésnami délek a, b a preponou délky ¢ plati
pro polomér r kruznice jemu vepsané vzorec r = %(a + b — ¢). [Body dotyku kruznice
vepsané rozdéluji strany trojuhelniku na Sest tsekti. Dva z nich (ty pfi vrcholu pravého
ihlu) jsou sousednimi stranami Ctverce o strané délky r. Celé odvésny tak maji délky
a=r+xzab=r+y, kde x a y jsou délky jejich tiseka pri vrcholech ostrych thlu.
Ty jsou (diky soumérnostem podle os téchto ihli) shodné s dvéma tseky, na které je
rozdélena prepona, kterda méa proto délku ¢ = x + y. Nyni je jasné, Ze zfejmou rovnost
2r = (r4+z)+ (r+vy) — (x +y) mizeme prepsat jako 2r = a+ b — c. Po vydéleni ¢islem 2
jsme s dukazem hotovi.]

Pravouhly trojihelnik o odvésnami délek a, b a preponou délky ¢ spliuje podminku
3a + 4b = 5¢. Urdete vSechny mozné hodnoty poméru a : ¢. [Zadanou rovnost vydélime ¢
a dostaneme 3a/c + 4b/c = 5. Z Pythagorovy véty mame a? + b? = ¢, takze (a/c)? +
+ (b/c)? = 1. To ndm déva pro podily z = a/c a y = b/c soustavu rovnic 3z + 4y = 5
a 22 + 32 = 1. Dosadime-li vyjadfeni y = (5 — 3x)/4 z prvni rovnice do druhé rovnice,
dostaneme po vynasobeni &islem 16 rovnici 1622+ (5—3x)? = 16, po tpravé (5x—3)2 = 0.
Odtud = = 3/5. Nalezend hodnota a/c = x = 3/5 poméru a : ¢ je moznd — napiiklad
a = 3,b=4ac =5 jsou délky stran pravothlého trojihelniku a plati pro né 3a+4b = 5c¢.]
Pro polomér r kruznice vepsané obecnému trojtihelniku dokazte vzorec r = S/s, kde S je
obsah tohoto trojihelniku a s je polovina jeho obvodu. [Ozna¢me I st¥ed kruznice vepsané
trojihelntku ABC' s obvykle znacenymi délkami stran. Obsah S celého trojihelniku je
souc¢tem obsahu trojihelniki BCI, CAI a ABI, které se po fadé rovnaji %ar, %br a %cr.
Z rovnosti S = %ar + %br + %cr uz snadnou tpravou dostaneme dokazovany vzorec.|
Odvodte vzorec 7 = %(a + b — ¢) z ulohy N2 uzitim vysledku tlohy D1. [Trojihelnik ze

zadani tlohy N2 mé obsah S = %ab. Podle vzorce z D1 tak s ptihlédnutim k ¢? = a? + b?
plati
S b ab ab(a+b—c) abla+b—c)
rTr=— = = = = =
s wtbte a4bte (at+bdtc)atb—c) (a+b)?—c?
_ abla+b—c) _ab(a+b—c)_a+b—c]
(a+b)2 — (a2 +b2) 2ab B 2

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pireponou AB. Dokazte, ze velikost jeho vysky C'D
je rovna soudtu polomért kruznic vepsanych trojihelnikim ABC, CAD a CBD. [Pfi
bézném oznafeni a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|, v = |CD|, ¢, = |AD| a ¢, = |BD|
plati pro poloméry r, r,, 7, kruznic vepsanych po fadé pravoihlym trojthelnikim ABC,
CAD a CBD podle tlohy N2 vzorce
at+b—c Cqot+v—0 cp+v—a

P,y Ta= 5 A b=
Jejich sectenim uz dostaneme r +r, +1r, = v + %(c(1 + ¢, — ¢) = v, nebot ¢, + ¢, = ¢]
Pravouhly trojihelnik méa celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna ma prvociselnou délku. Uréete ji. [71 B I 1]
Pravouhly trojuhelnik mé celociselné délky stran. Jeho obvod je druhd mocnina priroze-
ného cisla. Také vime, ze jedna jeho odvésna ma délku rovnou druhé mocniné prvocisla.
Urcete vSechny mozné hodnoty této délky. [71-B—S-3]
V pravoihlém trojuhelniku ABC' s pieponou AB a odvésnami délek |[AC| =4 a |BC| =3
lezi navzajem se dotykajici kruznice kq1(S1,71) a ko(S2,72) tak, Ze ki se dotyka stran AB
a AC a ky se dotyké stran AB a BC. Urcete poloméry ry a 7o, jestlize plati 4r; = 9rs.
[62-A-11-3]
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6. Rozhodnete, zda lze ctvercovou tabulku 4 X 4 vyplnit navzdjem riznymi prirozenymi
cisly od 1 do 16 tak, Ze v kazZdém rddku i kaZdém sloupci existuje cislo, jehozZ
sedmindsobek je souctem zbylych tri cisel. (Jaromir Simsa)

RESENI. DokaZeme sporem, Ze to nenf mozné.

Predpokladejme, ze takova vyhovujici tabulka existuje. Pak v jejim prvnim fadku je
¢islo a a tri ¢isla se souc¢tem 7a, ve druhém ¢islo b a tii ¢isla se souctem 7b, ve tfetim
¢islo ¢ a t1i ¢isla se souctem 7c, ve ¢tvrtém cislo d a tri Cisla se souctem 7d. Soucty cisel
v fadcich jsou pak po fadé 8a, 8b, 8c a 8d, takze pro soucet vSech 16 zapsanych ¢isel plati

8a+b+c+d)=14+2+...+16=(1+16)+(2+15)+...+(8+9) =817,

odkud plyne a + b+ ¢+ d = 17. Protoze soucet jakychkoli t¥i ¢isel z tabulky je mensi
nez 3 - 16 = 48, jsou mensi nez 48 vsechna ctyri ¢isla 7a, 7b, 7c a 7d. Proto kazdé
z navzajem ruznych cisel a, b, ¢, d je mensi nez 7. Jejich soucet je vSak 17 a pritom
544+ 3+ 2 =14 < 17, proto jedno z cisel a, b, ¢, d je rovno 6.

Zopakujeme-li predchozi tvahu pro sloupce uvazované tabulky, zjistime dohromady,
ze ¢islo 6 ma v tabulce takovou pozici: ¢islu 7 - 6 = 42 se rovna jak soucet tii dalsich
c¢isel z radku cisla 6, tak soucet tii dalsich ¢isel z jeho sloupce. Soucet Sesti riuznych cisel
tabulky se tak rovnd ¢islu 2 - 42 = 84, pritom vSak soucet Sesti nejvétsich cisel z tabulky
je pouze

164+15+14+13+12+11=(16+11) + (15 + 12) + (14 + 13) = 3 - 27 = 81.

Ziskany spor existenci vyhovujici tabulky 4 x 4 vylucuje.

POZNAMKY.
1. V tabulce vyplnéné ¢isly od 1 do 16

311 110] 2
8 111 9
71155 |13
61214 |16

se najde — s vyjimkou posledniho sloupce — v kazdém tadku i sloupci ¢islo, jehoz
sedmindsobek je roven souctu ostatnich tii ¢isel (v fadcich jde o ¢isla 2, 4, 5 a 6, ve
sloupcich o ¢isla 3, 4 a 5). Vidime, Ze z osmi pozadavki ulohy jich lze splnit sedm.

2. Ukazme, ze nas dukaz sporem lze dokoncit jinak. Zjistili jsme, Ze ¢islo 6 musi sdilet
stejny radek i stejny sloupec v obou ptipadech se tremi ¢isly, jejichz soucet se rovna
7-6 = 42. Snadno zjistime, ze v ivahu pripadaji pouze soucty 16+15+11, 164+ 14+ 12
a 15+14+13. Kazdé dva z nich vSak maji spolecného s¢itance, tudiz v radku a sloupci
¢isla 6 nemuze byt Sest dalsich navzajem rtznych cisel.

JINE RESENI. Dikaz sporem zahdjime stejné jako v prvnim Feseni az do odvozeni
rovnosti a + b+ ¢+ d = 17 se sé¢itanci mensimi nez 7. Déale uz budeme pokracovat jinak.
Cisla a, b, ¢, d se sou¢tem 17 jsou Ctyimi séitanci ze souétu 1 +24+3+4+5+6
rovného 21. Zbyli dva séitanci tak maji soucet 21 — 17 = 4, jde proto o cisla 1 a 3,
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tudiz plati {a,b,c,d} = {2,4,5,6}. Zduraznéme, ze jde o ¢tvetici ¢isel z ruznych fadku
a analogicky rovnéz z riznych sloupcti.

Uvazme nyni pozici ¢isla 2. Jak vime, v jeho fadku i v jeho sloupci je po tfech
¢islech se souc¢tem rovnym 7 -2 = 14. Dohromady jde o Sest rtznych cisel se souctem
2-14 = 28, kterd jsou navic rizna od 2, 4, 5 a 6. Soucet takovych Sesti ¢isel je vsak aspon
1+34+7+8+49+ 10 = 38, coz je spor.*

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzajem riiznymi pfirozenymi ¢isly
od 1 do 9 tak, aby v kazdém radku existovalo ¢islo, které se rovna souctu zbylych dvou
¢isel. [Nejde to. Ditkaz sporem: Mé&me vyhovujici tabulku. Je-li v jejim prvnim fadku
Cislo a a dalsi dvé ¢isla se souCtem a, je soucet vsech tri ¢isel roven 2a, coz je sudé cislo.
Podobné jsou sudé soucty cisel v druhém i tietim tadku, a tedy i soucet vsech 9 cisel
v tabulce. Ten je vSak roven 1+ ...+ 9 = 45, spor.]

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit navzajem riiznymi pfirozenymi ¢isly
od 1 do 9 tak, aby v kazdém fadku existovalo c¢islo, jehoz ¢tyinasobek se rovna souctu
zbyljch dvou ¢isel. [Nejde to. Dukaz sporem: Méjme vyhovujici tabulku. V prvnim fadku
je ¢islo a a zbyld dvé ¢isla se souctem 4a, soucet vSech tii ¢isel tak je 5a. Analogicky
vyznam jako a bude mit ¢islo b z druhého fadku a ¢islo ¢ z tfetiho fadku. Soucet 45
vech 9 ¢isel v tabulce je tak roven 5(a + b+ ¢), odkud a + b+ ¢ = 9. Protoze soucet
jakychkoli dvou ¢isel z tabulky nepfevysuje 9 + 8 = 17, plati to i pro cisla 4a, 4b a 4c,
takze a,b,c € {1,2,3,4}. Spolu s a+b+c = 9 to znamena, ze {a,b,c} = {2,3,4}. Cislo 4
tak sdili fadek s dvéma ¢isly o souctu 4-4 = 16, jde tedy o ¢isla 7 a 9. Odtud uz plyne, ze
¢islo 3 nemiize sdilet fadek s dvéma ¢isly o souctu 4 - 3 = 12, nebot kazda z prihodnych
dvojic (3,9), (4,8) a (5,7) je vyloucena kvuli fadku s &isly 4, 7, 9.

Tabulka 4 x 4 je vyplnéna raznymi celymi ¢isly od 1 do 16. Jisté ¢islo s v této tabulce
ma tu vlastnost, ze jeho ¢tyfnasobek je roven jak souctu ostatnich tii ¢isel z jeho radku,
tak souCtu ostatnich ti{ ¢isel z jeho sloupce. Uréete nejvétsi mozné takové s. [9. Necht
vyhovujici ¢islo s sdili fadek s trojici ¢isel (a, b, c), a sloupec s trojici (d, e, f). Se¢tenim
rovnosti 4s = a + b+ c a 4s = d + e + f dostaneme, ze ¢islo 8s je rovno souctu Sesti
ruznych cisel z tabulky, ktery neprevysuje soucet ¢isel od 11 do 16 rovny 81. Plati tudiz
8s < 81, odkud s < 10. Hodnota s = 10 ovSem mozn4 neni: soucty a +b+cad+e+ f
by musely byt (aZ na poradi séitanci) mezi soucty 16 +15+9, 16 + 13+ 11, 15+ 14+ 11
a 154 13 + 12 — kazdé dva z nich vSak maji spole¢ny sc¢itanec. Hodnota s = 9 uz mozné
je: uvazme tabulku, ve které ¢&islo 9 sdili fddek s trojici (16,15,5) a sloupec s trojici
(14,12,10), ostatni ¢isla jsou rozmisténa jakkoli.]

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze soucet c¢isel v kazdém radku i sloupci
je délitelny tremi. Urcete nejvétsi mozny soucet Cisel v tabulce a ukazte, ze vétsi byt
nemuze. Uvedte rovnéz pifklad tabulky s urdenym nejvétsim soudtem. [71-C-S-1]

Na skolni zahradé hraje skupina zdkt hru zvanou molekuly. U¢itel jim nejprve ulozil, aby
se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zaci se pak méli
rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli zaci méli rozdélit do
pétic, zase jeden zdk prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli zaci rozdélili do
Sestic. Dokazte, ze opét jeden zék prebyde. [71-C-1-1]

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna c¢isly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku az na jeden
je roven 0 a soucet Cisel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému Cislu s. Urcete
nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemtize. Uvedte rovnéz priklad tabulky
s uréenou nejvétsi hodnotou s. [71-C-T1-4]

* Jiné dokonceni: Obé trojice ¢isel, které sdileji s ¢islem 2 stejny fadek nebo stejny sloupec, musi byt
slozena z ¢isel 1, 3 a 10, nebof jind tfi v tvahu pripadajici ¢isla s pozadovanym souctem 7 -2 = 14 ziejmé

neexistuji.
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D4.

D5.

D6.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly —4, 3 a 10 tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku az na
jeden je nejvys 0 a soucet Cisel v kazdém sloupci az na jeden je nejvys 0. Urcete nejvétsi
mozny soucet Cisel v tabulce. [71-B-11-4]

V tabulce n x n, kde n = 2, jsou po Fadcich zapsina postupné celd ¢isla od 1 do n?
(v prvnim faddku po fadé ¢éisla od 1 do n, ve druhém ¢éisla od n+ 1 do 2n atd.) V jednom
kroku muzeme vybrat libovolna dvé ¢isla na sousednich polickéch (tj. na takovych, kterd
mayji spole¢nou stranu) a — pokud je jejich aritmeticky pramér celé éislo — timto prumérem
obé ¢isla nahradime. Pro kterd n je mozné po konec¢ném poctu kroki dostat tabulku, ve
které jsou vSechna ¢isla stejna? [Slovenska MO, 57-A-11-2]

Pro kterd piirozens ¢isla n lze do tabulky n x n vepsat viechna celd éisla od 1 do n?
tak, aby aritmeticky primér cisel v kazdém fadku i sloupci tabulky byl celym c¢islem?
[68—A-TTT-6]
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