73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. Existuje deset po sobé jdoucich prirozenych cisel, kterd jsou po radé délitelnd cisly
9,7,53,1,1,3,5, 7,97 (Jaroslav Zhouf)

RESENI. Ano, takovych deset ¢isel existuje. Piikladem je téchto deset po sobé jdoucich
¢isel, pod kterd rovnou napiseme jejich pozadované délitele:

153, 154, 1585, 1586, 157, 158, 159, 160, 161, 162.
9 7 5 3 1 1 3 5 7 9

Skutecné, délitelnost Cislem 1 plati trivialne, ¢isly 3 a 9 podle cifernych souctu, cislem 5
podle poslednich ¢islic a délitelnost ¢islem 7 plyne z rovnosti 154 = 7-22 a 161 = 154+ 7.

KOMENTAR. Uvedené fesen{ je uplné, pfesto uvedeme tivahy, které k nému vedly.
Oznac¢me nejmensi z hledanych deseti ¢isel pismenem n. Stejné jako v feSeni zapisme
prehledné, ¢im ma byt které ¢islo délitelné:

n, n+1l, n+2 n+3, n+4 n+bd n+6, n+7 n+8 n+9.
9 7 5 3 1 1 3 5 7 9

e Pokud zvolime n délitelné 9, bude rovnéz ¢islo n 4+ 9 délitelné 9. Zaroven budou cisla

n+ 3 1in+ 6 délitelnd 3.

e Bude-li ¢islo n + 1 délitelné 7, bude také ¢islo n + 8 délitelné 7.
e Bude-li ¢islo n + 2 délitelné 5, bude i ¢islo n + 7 délitelné 5.

Protoze je navic délitelnost ¢islem 1 splnéna vzdy, staci najit ¢islo n splnujici tti

podminky:

(i) n je délitelné 9,

(i) n 4+ 1 je délitelné 7,
(iii) n + 2 je délitelné 5.

Zamérime se nejdrive na podminky (i) a (ii). Ze vSech ¢isel 9, 18, 27, 36, ... délitel-
nych 9 vybereme nejmensi, které splnuje (ii). Tim je 27, protoze 28 je délitelné 7.

Zamysleme se, jak vypadaji vSechna dalsi ¢isla n spliujici (i) a (ii). ZapiSeme je jako
27 + k s celym ¢islem k& > 0. Abychom splnili (i), zfejmé musi byt k& nasobek 9 (a také
to staci). Podminka (ii) znamend, ze ¢islo n + 1 = 28 + k ma byt délitelné 7, takze k
musi byt i ndsobek 7. Diky nesoudélnosti ¢isel 7 a 9 to znamenad, ze k£ je ndsobek cisla
9 -7 = 63. Tudiz vSechna n splnujici soucasné (i) a (ii) jsou tvaru n = 27 + 63[, kde [ je
nezaporné celé ¢islo. Jsou to ¢isla 27, 90, 153, 216, ...

Zbyva vyhovét podmince (iii). Z ¢isel 27 + 2, 90 + 2, 153 + 2, 216 + 2, ... mame
vybrat takové, které je délitelné 5. Prvnim z nich je zfejmé ¢islo 155, takze nejmensim n
spliujicim trojici podminek (i), (ii), (iii) je ¢islo n = 153 (které jsme uvedli v TeSeni).
Kdybychom zopakovali ivahu z predchoziho odstavce, zjistili bychom, Ze (s ohledem na
nesoudélnost ¢isel 63, 5 a rovnost 63 - 5 = 315) vSechna vyhovujici ¢isla n jsou tvaru
153 4+ 3151. Patti mezi né naptiklad cislo se zajimavym dekadickym zapisem 888 888 888.
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P0zZNAMKA. Zadanim tlohy bylo pouze rozhodnout o existenci vyhovujici skupiny
deseti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel, nebylo proto nutné takovou skupinu ¢isel hledat.
Ukézeme, ze jeji existence je dusledkem c¢inské zbytkové véty.* K tomu se na podminky
(i), (ii) a (iii), které jsme odvodili v podaném komentafi, podivame tak, ze totéz ¢islo n
ma davat pozadované zbytky po délenich nékolika riznymi ¢isly. Konkrétné

(i) n dava zbytek 0 po déleni ¢islem 9,
(ii) n déva zbytek 6 po déleni ¢islem 7,
(iii) n davéa zbytek 3 po déleni ¢islem 5.

Protoze ¢isla 9, 7 a 5 jsou po dvou nesoudélnd, dle ¢inské zbytkové véty skutecné

existuje ¢islo n, které t¥i uvedené podminky spliuje, jak jsme méli ukazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Petr napsal na tabuli 7 po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. Pavel je nevidél, avsak tvrdi, ze
jedno z nich je délitelné sedmi. M4 pravdu? Pro¢? [Pavel ma pravdu. Ozna¢me n nejmensi
ze sedmi ¢isel a z jeho zbytek pri déleni sedmi. Pokud neplati z =0, je 1 £ 7 — 2 < 6,
takze Cislo n + (7 — z) je napsdno na tabuli a je délitelné sedmi, nebot je souctem ¢isel
n—z a7, kterd jsou obé délitelnd sedmi.]

N2. Myslim si prirozené c¢islo. Pokud jej zmensim o 1, dostanu ¢islo délitelné 3. Pokud
myslené ¢&slo zmensim o 2, dostanu ¢islo délitelné 4. a) Jaké nejmens{ ¢&slo si mazu
myslet? b) Najdéte viechna ¢isla, kterd si mizu myslet. [a) Cislo 10. Z &isel 4, 7, 10,
13,... vybereme nejmensi, které rovnéz splije druhou podminku. b) Cislo 10 + 12k pro
libovolné nezaporné celé k. Kazdé ¢éislo se ve srovnani s ¢islem 10 1isi o ndsobek 3 (z prvni
podminky) a zaroven o ndsobek 4 (z druhé podminky), tedy o ndsobek 12.]

N3. Blechy Adam a Béara skdcou po ocislovanych schodech stdle nahoru. Adam zac¢ind na
1. schodu a skéce o a schodii. Blecha Bara zac¢ina na 3. schodu a skace o b schodii. Schody,
na které obé blechy doskoci, nazveme ,, dvakrat navstivené“. Urcete nejmensi kladny rozdil
pofadovych ¢isel dvakrat navstivenych schodd, a to v piipadech a) a = 4 a b = 5,
b)a=4ab=6,c)a=6ab=09.[a)20,b) 12, ¢) takové schody neexistuji. Hledany
rozdil je obecné roven nejmensimu spole¢nému nasobku ¢isel a a b, pokud ovsem dvakrat
navstivené schody vibec existuji. To je v pripadé c) vylouceno, nebot celd éisla k, I pro
rovnici 1 4+ ka = 3 + b tehdy neexistuji — z ¢isel 1 4 6k a 3 4 91 je vzdy pouze to druhé
délitelné tiemi.)

D1. Rozmyslete si, pro¢ z n po sobé jdoucich pfirozenych cisel je vzdy pravé jedno délitelné
¢islem n. [Zbytky n po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel tvoii — podle zbytku k nejmensiho
z téchto ¢isel — v piipadé k = 0 n-tici (0,1,2,...,n — 1), v piipadé k = 1,2,...,n— 1
n-tici (k,k+1,...,n—1,0,1,...,k—1)]

D2. Na skolni zahradé hraje skupina zakt hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve ulozil,
aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli zaci se pak
méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli zaci méli rozdélit
do pétic, zase jeden zdk prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli zaci rozdélili
do Sestic. Dokazte, ze opét jeden zék prebyde. [Jednd se o tlohu 71-C-1-1. Kdyz jeji
znéni prevedeme do jazyka Cisel, z feSeni tlohy N2 ndm vyplyne, Ze pocet zdku je tvaru
10 + 12k. Diky rovnosti 10 + 12k = 6(1 + 2k) + 4 ma zbytek takového ¢isla po déleni 6
potfebnou hodnotu 4.]

D3. Ctyii dny po sobé jsem zdolaval stejné schodisté o méné nez 100 schodech. Bral jsem ho
prvni den po 2 schodech, druhy den po 3, treti den po 4 a ¢tvrty den po 5 schodech, na
posledni krok mi zbyly po fadé 1, 2, 3 a 4 schody. Kolik schodu celé schodisté mélo? [59.
Kdyby mélo schodisté o 1 schod vice, byl by jejich pocet délitelny kazdym z ¢isel 2, 3,
4,5.]

* Najdete ji i s dikazem ve studijnim textu zminéném v zavéru k ndvodnym tlohdm.
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D4. Myslim si pfirozené cislo, které je vétsi nez 2000, mensi nez 3000 a je délitelné 17. Pokud
myslené cislo zvétsim o 1, dostanu cislo délitelné 11. Pokud své ¢islo naopak zmensim
o 1, dostanu ¢islo délitelné 6. Jaké ¢islo si myslim? [Hledejme nejdiive nejmensi pfirozené
¢islo n s vlastnostmi 17 | n, 11 | n+1 a 6 | n — 1. Pracnéjsimu postupu se vyhneme, kdyz
6 | n—1 zapiSeme jako 6 | n+ 17 a pfejdeme tak jen ke dvéma podminkdm (17-6) | n+17
a 11 | n+ 1. Protoze 17 -6 = 102, z prvni podminky mame n = 102k — 17, tudiz hleddme
nejmensi ptirozené k, pro néz 11 | 102k — 16. To 1ze zjednodusit na 11 | 3k +6 a déle jesté
na 11| k+2, odkud k=9 an=102-9 — 17 = 901. Protoze 17-6 - 11 = 1122, vSechna
vyhovujici n jsou tvaru 901 + 1122I. Proto je myslené ¢islo 901 4+ 1122 = 2023.]
Doplnugjici literatura: Své poznatky a dovednosti k tématu tlohy si muzete zopakovat a
doplnit podle brozurky Frantiska Veselého O délitelnosti c¢isel celych. Zajemcim o hlubsi
pouceni doporucujeme studijni text Serial — Teorie cisel.


https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403560
https://prase.cz/archive/28/9.pdf
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2. Pro stred M prepony AC' pravoihlého trojuhelniku ABC plati |BC| = |C'M|. Dokazte,
ze kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABM maji stejné poloméry.
(Michal Pecho)

RESENT. Podle Thaletovy véty je bod M stfedem kruznice opsané trojihelniku ABC,
tudiz plati |MA| = |MB| = |[MC|. Ze zadani rovnéz plati |BC| = |C'M]|, takze vSechny
usecky M A, MB, MC, BC jsou shodné a trojuhelnik BC'M je rovnostranny.

B

A M C

Z kopii rovnostranného trojuhelniku BC'M vytvorme pravidelnou trojihelnikovou sit
podle dalsiho obrazku. V ni vSechny tti vrcholy A, B, C' ptivodniho trojihelnitku ABC
budou uzlovymi body.

Pro dalsi vyznaceny uzlovy bod N potom plati |[NA| = [NB| = |[NM|, takze délka
jedné tusecky sité je polomérem jak kruznice opsané trojuhelniku ABM, tak i polomérem
kruznice opsané trojihelniku ABC'.

KOMENTAR. I kdyZ je konstrukce trojihelnikové sité, kterou jsme v FeSeni vyuzili,
veelku jasna, ukazme, Ze jsme se mohli bez zminky o ni obejit.

Po nalezeni ¢ty shodnych tsecek z prvniho obrazku sestrojime v poloroviné ACB
rovnostranny trojihelnik AM N, ktery je shodny s trojuhelnikem BC' M. Treti trojuhelnik
BN M pak je rovnoramenny se zakladnou BN a u hlavniho vrcholu M ma thel velikosti
180° —2-60° = 60°. Je to tedy rovnéz rovnostranny trojihelnik, navic shodny s trojuhel-
niky BOCM a AMN. Z rovnosti [NA| = |[NM| = |[NB| = |AM| uz plyne, co jsme méli
dokazat.

Mohli jsme také zacit tak, ze k rovnostrannému trojihelniku BC'M prikreslime
(vné) rovnostranny trojuhelnik BN M. Dostaneme tak kosoc¢tverec BOM N, jehoz strana
MN je stejné jako protéjsi strana BC' kolmé k tusecce AB. Nyni z MN 1 AB a
|M A| = |M B plyne, ze pfimka M N je osou tsecky AB. Proto plati rovnéz |[NA| = |[NB|,
coz dohromady s |[NB| = |[NM| znamen4, ze N je stfed kruznice opsané trojihelniku
ABM. Jeji polomér NB ma pritom stejnou délku jako polomér MC' kruznice opsané
trojuhelniku ABC'.
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JINE RESENI. Podle Thaletovy véty je bod M stfedem kruznice opsané trojuhel-
niku ABC a jeji polomér r je spolecnou délkou tusecek M A, M B, MC. Ozna¢me K stred
odveésny AB a stredni pricku M K o délce %]B C'| prodluzme za bod K do tsecky M N dvoj-
nasobné délky. Vznikne nam tak rovnobéznik AM BN, jehoz uhlopricka M N je shodna
s odvésnou BC'. Diky rovnosti |[MA| = |M B| = r se jedné o kosoctverec se (shodnymi)
stranami délky 7.

N B

A M C

Teprve nyni vyuzijeme podminku ze zadani, podle které plati | BC| = r. Délku r maji
tudiz nejen strany kosoctverce AM BN, ale také jeho thlopticka M N. Nyni z rovnosti
r = |NA| =|NB| =|NM| uz plyne, ze N je stfed kruznice o poloméru r, kterd je opsana
trojuhelniku ABM.

JINE RESENI. Uvodem stejné jako v prvnim FeSeni zjistime, Ze trojihelnik BCM je
rovnostranny. Stred kruznice opsané trojuhelniku ABM, ktery oznacime O, jisté lezi na
ose jeho strany AB. Tato osa je diky rovnosti |[AM| = |BM| soucasné osou tthlu AM B,
ktery m4 velikost 180° — |<CM B| = 180° — 60° = 120°. Proto mé tthel AMO poloviéni
velikost 60°. Je to vsak thel pii zakladné AM rovnoramenného trojihelniku AMO
(nebot |OA| = |OM]| podle zavedeni bodu O), ktery je tudiz rovnostranny. Plati tedy
|IMA| =|OM]| a pozadovany dikaz rovnosti poloméri dvou kruznic je hotov.

\O B
]
/ \

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1. Najdéte vsechny rovnoramenné trojihelniky, které maji aspon jeden vnitini thel veli-
kosti a) 30°, b) 60°. [a) Jsou to trojihelniky s trojicemi vnit¥nich dhla (30°,30°,120°)
a (30°,75°,75°). b) Vyhovuji jen rovnostranné trojtihelniky.]

N2. Bez uziti Thaletovy véty dokazte, ze stfed kruznice opsané pravotihlému trojihelniku
splyvé se stiedem jeho pfepony. Vyuzijte k tomu vhodné dvé stfedni piicky. [Stfed kruz-
nice opsané obecnému trojihelniku lezi v priseciku os jeho ti{ stran, k jeho urceni staci
vyuzit dvé z téchto os. Stredni piicky pravouhlého trojihelniku, které jsou rovnobézné
s jeho odvésnami, lezi na osach téchto dvou stran. Proto tyto dvé osy prochéazeji spolec-
nym bodem zminénych dvou pricek, tedy stfedem piepony.]

N3. Uvazme Sest bodu: vrcholy daného rovnostranného trojihelniku a stredy jeho stran. Zjis-
téte, kolik pravotihlych trojihelnikii mé za vrcholy tii ze Sesti uvazovanych bodii. [Sest.
Jednou z odvésen kazdého trojihelniku musi byt nékterd vyska puvodniho rovnostran-
ného trojihelniku.]
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D1. V daném pravoihlém trojihelniku ABC ozna¢me K stfed prepony AB a L stred kratsi
odvésny AC. Kruznice s prumérem BC protne tsecku KL v bodé P. Dokazte, ze tihly
PAC a PBC jsou shodné. [72-C-S-2]

D2. Je dén trojuhelnik ABC, v némz D, E jsou po fadé stfedy jeho stran BC, AB. Necht F
je stfed tsecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |AG| = 3|CG|. Dokazte, Ze
prusecik primek DF a GE lezi na té rovnobézce s piimkou BC, kterd prochézi bodem A.
[70-C-I1-3, prectéte si také pozndmku 2 za FeSenim této tlohy.]

D3. Sestitihelnik, jehoz vSechny vnitini thly maji stejnou velikost, méa étyii po sobé jdouci
strany o délkdch 1, 7, 4 a 2. Zjistéte délku zbyvajicich dvou stran. [5 a 6. Protoze vnitin{
thly daného Sestitthelniku majf velikost (6 — 2) - 180°/6 = 120°, lze jeho vrcholy umistit
do uzll rovinné sité tvofené rovnostrannymi trojihelniky o strané délky 1.]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3494411/c72s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472028/c70ii.pdf
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3. Uvazujme 20 vyrokui:

,Mdm prave jednu sestru. “ ,Mdm praveé jednoho bratra.
,Mdm pravé dve sestry. ,Mdm pravé dva bratry.
,Mam pravé deset sester. ,Mdm prave deset bratri. “

a) Kazdy ze ctyr sourozenci pronesl jing z téchto 20 vyroki. Je mozné, Ze vsichni
ctyri meli pravdu?

b) Najdéte nejuétsi prirozené cislo n takové, Ze kaZdy z n sourozenci mize pronést
jing z téchto 20 virokid a mit pravdu.* (Josef Tkadlec)

RESENT. a) Ano, je to mozné. V piipadé, kdy ¢tyfi sourozenci jsou dva bratii a dveé
sestry, mohou pravdivé pronést Ctyri navzajem rizné vyroky. Jeden bratr fekne: ,Mam
pravé jednoho bratra“ a druhy: ,Mam praveé dvé sestry,“ jedna sestra rekne: ,Mam prave
jednu sestru“ a druha: ,Mam pravé dva bratry.“

b) Pro n = 4 jsme zjistili, ze kazdy ze ¢tyT sourozenci muze pronést jiny pravdivy
vyrok.

V piipadé n 2 5 jsou alespon tii sourozenci stejného pohlavi. Predpoklddejme, Ze
kazdy z nich Tfekne pravdu o poc¢tu svych sester nebo bratrii. Pak ovsem alespon dva
z téchto pronesenych vyroku budou stejné (ty o poctu sester, nebo ty o poc¢tu bratri).
Z4dné celé n 2> 5 tudiz neméa pozadovanou vlastnost.

Zaver. Nejvétsi vyhovujici n je rovno 4.

KOMENTAR. V ¢asti b) podaného FeSeni jsme vyuzili poznatek, ktery se nazyva Di-
richletiv princip nebo téz prihradkovy princip.** Tvrdi napriklad to, Ze kdyZ rozmistime
13 predmeétu do 2 prihradek, bude v nékteré prihradce alespon 7 predméti. Nebo kdyz
rozmistime 13 predmétt do 3 prihradek, bude v nékteré prihradce alespon 5 predmétu.
Nebo pri rozmisténi 2n+ 1 predmétt do 2 prihradek bude v nékteré prihradce aspon n+1
predmeéti. Obecné vyjadreno: pri rozmisténi alespon kn+1 predmétt do k prihradek bude
v nékteré prihrddce aspon n + 1 predmétt (zapsali jsme to vyse jak pro k =2 an = 6,
tak pro k = 3 an = 4,1 pro k = 2 a obecné n). Pritom ,predméty“ mohou byt ¢isla,
geometrické utvary, lidé, vyroky, v podstaté cokoliv. Prihradky pak mohou vyjadfovat
libovolné vlastnosti jednotlivych predmétii. Naptiklad do 2 prihradek casto rozdélujeme
celd ¢isla podle toho, zda jsou sudd, nebo lichd (viz ndvodnou tlohu N2).

V nasem feSeni jsme pouzili Dirichletiv princip dvakrat, vzdy pro 2 prihradky.
V prvnim piipadé sourozenci hrali roli ,,pfedméti* a pohlavi (muzské/zenské) hralo roli
,prihradek®. Ve druhém pripadé byly ,predméty“ vyroky a ,prihradkami“ byly vyroky
o sestrach a vyroky o bratrech.

PozNAMKA. Ukazme, ze vyklad ¢ésti b) FeSeni lze podat i jinak. Je-li v dané skupiné
n sourozencu prave B bratri a pravé S sester, muze kazdy z nich o sobé pravdivé pronést
pouze jeden ze ¢tyt vyroku (prvni dva jsou prohlaseni bratri, zbylé dva prohlaseni sester):
1. Mam praveé S sester.
2. Mam pravé B — 1 bratrt.

* VSichni sourozenci maji stejné rodice.
** Viz pozndmku pod ¢arou k tloze N2.
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3. Mam praveé S — 1 sester.
4. Mam pravé B bratri.

Mayji-li proto byt pronesené vyroky v poc¢tu n = B + S navzajem rizné, musi platit
nerovnost n < 4.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

V jedné rodiné Zije a) 7 bratri bez sestry, b) 7 bratri a 1 sestra. Kazdy z nich pronese
jedno pravdivé prohlaseni z nabidky v soutézni tloze. Urcete maximalni pocet ruznych
vyroki, které mohou zaznit. [a) 1, b) 3. V pfipadé b) pfipadaji v ivahu pouze 3 vyroky:
o pravé 1 sestie, o pravé 7 bratrech a o préavé 6 bratrech.]

Méjme n navzajem raznych prirozenych ¢isel. Kazdé z nich obarvime bud modfe, nebo
Cervené. Zjistéte, pro jaké nejmensi n uz zarucené najdeme dveé cisla stejné barvy, jejichz
rozdil je sudy.* [n = 5. Rozdil dvou &isel je sudy, pravé kdyz ¢isla maji stejnou paritu
(sudé/liché). V piipadé n = 5 najdeme podle Dirichletova principu alespon 3 obarvend
¢isla stejné parity. Nékterd dvé z nich budou mit stejnou barvu. Pro n = 4 (a tim
i vlastné pro n < 4) uvedeme protipiiklad: za predpokladu, Ze madme zaddna ¢isla od 1
do 4, obarvime modfe ¢isla 1, 2 a ¢ervené ¢isla 3, 4.

Do pytle je nahazeno 5 parta cernych, 6 para modrych a 7 para sedych papuci, pritom pary
papudi téze barvy jsou nerozlisitelné. Kolik papu¢i musime vytahnout, abychom urcité
mezi nimi méli a) dvé papuce stejné barvy, b) dvé papuce stejné barvy, které tvori par?
[a) 4, protoze papude jsou t¥{ barev. b) 19. V pytli je celkem 5+ 6 4+ 7 = 18 part papudi.
Vytahneme-li 18 papuci a nebude-li jesté mezi nimi par téze barvy, bude to znamenat,
ze jsme od kazdé barvy vytdhli bud pouze levé, nebo pouze pravé papuce, a tedy bud
vSechny levé, nebo vSechny pravé papuce. Proto po vytazeni 19. papuce se zarucené jeden
pér téZe barvy zkompletuje.]

Na Ostrové Logiky patti kazdy jeho obyvatel bud mezi poctivce, kteti fikaji vzdy pravdu,
nebo mezi lhate, kteii vzdycky 1zou. U stolu se sejdou tii obyvatelé tohoto ostrova — Oliver,
Pavel a Romana. Oliver fekne: ;Mezi nami neni ani jeden poctivec.“ Pavel doda: ,Mezi
ndmi je pravé jeden poctivec.“ Je Romana poctivec, nebo 1har? [Lhaf. Uvazte nejprve,
do které skupiny patii Oliver, pak do které Pavel.]

Na Ostrov Logiky z tlohy D2 zavita turista, ktery si najme mistniho privodce. Pri cesté
uvidi v dali dalstho domorodce. Turista za nim vysle svého privodce, aby se jej zeptal,
zda je poctivcem, nebo lharem. ,Tvrdi, Ze je poctivec,” prinese zpravu pruvodce. Je
pruvodce poctivec, nebo 1har? [Poctivec. Uvaizte, Ze kazdy obyvatel ostrova o sobé tvrdi,
Ze je poctivec.]

Vyroky poctivei a Thara proslavila dodnes popularni kniha s nazvem Jak se jmenuje tahle
knizka?, kterou napsal Raymond Smullyan. Najdete v ni fadu logickych hticek, paradoxu
a hadanek, nejen z ostrova poctivel a lhara. Stejnému tématu se vénuje i text Poctivcei,
[hari a matematici od Mirka Olsdka.

* Jak k feSen{ této, tak i mnoha podobnych tloh lze vyuzit Dirichletiv princip, zvany téz prihrddkovy

princip. Vice se muzete dozvédét v brozurce Lva Bukovského Dirichletov princip.
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4. Kolik uspordadanych ctveric prirozenych cisel (a, b, c,d) se souctem 100 splriuje rovnice
(a+b)(c+d)=(0b+c)a+d)=(a+c)(b+d)?

(Patrik Bak)

RESENI{. Nejprve ekvivalentné upravime prvni rovnici ze zadani:

(a+b)(c+d)=(b+c)(a+d),
ac + ad + bc + bd = ba + bd + ca + cd,
ad~+ bc —ab — cd =0,
a(d —b) —c(d—b) =0,
(@ —c)(d—b)=0.

Podobné zjistime, ze druha rovnice je ekvivalentni s rovnici, kterou pro prehled zapiseme
s upravenou prvni rovnici vedle sebe:

(a—c)(d—b)=0, (a—0>b)(d—c)=0.

Podle toho, které ze ¢tyr cinitell se v odvozenych rovnicich rovnaji nule, jsou vsechna
feseni (a, b, ¢, d) zadanych rovnic ¢tverice jednoho ze ¢tyt typi:

>a—c=0aa—b=0,neboli a=0>0=cadjelibovolné,
>a—c=0ad—c=0,neboli a=c=d a b je libovolné,
>d—b=0aa—0b=0,nebolia=0b=d a c je libovolné,
>d—b=0ad—c=0,neboli b=c=da a je libovolné.

Dosli jsme k zavéru, ze rovnice ze zadani plati pravé tehdy, kdyz alespon tfi z ¢isel a,
b, ¢, d jsou si rovna. Rozlisime nyni, zda stejna ¢isla ve ¢tverici (a, b, ¢, d) jsou ¢tyfi, nebo
t1i.

e Pokud jsou si rovna vSechna ¢étyri ¢isla, podmince a4+ b+ c+d = 100 vyhovuje jedina
¢tverice a =b=c=d = 25.

e Pokud maji tfi ¢isla stejnou hodnotu z a c¢tvrté ma jinou hodnotu y, podminka
a+ b+ c+d = 100 prejde v rovnici 3z + y = 100, kterou uvazujeme v oboru
prirozenych ¢isel splnujicich podminku x # y. Z ekvivalentni rovnice y = 100 — 3z
plyne, ze ¢islo y je kladné jen pro xz = 1,2, ..., 33, pritom podminka y # x je splnéna,
pokud z # 25. Mame tedy nejprve 33 — 1 = 32 moznosti pro vybér ¢isla x a poté
4 moznosti, kterému ze ¢tyt ¢isel a, b, ¢, d prifadime hodnotu y = 100 — 3z (a tfem
ostatnim tak hodnotu z). Pocet vyhovujicich ¢tvefic (a, b, ¢, d) s pravé tiemi stejnymi
¢isly je tedy roven 32 -4 = 128.

Celkovy pocet vyhovujicich ¢tveric je tedy 1 4 128 ¢ili 129.

PozNAMKA. Nad rdmec zaddni jsme zjistili, ze 128 vyhovujicich ¢tveric je tvaru
(x,z,2,100 — 3x), (z,z,100 — 3z, z), (x,100 — 3z, z,x), resp. (100 — 3z, x,z,x), kde
x=1,2,...,33 kromé z = 25, a zbyld 129. vyhovujici ¢tvefice je (25,25, 25, 25).
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KOMENTAR. Préaci s dvojici rovnic

(a+b)(c+d)=0b+c)la+d) a (b+c)(a+d)=(a+c)(b+d)

se shodnymi stranami (b + ¢)(a + d) si lze usnadnit pozorovanim, ze druhou rovnici
dostaneme z prvni, kdyz v ni pismena b, ¢ navzdjem vyménime.* Jakmile tedy prvni
rovnici upravime do tvaru (a—c)(d—0b) = 0 a provedeme v ném vymeénu b <> ¢, dostaneme
bez vypocti ekvivalentni tvar (a — b)(d — ¢) = 0 druhé rovnice.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro prirozena ¢isla a, b, ¢, d plati ab+ bc + c¢d + da = 77. Urcete vSsechny mozné hodnoty
jejich souc¢tu. [Jedind hodnota 18. Plati 77 = ab + bc + ¢d + da = (a + ¢)(b + d) a pFitom
77 = T7-11. Oba cinitelé a + ¢ a b+ d jsou vétsi nez 1, takze jsou v néjakém poradi rovny
prvocislim 7 a 11. Tak €& onak plati (a+c)+ (b+d) = 18. Zbyva uvést néjakou vyhovujici
¢tverici. Je ji napiiklad (a,b,¢,d) = (1,1,6,10).]

Predpokladejme, ze navzajem riznd redlna cisla a, b, ¢, d spliuji nerovnosti

ab+ ed > be + ad > ac + bd.

Pokud a je z téchto ¢tyt ¢isel nejvétsi, které z nich je nejmensi? [Cislo c. Prvni zadanou
nerovnost upravte do tvaru (a — ¢)(b—d) > 0, druhou do tvaru (b — a)(c—d) > 0. Pokud
je a z danych ¢tyt ¢isel nejvetsi, plati a —c > 0 a b—a < 0, takze z odvozenych nerovnosti
plyneb—d>0ac—d <0, nebolib>dac<d, celkové a >b>d > c|

Najdéte vsechny ctvetice a > b > ¢ > d celych ¢isel se souc¢tem 71, ktera spliiuji rovnici

(a—=b)(c—d)+ (a—d)(b—c) = 26.

[Levou strané upravte na sou¢in dvou mnohoé¢leni. Kompletni feSeni: 71-C-S-3.]
Urcete vsechny mozné hodnoty souctu a + b + ¢ + d, kde a, b, ¢, d jsou prirozena cisla
splnujici rovnost

(a® = b*)(c? — d?) + (b* — d®)(c* — a®) = 2021.

[Levou stranu upravte na soucin ¢tyf mnohoclent. Kompletni feseni: 71 C 1 6.]

Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené ¢islo. Ke kazdému vrcholu je pfipsan soucin
ti1 Cisel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pii vrcholech je 1001. Urcete vSechny
mozné hodnoty souctu ¢éisel na sténéch. [31. Jsou-li a, b ¢isla na predni a zadni sténé,
¢, d ¢isla na horni a dolni sténé a konecné e, f ¢isla na levé a pravé sténé, pak rozndasobenim
sou¢inu (a 4+ b)(c+ d)(e + f) dostaneme osm séitancti, kterymi jsou pravé ¢isla pripsand
vrcholim krychle (v kazdém vrcholu se stykaji t¥i stény, po jedné z popsanych tii dvojic
stén). Podle zadéni je tak soudin ti{ ¢isel a + b, ¢ + d a e + f vétsich nez 1 roven ¢islu
1001, coz je soudin t¥{ prvocisel 7, 11 a 13. Plati tedy {a + b,c+d,e + f} = {7,11,13},
takze a+b+c+d+e+ f=7+11+413 =31

Urcete pocet vsech trojic prirozenych cisel a, b, ¢, pro ktera plati a+ab+abc+ac+c = 2017.
[K obéma strandm rovnice pfiététe ¢islo 1, abyste pak levou stranu mohli rozlozit na
soudin dvou mnohoclenti. Kompletni feseni: 67 B 1 4]

* Zminény soucin (b + ¢)(a + d) se nezméni ani pii vyméné b <> ¢, ani pfi vyméné a <+ d. Nasemu tcelu

muze poslouzit kterdkoli z obou vymén.
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5. Na tabuli jsou napsdina cisla 1, /2, V3. V kazdém kroku ¢&isla a, b, ¢ napsand na
tabuli smaZeme a nahradime je souciny ab, be, ca. Zjistéte, zda po néekolika krocich
bude znovu nékteré z cisel napsanych na tabuli prirozené. (Jaroslav Zhouf)

RESENI. Dokazeme, 7e 7adné pFirozené ¢islo uz se neobjevi.

Po prvnim kroku dostaneme &sla v/2, v/3 a v/6. Po druhém kroku dostaneme &isla
V2-3=106,v2-6=2/3a+v3-6=23/2. Vidime, Ze je to ,az na nasobky a poradi“
stejné trojice ¢isel jako po prvnim kroku (vyznacili jsme je modie). Vysvétlime, Ze trojici
takového typu dostaneme i po kazdém dalsim kroku.*

Predpokladejme tedy, ze po urc¢itém poctu kroku jsou na tabuli zapsana tii ¢isla tvaru
V2, sv/3 atv/6, kde r, s, t jsou vhodnd prirozend ¢isla. Pak po nasledujicim kroku budou

na tabuli cisla
(rv2) - (sV3) = rs V6,
(sV/3) - (tV/6) = 3s1V/2,
(tV6) - (rv2) = 2rtV/3,

tedy opét ¢isla tvaru 'v/2, s'v/3 a t/v/6, tentokrat s pfirozenymi &isly ' = 3st, s’ = 2rt
at =rs.

Dokazali jsme, ze po kazdém kroku, poc¢inaje prvnim, bude na tabuli trojice c¢isel
V2, sv/3 a tv/6 s vhodnymi pfirozenymi &isly r, s, ¢ (ménicimi se po kazdém kroku).
Protoze ¢isla /2, v/3 a v/6 jsou iracionalni (viz tlohu N3), zadny z jejich nasobki 7v/2,
sv/3 a t\/6 nenf celé ¢slo. Tim je tvrzeni z ivodu feseni dokézéano.

S @
I

JINE RESENI. Ke stejném zavéru jako v prvnim feSeni dosp&jeme, kdyZz si predné
uvédomime, ze kazdé ¢islo, které se kdy na tabuli objevi, bude tvaru /2% - 3¢, kde = a
y jsou celd nezdporna Cisla. Jisté to plati na zadatku: 1 = v20.30, /2 = v/21.30 3
V3 = V/20. 31, Poté jiz staci pii kazdém kroku (tiikrat) vyuzit poznatku, Ze soucin dvou
¢isel uvazovaného tvaru, feknéme /27 - 3¥ a /24 - 37, je opét &islo téhoz tvaru:

V2T . 3y . \/2u . 30 = /2utu . Jutv, (1)

Zajimé nas otazka, kdy je ¢islo tvaru /27 - 3Y celé. Je témér ziejmé, Ze to nastane,
pravé kdyz oba exponenty z a y jsou suda cisla.** I kdyz to vyuzijeme az v posledni
vété TeSeni, jsme uz nyni motivovani k tomu, abychom zkoumali parity exponentt x a y
v zapisech /2% - 3¥ vSech cisel, ktera se budou na tabuli postupné objevovat. Vyhodné
k tomu pouzijeme symboli L a S pro vSechna licha, resp. vSechna suda c¢isla. Jasny
vyznam pak maji rovnosti L+ L =S5, L+S=L, S+ L=LaS+5=S5, kde v kazdé
z nich mohou symboly L, S na riznych mistech znacit riznd ¢isla (prislusné parity).

Po prvnim kroku mame na tabuli ¢isla a = \/5, b=+V3ac= \/6, u kterych jsou
dvojice (z,y) exponentu v zdpisech v/2% - 3¢ rovny po tadé (1,0), (0,1) a (1,1). Uzitim
symboltl L a S tak zapiSeme, Ze po prvnim kroku jsou na tabuli tii ¢isla a = V2L - 35,
b=+v25.3L ac=+v2L.3L. K obdobnému zapisu ti{ &isel ab, be a ca, které budou na

* Poznamenejme, Ze na vysledek zaddného kroku ziejmé nemé vliv, v jakém poradi jsou aktudlni ¢isla na
tabuli zapsana.
** Tento poznatek neni nutné v jinak Gplném feSeni zdivodriovat. Presto ho v obecnéjsim podobé uvadime
v navodné tloze N2 i s dikazem.
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tabuli po druhém kroku, uz konkrétni hodnoty a, b, ¢ nepottebujeme. Podle pravidla (1)
a pravidel ze zavéru predchoziho odstavce totiz plati

ab = V2L - 35 .V/25 . 3L = \/2L+5 . 35+L = /oL . 3L
be = V25 . 3L . /2L . 3L = \/2S+L . 3L+L — /2L . 35
ca=V2L.3L. V2L .35 = \/2L+L . 3L+S = /25 . 3L,

Vidime, Ze po druhém kroku — stejné jako prvnim kroku — jsou na tabuli opét tii ¢isla
riznych typt v2L - 35, V25 .3L a V2L . 3L 7 trojice poslednich vypocti je jasné, Ze
stejné tTi typy c¢isel budou na tabuli i po tretim kroku, po ¢tvrtém kroku, atd., tj. po
libovolném koneéném poctu kroki. Po zadném kroku se proto na tabuli neobjevi ¢islo
¢tvrtého typu V29 - 39, a tedy ani Zadné prirozené ¢islo.

P0ozNAMKA. Obé podand feseni jsou v podstaté zaloZena na stejné myslence. Vy-
svétluji to rovnosti, které dostaneme castecnym odmocnénim vyrazi, se kterymi jsme
pracovali v druhém reseni:

V2L 35 = /22uFl 320 = (2U. 3%) /2,
V25 . 3L = /22w . 32+l = (2. 37) /3,
V2L . 3L = /221 . 32241 = (2¥ . 37) /6.

Po kazdém kroku tak obdrzime trojici ¢isel tvaru 7v/2, sv/3 a tv/6, jak jsme vysvétlili
v prvnim Tfeseni.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Uvazujme pfirozend ¢isla od 1 do 10 (véetné). Kolik nejvice z nich miZzeme mezi sebou
vynésobit, aby druhd odmocnina z jejich soudinu byla rovna pfirozenému ¢islu? [9.
Prvocislo 7 v souc¢inu byt nemtze, mélo by mezi jeho prvociniteli jediny vyskyt. Soucin
deviti ostatnich é&fsel je roven 28 - 3% - 52, coz je (2432 - 5)2

N2. Necht n je prirozené &islo. Dokazte, ze Gislo v/ je celé, pravé kdyz v rozkladu éisla n na
prvocinitele mé kazdé prvoéislo sudy podet vyskyti. [Je-li kladné é&islo k = /n celé,
z rovnosti k> = n plyne, Ze pocet vyskytl kazdého prvocisla v rozkladu éisla n je
dvojnasobkem jeho vyskytiu v rozkladu ¢isla k, a tedy ¢islo sudé. Je-li naopak pocet
vyskyti kazdého prvodcisla v rozkladu ¢isla n sudy, pak to celé ¢islo, které mé ve svém
rozkladu poloviéni poéty téchto vyskytt, je zfejmé rovno /n.]

N3. a) Dokazte, ze rovnost a? = 2b* neplati pro zadn4 pfirozend &fsla a, b.

b) Dokazte, 7e ¢islo /2 je iracionélni, tj. Ze se nerovnd zddnému zlomku a/b s piirozenymi
Cisly a, b.

c) Dokaite, 7e ¢isla v/3 a /6 jsou iracionalni. [a) V rozkladu ¢isel a? a 2b? na prvocinitele
mé prvoéislo 2 sudy, resp. lichy pocet vyskyti, takze a® # 2b%. b) Z rovnosti v/2 = a/b
by vyplynula rovnost a? = 2b? z &sti a). ¢c) Kdyby se zlomek a/b rovnal jednomu z &isel
V3 nebo /6, platilo by a? = 3b%, resp. a® = 6b%. Pocet vyskytil prvodisla 3 v rozkladu
¢isla a? je sudy, v rozkladu obou é&isel 3b% i 6b2 je lichy, tudfz a® # 3b% i a® # 6b2.]

D1. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n je ¢islo v/n bud celé, nebo iracionélni. [Staci uka-
zat, ze pokud é&islo v/n nenf iraciondlni, tj. je rovno nékterému zlomku a/b s pFirozenymi
¢isly a a b, pak /n je &islo celé. Skutecné, z rovnosti /n = a/b upravené na a? = nb?
plyne, ze pocet vyskytu kazdého prvocisla v rozkladu cisla n je sudy, nebot je rozdilem
dvou sudych poé¢ti jeho vyskytt v rozkladech a? a b2. Podle N2 to znamend, Ze /n je
celé ¢islo.|
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D2.

D3.

Pfirozené ¢islo n je takové, Ze &fslo 6n? + 5n + 1 je druhou mocninou piirozeného éfsla.
Dokazte, ze také obé ¢isla 2n + 1 a 3n + 1 jsou druhymi mocninami pfirozenych c¢isel.
[Necht 2n+1=a,3n+1=">ba6n?>+5n+1=c? kde a, b, c € N. Poviimnéme si, 7e &isla
a, b jsou nesoudélnd (nebot je s nimi zfejmé nesoudélny jejich rozdil b — a = n) a pfitom
plati ab = c?. Odtud plyne: Kazdé prvocislo délici a nebo b déli pouze jedno z nich a méa
v rozkladu tohoto ¢&isla stejny pocet vyskytii jako v rozkladu ¢isla ¢, coz je sudé ¢&slo.
Obé é&isla a, b tak jsou druhymi mocninami. (Ptiklad existuje: n = 40, kdy 2n + 1 = 92
adn+1=112)]

Na tabuli je napsdno n ruznych prirozenych ¢isel od 1 do n. V jednom kroku smazeme
néjakd dvé ¢isla a misto nich napiSeme velikost (tj. absolutni hodnotu) jejich rozdilu.
Pokrac¢ujeme tak dlouho, dokud na tabuli nezistane jediné ¢islo. Pro kterd ¢isla n bude
toto posledni ¢islo liché nezdvisle na tom, v jakém pofadi budeme &isla mazat? [Pro ta
prirozena n, kterd po déleni ¢tyimi dévaji zbytek 1 nebo 2, tedy n rovnd 1, 2, 5, 6,
9, 10, atd. Sledujme, jak se zméni aktudlni pocet k lichych ¢isel napsanych na tabuli po
nasledném kroku. Pokud pfi ném smazeme dvé liché ¢isla, napiSeme misto nich ¢islo sudé,
tudiz pocet k se zmensi o 2. Pokud smazeme jedno ¢islo sudé a druhé liché, napiseme misto
nich ¢islo liché, a tak se pocet k nezméni. Ke zméné k nedojde ani ve zbylém pripadé,
kdy smazeme dvé suda ¢isla, nebof misto nich napiSeme cislo sudé. Celkové vidime, ze
po zaddném kroku nezménime paritu ¢isla k. Posledni ¢islo tudiz vyjde liché pravé tehdy,
kdyz je ivodem na tabuli lichy pocet lichych ¢isel (bez ohledu na postup mazani). Pocet
lichych ¢isel od 1 do n je v pripadé n = 4k roven 2k, v pripadech n = 4k+1an = 4k+2
je roven 2k + 1, konecéné v piipadé n = 4k + 3 je roven 2k + 2.]
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6. Je ddn obdélnik ABCD, kde |AB|:|BC| =2 :1. D , MC
Na jeho strandch AB, BC, CD, DA jsou dany po
radé body K, L, M, N tak, Z¢ KLMN je obdélnik, N
vnemz |KL|:|LM|=3:1. Vypoctéte pomér obsahi
obdélnikiu ABCD a KLMN. (Josef Tkadlec)

AK B

RESENI. DokéZeme, Ze pravoiihlé trojihelniky AKN a DN M jsou podobné. Protoze

tuhel KNM je pravy, uhly KNA a DNM se dopliuji do 90°. Totéz ale plati o thlech

DNM a NMD pravouhlého trojuhelniku DN M. Dostavame tak shodnost ostrych thli

KNA a NMD, a tak jsou trojuhelniky AKN a DN M podle véty uu skuteéné podobné.

Pomeér jejich podobnosti urc¢ime jako pomeér délek jejich prepon |[NM| : |[KN|, ktery je
jakozto pomér |K L| : |[LM]| dle zadéni roven 3 : 1.

Analogicky se zduvodni vzdjemna podobnost vsech ¢ty pravouhlych trojuhelniki
AKN, DNM, CML a BLK, které ,obklopuji“ obdélnik K LM N. Trojuhelniky AK N
a CML (stejné jako DNM a BLK) jsou dokonce shodné, protoze jejich prepony jsou
protéjsimi stranami obdélniku.

Bez 1jmy na obecnosti jsme délku tsecky AK oznacili na obrazku ¢islem 1 a délku
usecky AN pismenem z. Z dokdzanych podobnosti a shodnosti pak méme |[DN| = 3,
|IDM| =3xa|CM|=1,atedy |AB| = |CD| =3z+1a|BC| = |AD| = z+3. Dosazenim
do zadaného pomeéru |AB| : |[BC| = 2 : 1 dostaneme rovnici (3z+ 1) = 2(z+ 3) s jedinym
feSsenim x = 5, kterému odpovidd |AB| = 16 a |BC| = 8. Obdélnik ABC'D o obsahu
Sapcp = 16 - 8 = 128 je sjednocenim obdélniku K LM N s trojihelniky AKN, CML
(ty maji dohromady obsah 1-5 = 5) a trojihelniky DN M, BLK (s celkovym obsahem
315 = 45). Proto pro obsah obdélniku K LM N plati Sxryny = 128 — 5 — 45 = 78.*
Ziskavame tak odpoved Skryn : Sapeop = 78 : 128 = 39 : 64.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Ve ¢tverci ABCD zvolme uvniti strany AB libovolné bod K a uvnitt strany BC
libovolné bod L. Na polopiimce C'D zvolme bod M tak, aby |«<KLM| = 90°. Dokazte,
e trojuhelniky BLK a CML jsou podobné. [Ukazte, Ze oba trojihelniky maji shodné
vnitini dhly.]

N2. Na stranach AB, BC, CD, DA ¢tverce ABC D postupné zvolime body K, L, M, N tak,
7e |AK|: |KB| = |BL| : |LC| = |CM| : |[MD| = |[DN| : [NA| = 2 : 1. a) Dokazte, ze
KLMN je ¢tverec. b) Uréete pomér obsahii ¢tverct KLMN a ABCD. [a) Podle zaddni
maji pravoihlé trojuhelniky AKN, BLK, CMN a DN M shodné dvojice odvésen, takze

* Jing vipodet: |KN| =12 + 52 = v/26, |KL| = 3|KN| = 3v26, Sxryn = |KL| - |[KN| = 78.
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D1.

D2.

Ds.

jsou shodné podle véty sus. Maji tedy shodné i pfepony a dvojice ostrych vnittnich
ahli. Ctyithelnik KLMN tak mé vSechny strany shodné a vSechny vnitini Ghly pravé —
napiiklad rovnost | K LM| = 90° plyne z toho, Ze ostré ihly BLK a M LC' se dopliuji
do 90°. b) 5 : 9. Necht vyhodné |AB| = 3. Pak Sapcp = 9 a shodné pravoiihlé
trojuhelntky AKN, BLK, CMN a DNM maji odvésny délek 1 a 2. Obsah kazdého
7 nich je 1, tudiz SKLMN =9—-4-1= 5}

Dvé tetrisové kosticky sestavené ze ¢tvercu o rozmérech 1 x 1 se dotykaji v bodech A,
B, C jako na obrazku. Spoctéte |AB].

B

[|AB| = 5/4. Na obrazku vidime dva pravothlé trojihelniky s preponami AB a BC, které
maji jednu odvésnu délky 1 a shodné k ni pfilehlé vnitini thly. Tyto dva trojihelniky
jsou tudiz podle véty usu shodné. Oznac¢me z délku jejich druhé odvésny. Pak |AB| =
= |BC| = 2 — z a Pythagorova véta déva rovnici 12 + 22 = (2 — z)?, odkud z = 3/4,
a proto |[AB| =2 — 1z =5/4]

Ozna¢me E stied zdkladny AB lichobézniku ABCD, ve kterém |AB|:|CD| = 3 : 1.
Uhlopiicka AC proting usecky ED, BD postupné v bodech F, G. Uréete postupny
pomér |AF| : |FG| : |GC|. [12 : 3 : 5. Hledejte podobné trojuhelniky. Zduvodnéte, zZe
AABG ~ ACDG a AAEF ~ ACDF. Z prvni podobnosti plyne |[AG|: |CG|=3:1, ze
druhé |AF|: |[FC| = 3: 2. Zbytek je ,trocha pocitini“. Kompletni feseni: 64-C-I1-4.]

Na obrazku jsou vyznaceny thly mezi thloprickou a stranou ve trech pravouhelnicich
3x1,2x1alx 1. Dokazte, Ze soucet téchto tii ihlu je roven 90°.

/

[Trikové zobrazime vykreslenou tihlopticku obdélniku 3 x 1 podle osy dané jeho ,dolni“
stranou délky 3. Zduvodnéte, zZe tato nova tsecka je preponou pravothlého rovnoramen-
ného trojihelniku, jehoz jedna z odvésen je vykreslend tthlopticka obdélniku 2 x 1. Zjistime
tak, ze soucet dvou ze t¥{ zadanych thlu je 45°.]
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