73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy krajského kola kategorie A

. Tabulku 3 x 3 vyplnime navzajem riznymi prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Poté
vypocteme soucet Cisel v kazdém ze ¢tyT ¢tvercu 2 x 2 a tyto Ctyri souéty zapiSeme
vzestupné. Rozhodnéte, zda tak mizeme ziskat posloupnost

a) 24, 24, 25, 25,

b) 20, 23, 26, 29.

. Urcete vSechny dvojice (k,n) prirozenych ¢isel, pro néz existuji prirozend ¢isla a, b
takova, ze plati
D(a+ k,b) =n-D(a,b),

kde D(x,y) znaci nejvetsi spolecny délitel prirozenych ¢isel = a y.

. Necht k je kruznice opsana danému ostrotihlému trojihelniku ABC'. Uvazujme vnitini
bod P toho oblouku BC' kruznice k, ktery neobsahuje bod A. Oznacme () prusecik
usecek AP a BC, dile O; a Oy stfedy kruznic opsanych po tadé trojihelnikim
BPQ a CPQ. Dokazte, ze pokud primka O;0y prochazi nékterym vrcholem troj-
uhelniku ABC, pak jeden z bodu Oy, Os lezi na kruznici k.

. Soucet 74 (ne nutné riznych) redlnych ¢isel z intervalu (4, 10) je 356. Urcete nejvetsi
moznou hodnotu souctu jejich druhych mocnin.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 16. ledna 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou
ulohu miize soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pritom nejen
spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsa-
né¢ho postupu, vysledky vSech potrebnych pisemnych nebo
pamétnych vypoctl musi byt zaznamenany. Bodova hranice
k urceni tspésnych resiteltt bude stanovena centralné po vy-
hodnoceni statistik bodovych vysledk ze vsech kraji. Povo-
lené pomtcky jsou psaci a rysovaci potteby a skolni MF ta-
bulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické po-
mtcky dovoleny nejsou. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred za-
hajenim soutéze.
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1. Tabulku 3 x 3 vyplnime navzdjem riznymi prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Poté vypocteme
soucet cisel v kaZdém ze ctyr ctvercu 2 X 2 a tyto ctyri soucty zapiSeme vzestupne.
Rozhodnéte, zda tak muzZeme ziskat posloupnost

a) 24, 24, 25, 25,
b) 20, 23, 26, 29. (Tomas Bérta)

RESENI. Pfed vlastnim vykladem fe$eni poznamenejme, %e oba souéty ¢isel v zada-
nych ¢tvericich (24,24, 25,25) a (20,23, 26,29) jsou rovny témuz Cislu 98. Jak ukdzeme
v TeSeni ¢asti b), je to nejvyssi mozna hodnota takového souctu, které navic doséhneme
pravé u téch tabulek, jez maji ¢islo 9 uprostied a cisla 1, 2, 3, 4 v rozich. Tento poznatek
rovnéz usnadriuje konstrukei potfebného piikladu tabulky pro feseni Casti a).

a) Ano, napriklad pro tabulku z obrazku. Je snadné ovérit, ze soucty ¢isel ve ¢tvercich
2 x 2 maji pozadované hodnoty 24, 24, 25 a 25.

1812
619]5
3714

b) Ne. K dikazu uvéazime hodnoty soucti S, které dostaneme se¢tenim Ctyt souctt ze
¢tverct 2 x 2 kazdé vyplnéné tabulky. Do souctu S prispiva jedno cislo tabulky ¢tytikrat
(nazveme ho ,stiedovym®), ¢tyfi jeji ¢isla dvakrat (éisla ,postranni®) a zbyla ctyri ¢isla
jedenkrat (¢isla ,rohova“). Proto soucet S bude nejvétsi mozny, pokud nejvétsi cislo 9
bude stredové, ¢tyti mensi ¢isla 8, 7, 6, 5 postranni a ¢tyTi nejmensi ¢isla 4, 3, 2, 1 rohova.
Jen pti takovém rozmisténi ¢isel v tabulce dosahneme hodnoty

S=4-942-8+T+6+5)+(4+3+2+1) =98

Protoze v kazdém ¢tverci 2 x 2 jsou krome ¢isla stfedového dve ¢isla postranni a jedno ¢islo
rohové, je v pripadé S = 98 soucet téchto ctyr cisel alespon 9+ 5+ 6+ 1 = 21, a tudiz se
nemuze rovnat 20. Protoze vSak pro ¢tverici ¢isel ze zadani b) plati 20+23+26+29 = 98,
neni to ¢tverice souctil ¢isel ze ¢tverci 2 x 2 zadné vyplnéné tabulky.

POZNAMKA. Pravé podané feseni Cdsti b) lze zkrétit uzitim jednoduchého vysledku
z tvodni ¢asti nasledujiciho Teseni, zZe totiz ¢tverec se souétem c¢isel 29 musi byt vyplnén
¢isly 9, 8, 7, 5. V této situaci totiz pro uvazovany soucet S z prvniho reseni dostdvame
odhad
S<4-942-84+74+6+4)+(B5+3+24+1)=097,

tudiz S nemutze mit potfebnou hodnotu 20 + 23 + 26 + 29 = 98.

JINE RESEN{. Zdpornou odpovéd pro ¢ast b) dokdzeme sporem odlisnym zptisobem,
pri kterém se obejdeme bez poznatku z ivodniho odstavce k prvnimu reseni. K tomu dva
¢tverce 2 x 2 tabulky 3 X 3 nazveme , protéjsimi®, pokud maji spole¢né pravé jedno pole
(uprostied tabulky).

Ptipustme, ze vyplnéni tabulky pro ¢tvefici souctu (20,23,26,29) existuje. Jelikoz
9+8+4T7+6 =30, lezi ve ¢tverci 2 X 2 se souctem 29 prave ¢isla 9, 8, 7, 5. Vyberme dva
protéjsi ¢tverce tak, aby jeden z nich mél soucet ¢isel S1 = 29; soucet v protéjsim c¢tverci
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S, =29 LS

d b ;52

ozna¢ime Sy a jako a, b (resp. ¢, d) oznacime ¢isla v rozich celé tabulky, které jsou (resp.
nejsou) do souctu Sy, Se zahrnuty, feknéme a do S; a b do Ss.

Pro cislo s uprostied tabulky pak zfejmé plati
s=5+5%+c+d—(1+2+...49) =29+ 5 +c+d—45= 5+ c+d— 16.

Kdyby platilo So = 23, z posledni rovnosti bychom méli s = 7+ ¢+ d, coz je spor, nebot
s <9 ac+d = 3. Plati tak nutné Sy = 20, tedy zbylé dva protéjsi ¢tverce maji soucty
S3 =26 a Sy = 23. Z analogické rovnosti

s=S934+S+a+b—(1+2+...49)=26+23+a+b—45=a+b+4
s ohledem na a = 5 (nebot a je jedno z ¢isel 9, 8, 7, 5) plyne s > 9, coz je konecny spor.

Za tplné feseni tlohy udélte 6 bodt, z toho 2 body za ¢ast a), kde staéi tedy uvést priklad jedné vyplnéné

tabulky, a 4 body za ¢ast b). V neuplnych feSenich ¢4sti b) ocernite ¢astecné kroky nasledovné (uvazujeme

jen vyhovujici tabulky a ¢tverce 2 x 2 v nich):

Al. Zduvodnéni, pro¢ v tabulce je ¢islo 9 stredové: 1 bod.

A2. Zdavodnéni, pro¢ v tabulce jsou ¢isla 5, 6, 7, 8 postrannimi, resp. ¢isla 1, 2, 3, 4 rohovymi: 1 bod.

B1. Zdtvodnéni, pro¢ protéjsimi ¢tverci jsou ty se soucty 29 a 20, resp. 23 a 26: 1 bod.

B2. Vyjadreni stfedového ¢isla pomoci souctii pro dva protéjsi ¢tverce a dvou ¢isel, ktera do nich nepatti:
1 bod.

C1. Zdtuvodnéni, pro¢ ¢tverec se souctem 29 je vyplnén ¢isly 9, 8, 7, 5: 1 bod.

Celkem pak za ¢ast b) udélte max(Al + A2, B1 4+ B2) + C1 boda.
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2. Urcete vsechny dvojice (k,n) prirozenych cisel, pro néz existuji prirozend cisla a, b
takova, Ze plati
D(a+ k,b) = n - D(a, b)

kde D(z,y) znaci nejuétsi spolecny délitel prirozengich c¢isel x ay. (Jaromir Simsa)

RESENT. Ukédzeme, Ze tiloze vyhovuji viechny dvojice ptirozenych &isel (k,n).
Pro n =1 a libovolné k zvolime (a,b) = (k, k). Pak plati D(a + k,b) = D(2k, k) = k
a stejné tak i D(a,b) = D(k, k) = k, tudiz pozadovand rovnost je splnéna.
Pro n > 1 a libovolné k plati nk — k > 0, a tak muzeme zvolit (a,b) = (nk — k,nk).
Pak plati
D(a + k,b) = D(nk,nk) = nk

a stejné tak i
n-D(a,b) =n-D(k(n—1),kn) =nk-D(n—1,n) = nk,

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili fakt, ze po sobé jdouci prirozena ¢isla n — 1 a n jsou
nesoudélnéd. Kyzena rovnost je tudiz opét splnéna, ¢imz je cely dikaz ukoncen.

KOMENTAR. Uvedené feSeni je tiplné, nicméné neposkytuje zaddny navod, jak se
k nému dopracovat. Naznac¢ime jeden mozny zptusob, jak ptriklady potrebnych dvojic ¢isel
(a,b) hledat.

Regme tlohu nejprve pro k = 1 a libovolné n, kdy mame najit piiklad dvojice (a, b)
s vlastnosti

D(a+1,b) =n-D(a,b). (1)

Z této rovnosti plyne, ze D(a, b) | D(a+1,b), takze ¢islo D(a, b) musi byt nejen délitelem
Cisel a a b, ale také délitelem &sla a+ 1. Cisla a a a + 1 jsou vSak nesoudélnd, takze musi
platit D(a,b) = 1. Tehdy (1) prejde v D(a+1, b) = n, takze hleddme priklad nesoudélnych
¢isel a, b s vlastnosti D(a + 1,b) = n. Najit takovy piiklad je snadné: v pripadé n > 1
vyhovuje dvojice (a,b) = (n — 1,n), v pfipadé n = 1 dvojice (a,b) = (1,1).

Ptechod od hodnoty k£ = 1 k obecnému k£ > 1 zalozime na nasledujicim pozorovani,
platném pro kazdé pevné n: Pokud pro néjaka ¢isla a, b plati (1), pak pro ¢isla @’ = ka
a b’ = kb plati rovnost

D(a' + k,V') =n-D(d, V). (2)

Oveérit rovnost (2) za predpokladu (1) je snadné:

D(d + k, ) = D(ka + k, kb) = k- D(a+ 1,b) = k - (n- D(a, b)) =
=n-(k-D(a,b)) =n-D(ka,kb) = n-D(d, V).

Ze dvojice (a, b), ktera je ptikladem FeSeni rovnice (1) s hodnotou k& = 1, jsme tak dokézali
wvyrobit“ priklad feseni (a’,b") rovnice (2) s obecnou hodnotou k.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné zavéry nasledovneé:

A0. Existence ¢isel a, b pro koneéné mnoho dvojic (k,n) nebo hypotéza o jejich existenci pro libovolnou
dvojici (k,n): 0 bodu.

A1. Existence ¢isel a, b pro nekoneéné mnoho dvojic (k,n), ve kterych n # 1: (typicky pro dvojice (1,n)):
1 bod.
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A2. Existence ¢isel a, b pro nekone¢né mnoho dvojic (k,n), ve kterych k i n nabyvaji nekoneéné mnoha
hodnot (napiiklad vSechny pripady k = n): 2 body.

A3. Existence ¢isel a, b chybi pouze pro koneény pocet hodnot k ¢i koneény pocet hodnot n (typicky
opomenut{ ¢ chybné FeSeni piipadu n = 1): 5 bodu.

B1. Zduvodnéni, pro¢ stadi fesit pouze piipad k = 1 (viz komentar za feSenim): 2 body.

Celkem pak udélte max(A1l, A2, A3, B1) bodi.
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3. Necht k je kruznice opsand danému ostrouhlému trojihelniku ABC. UvazZujme vnitrni
bod P toho oblouku BC kruznice k, ktery neobsahuje bod A. Oznacme Q) prise-
cik usecek AP a BC, ddle Oy a Oy stredy kruznic opsanich po tadé trojuhelnikum
BPQ a CPQ. Dokazte, Ze pokud primka O109 prochdzi nekterym vrcholem trojihel-
niku ABC, pak jeden z bodi O1, Oy leZi na kruznici k. (Michal Janik)

RESENI. Kruznice se stfedy O; a O, maji spole¢nou tétivu PQ. P¥imka 010, je
tak osou této usecky a protne ji v jejim stfedu. Proto primka O;0s nemiize prochazet
vrcholem A, jelikoz ten lezi na pfimce P(Q), avsak nikoli uvniti tsecky PQ. Upresnéme
jesté, ze diky ostrouhlosti trojuhelniku ABC' oba sttedy O, O zfejmé lezi uvnitt
poloroviny BC'P.*

Abychom dokézali implikaci ze zadani ulohy, predpokladejme nejprve, ze pfim-
ka 0104 prochézi vrcholem C'.

V trojtihelniku PQC pak osa strany P(Q) prochézi vrcholem C tudiz tento trojihelnik
je rovnoramenny s hlavnim vrcholem C. Proto plati

£BQA| = |£CQP| = [%CPQ| = |¥CPA| = |£CBA],

kde v poslednim kroku jsme vyuzili shodnost obvodovych thli nad obloukem AC
kruznice k. Trojtihelnik BQA je tak rovnoramenny s hlavnim vrcholem A. Oba body A
a O proto lezi na ose usecky B@, odkud plyne

|xBAO| = 90° — |¥ABQ| = 90° — |¥CQP| = |¥BCO;]|.

Usecka BO; je tedy vidét z bodi A a C' pod stejnym dhlem, a ¢tvefice boda B, Oy, C
a A tudiz lezi na jedné kruznici. Tim jsme dokazali potiebny zavér, ze bod Oy lezi na
kruznici k.

Ve druhém pripadé, kdy primka O;05 prochazi vrcholem B, z analogického postupu
plyne, Ze na kruznici k lezi bod Oy. (Muzeme ovsem také navzajem vyménit znaceni
vrcholi B a C'.) Tim je dikaz implikace ze zadani tlohy hotov.

* Uhly BPQ a CPQ jsou totiz oba ostré, nebot jsou shodné po fadé s tthly BCA a CBA.

6
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JINE RESENI. OdlisSnym zptisobem posoudime vysSe rozebirany pripad, kdy piim-
ka 0109 prochéazi vrcholem C, takze je osou soumérnosti rovnoramenného trojuhel-
niku PQC. K tomu uvazime prusecik poloptimky C' Oy s kruznici k, ktery oznacime X
jako na obrazku. Jisté staci ukazat, ze primka AX je osou usecky BQ), nebof s prihléd-
nutim k tomu, ze pfimka C'X je osou tsecky P(Q), pak uz bude platit X = Oy, a tedy
O: € k.

Protoze poloptimka C'X je osou thlu PCQ neboli PCB, je bod X stfedem toho ob-
louku B P kruznice k, ktery neprochézi bodem C'. Odtud plyne shodnost ¢ty obvodovych
uhlit PCX, BCX, PAX a BAX. Oznacme jesté R stred tsecky PQ a Y prusecik tse-
cek BQ a AX. Pak porovnanim vnitinich hli podbarvenych trojuhelniki AQY a CQR
zjistujeme, ze tthel AY @ je stejné jako thel C'RQ) pravy. Osa AX thlu BAQ je tedy
kolmé k tsecce BQ, a proto primka AX je osou této usecky, jak jsme slibili ukéazat.

A

P

Dodejme, ze praveé podany vyklad lze obménit napriklad tak, ze k odvozeni kolmosti
AX 1 BQ vyuzijeme c¢tyithelnik XRQY nebo AYRC, u kterych lze ze shodnosti

vhodnych 1hli snadno nahlédnout, Ze jsou tétivové.

Za 1iplné feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za konstatovani{ (i bez dikazu), Ze na prfimce 0102 nemuze
lezet vrchol A, a 5 bodu za vyfeseni situace, kdy pfimka O 04 prochézi vrcholem B nebo C. Dalsi pokyny
zapisujeme jen pro pripad, kdy primka OO prochazi vrcholem C' jako v obou podanych resenich.
V netplnych fesenich 5bodové ¢asti ocente c¢astecné kroky ndasledovné. Tolerujte pritom absenci
tvodni zminky o tom, ze stiedy O1 a Os lezi uvniti poloroviny BCP.
Za postup podobny prvnimu feseni udélte 1 bod za dikaz rovnoramennosti trojihelniku PQC
a 2 body za dukaz rovnoramennosti trojihelniku BQA. Pokud feSitel vyuziva tyto nebo jiné z nich
plynouci poznatky bez dikazu, udélte nejvyse 3 body z 5 moznych bodu.
Za postup podobny druhému feseni udélte:
> 1 bod za zavedeni pruse¢iku X s vyjadrenym tmyslem dokézat rovnost O = X.
> 1 bod za dukaz, ze zavedeny bod X je stfedem oblouku BP.
> 2 body za dikaz, Ze isecky AX a BQ jsou navzajem kolmé.
Pokud resitel vyuziva tyto nebo jiné z nich plynouci poznatky bez dikazt, udélte nejvyse 3 body
z 5 moznych bod.
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4. Soucet 74 (ne nutné rizniyjch) redlngjch cisel z intervalu (4,10) je 356. Urcete nejuétsi
moznou hodnotu souctu jejich druhgjch mocnin. (Zdené¢k Pezlar)

RESENI. Ozna¢me z1, %o, ..., 274 ¢isla ze zadani. Pro kazdé i z predpokladu z; €
€ (4,10) ziejmé plyne (x; — 4)(10 — x;) = 0, coZ po rozndsobeni ddvd x? < 14x; — 40.
Sec¢tenim téchto nerovnosti pro vSechna i = 1,2, ..., 74 s prihlédnutim k zadanému souctu
1+ 29+ ...+ 274 = 356 ziskdme

et as 4 ady S 14y Fag . F ) — 4074 = 14356 — 40 - 74 = 2024,

Tim je dokézéna nerovnost z3 + x3 + ... + 22, < 2024. Rovnost v ni nastane, pravé

kdyz je kazdé c¢islo x; rovno Ctyfem ¢i deseti. Ukéazeme-li, Ze takova skupina ¢isel
x1,Ta,. .., 274 € {4,10} se souctem rovnym 356 existuje, budeme s fesenim hotovi.

Necht je hledana skupina 74 ¢isel sestavena z ¢ ¢tyrek a d desitek. Nezndmé c a d tak
maji splnovat soustavu rovnic

c+d="T4,
4c + 10d = 356.
Snadnym vypoctem najdeme jediné teseni (c¢,d) = (64,10). Skupina 74 ¢isel slozend

z 64 ¢tyrek a 10 desitek tak zarucuje, ze 2024 je skuteéné hledand nejvétsi mozna hodnota
zkoumaného souctu.

PozZNAMKA. PiedloZené feseni muZeme jesté upravit ndsledujicim zptsobem. Pro
vSechna i polozme y; = z; — 7. Z predpokladu z; € (4,10) plyne y; € (—3,3). Sectenim
vsech téchto 74 rovnosti vzhledem k podmince ze zadani dostaneme, Ze soucet vsech
c¢isel y; je roven 356 — 74 - 7 = —162. Potom

74 74 74 74 74 74
SN2 =S 1?2 = 21>y e P =3 21416247449 = Y 4241358,
i=1 =1 =1 i=1 =1 i=1

Vzhledem ke ziejmému odhadu y? < 9* odtud opét plyne

74
D w7494 1358 = 2024,
i=1

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz pro vsechna i plati y; € {—3,3}. Z rozkladu
—162 = 54 - (—3) vidime, Ze skupina takovych ¢isel y; splnujici podminku ¢y +y2 + ... +
+ y74 = —162 obsahuje 54 ¢isel —3 a (74 — 54)/2 = 10 dvojic {—3,3}. Takova skupina je
tak jedind, a obsahuje pravé 64 ¢isel —3 a 10 ¢isel 3 (pro skupinu ¢isel z; to znamend, ze
obsahuje 64 ¢isel 4 a 10 ¢isel 10).

JINE RESEN{. Kazdou skupinu 74 &isel xq,x9,...,274 € (4,10) se souctem 356
nazveme pripustnou skupinou. Oznac¢ime pro ni jako S soucet x3 + 23 + ... + 22, a jako
p pocet téch indextu i, pro néz plati x; = 4 nebo x; = 10. Zavér, ze nejvétsi mozna

* Tento, nyni zfejmy, odhad znamena, ze 9 = (z; — 7)% = 22 — 14a; + 49, coZ je po Gipravé nerovnost
2?2 < 14z, — 40 odvozend v Tedeni.
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hodnota S existuje* a je rovna 2024, vyplyne z nasledujicich dvou tvrzeni, jak vysvétlime
jesté pred jejich dikazy.
1) Pripustna skupina s hodnotou p 2 73 je (az na poradi ¢isel) jedind. Je sloZena

z 10 desitek a 64 ctyrek a soucet S ma pro ni hodnotu 2024.

2) Pro kazdou pripustnou skupinu s hodnotou p < 73 existuje pripustnd skupina, kterd
ma obé hodnoty S a p vétsi.

Podejme ted slibené vysvétleni: Podle 1) sta¢i dokdzat nerovnost S < 2024 pro
libovolnou pripustnou skupinu s hodnotou p < 73. Uplatnime-li k ni opakované zaver 2),
celkem nejvyse (73 — p)-krat, dostaneme se od vychozi skupiny k pripustné skupiné
s hodnotou p = 73 a vétsi hodnotou S, kterd je podle 1) rovna pravé ¢islu 2024.

Diikaz 1). Nebudeme opakovat diukaz toho, co jsme zjistili v pfedchozim fesSeni:
Pripustnad skupina s hodnotou p = 74 je jedind, je slozena z 10 desitek a 64 ctyrek
a soucet S ma pro ni hodnotu 2024. Tvrzeni 1) tak plati, pokud neexistuje zadné ptipustna
skupina s hodnotou p = 73. Posledni dokazeme sporem.

Pripustme tedy, Ze pripustnd skupina s hodnotou p = 73 existuje. Takova skupina
je tedy slozena z d desitek, 73 — d ¢tyTek a jednoho cisla x, kde 4 < x < 10. Z rovnosti
10d + (73 — d) - 4 + x = 356 plyne x = 64 — 6d. Plati tedy

4 <64 —6d <10 neboli 54 < 6d < 60.

To je uz kyzeny spor, nebot zadny nasobek Sesti v intervalu (54, 60) neexistuje.**

Diikaz 2). Necht pripustnd skupina z1,zs,...,274 ma hodnotu p mensi nez T73.
Aspon dva ¢leny této skupiny se tedy nerovnaji ani 4 ani 10. Vyberme proto dva
¢leny x; < z; s indexy i # j, které oba lezi v otevieném intervalu (4,10). Polozme
¢ =min(x; — 4,10 — x;) > 0 a v uvazované piipustné skupiné nahradme ¢len z; mensim
;- = xj + c¢. Touto zménou zlstane jisté
zachovan soucet 356 vsech 74 ¢isel. Navic diky vybéru ¢ nastava v platnych nerovnostech
¢ = wx;—4ac=10—z; aspoi jedna rovnost, tudiz oba nové cleny x; a ’; lez{ v intervalu
(4,10) a aspon jeden z nich je roven 4 nebo 10. Nové skupina ¢isel je tedy pfipustnd a ma
oproti ptivodni skupiné vétsi hodnotu p poctu vsech zastoupenych ¢isel 4 a 10. Zbyva
ovérit, ze vetsi hodnotu ma i soucet S. Skutecné, soucet ¢tvercti dvou pozménénych clent
se zvetsi diky nerovnostem ¢ > 0 a z; — x; 2 0 o hodnotu

¢islem z, = x; — ¢ a Clen z; vétsim Cislem x

(2 — ¢)* + (zj +¢)* — (27 + x?) = 2c(z; — ;) + 2¢* > 0.
Tim je dikaz tvrzeni 2) hotov.

P0OZNAMKA. ProtoZe vSech pripustnych skupin 74 ¢isel je nekoneéné mnoho, neni
existence nejvétsi mozné hodnoty S samoziejmé, ani kdyz ukazeme, zZe mnozina vsech
hodnot S je shora ohrani¢end. Bez dukazu této existence (1ze k nému vyuzit jeden vysledek
matematické analyzy, totiz Weierstrassovu vétu o spojité funkei nékolika proménnych,
kterda je definovana na kompaktni mnoziné) nelze podané feseni vést zjednodusenym

* Pojedndme o tom jesté v pozndmece za timto FeSenim.

** Alternativni dukaz: Je-li 356 rovno souétu 73 éisel, z nichz kazdé je 4 nebo 10, a néjakého redlného
¢isla z, pak zfejmé z je celé a modulo 6 s ohledem na 10 = 4 dostavame 356 = 73 -4+ 1z, tj. 2 =4+«
neboli = 4. Odtud za pfedpokladu x € (4,10) uZ plyne x = 4 nebo & = 10, tudiz pfipad p = 73 je skute¢né
vyloucen.
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zpusobem, pii kterém se zabyvame pouze otazkou, jak musi vypadat kazda pripustna
skupina, pro kterou je soucet S nejvétsi mozny.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente dil¢i kroky nasledovné:

AOQ.
Al.
A2.
B1.
B2.
B3.

Spravna odpovéd bez zduvodnéni: 0 boda.

Diikaz nerovnosti % + x3 + ... + 22, < 2024: 5 bodii.

Uveden{ vyhovujictho ptikladu, kdy 2% + 23 + ... + 2, = 2024 (tieba i uhodnutim): 1 bod.

Dukaz tvrzeni 1) : 2 body, po 1 bodu za pfipady p =73 a p = 74.

Dtikaz tvrzeni 2): 3 body.

Zduvodnéni, pro¢ pro kazdou pripustnou skupinu s hodnotou p < 73 se najde pripustna skupina
s vétsim souctem S a hodnotou p = 73: 4 body.

Celkem pak udélte max[A1+ A2, Bl +max (B2, B3)] bodi. Za FeSeni, které vyuzivd nedokdzanou existenci
nejvétsiho mozného souctu, udélte nejvyse 4 body.
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