73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy gkolniho kola kategorie C

1. Pazoutiv prumeér znamek je presné 3. Kdybychom tii z Pazoutovych pétek do
pruméru nezapocitali, byl by pramér jeho znamek presné 2. Urcete nejvétsi pocet
jednicek, které mohl Pazout dostat. (Mozné zndmky jsou 1, 2, 3, 4, 5.)

2. V lichobézniku ABCD, kde AB || C'D, se osy vnitinich uhlt pfi vrcholech C'a D
protinaji na tsecce AB. Dokazte, ze plati |AD| + |BC| = |AB|.

3. Uvazujme libovolnou tabulku 3 x 3 vyplnénou kladnymi celymi ¢isly tak, ze soucet
c¢isel v kazdém radku i kazdém sloupci je 10. Kolik nejvice ¢isel v takové tabulce mtize
byt: a) stejnych, b) ruznych?

Skolni kolo kategorie C se kona
v utery 30. ledna 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou
ulohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom nejen
spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-
ného postupu, vysledky vsSech potrebnych pisemnych nebo
pamétnych vypoétt musi byt zaznamenany. Uspésnym Fesi-
telem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi nebo vice. Povolené
pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim
soutéze.
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1. PaZoutiv primeér znamek je presne 3. Kdybychom tri z PaZoutovijch pétek do priumeru
nezapocitali, byl by primer jeho zndmek presné 2. Urcete nejvétsi pocet jednicek, které
mohl PaZout dostat. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Patrik Bak)

RESENI. Ozna¢me s soucet viech PaZoutovych zndmek a p jejich pocet. Ani jedno
z téchto ¢isel nezname, ale vime, ze plati

S 3 neboli s=3p.
p

Podle druhé véty zadani sestavime pro neznamé s, p dalsi rovnici a rovnou ji upravime:

~3.5
5—3:2 & s—15=2-6 < s=2p+0.
p_

Odtud po dosazeni s = 3p dostaneme rovnici 3p = 2p+9 s jedinym feSenim p = 9. Soucet
znamek je tak roven s = 3p = 27.

Kromé tii pétek tedy Pazout dostal jesté dalsich Sest znamek se souctem rovnym
27 — 3.5 = 12. Uréité to nemohlo byt ani Sest jednicek (se souctem pouze 6), ani pét
jedni¢ek, protoZe Sestd znamka by pak byla 12 — 5-1 = 7. Ctyii jednicky vSak Pazout
dostat mohl, jeho zbyvajici dvé znamky se souctem 12 — 4 = 8 by pak byly bud dveé
¢tytky, nebo trojka a pétka.

Zaver. Nejvétsi mozny pocet Pazoutovych jednicek je 4.

Za Uplné reseni udélte 6 bodu. V pripadé netplnych postupu ocente diléi kroky nasledovneé:

A0. Uvedeni spravné odpovédi bez zduvodnéni: 0 bodu.

A1. Uvedeni spréavné odpovédi spolu s vyhovujicim pfikladem sady znédmek: 1 bod.

A2. Prepis slovniho zaddn{ ilohy do matematické symboliky (nejspiSe do soustavy dvou rovnic o dvou
nezndmych): 1 bod.

A3. Vyfeseni matematické tlohy z bodu A2 nebo jiné zdivodnéni vedouci k zavéru, ze Pazout dostal
9 zndmek (resp. 6 zndmek, pokud neuvazujeme tii pétky): 4 body.

A4. Zduvodnéni, pro¢ Pazout nemohl dostat vice nez 4 jednicky: 5 bodu.
Celkem pak udélte max(A2, A3, A4) + Al bodua. V uplném Feseni musi byt zdtivodnéno, Ze situace

se ¢tyfmi jednickami miZze skutené nastat (nejspisSe prikladem sady zndmek, jak je uvedeno v bodé Al).
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2. V lichobézniku ABCD, kde AB || CD, se osy vnitinich uhli pri vrcholech C' a D
protinaji na isecce AB. Dokazte, Ze plati |AD| + |BC| = |AB]. (Patrik Bak)

RESENI. Uvazujme nejprve osu vnitiniho thlu p¥i vreholu D. Ta protne zékladnu AB
v bodé, ktery oznac¢ime P. Osa tihlu ptislusny tihel pili, takze modie vyznacené uhly AD P
a C'DP jsou shodné. Diky AB || CD je s nimi shodny i ihel APD st¥idavy k thlu CDP.
Z rovnosti |<ADP| = |<APD]| plyne, ze trojuhelnik ADP je rovnoramenny se zéklad-
nou DP.

A B

Dle zadani osa vnitiniho tthlu pti vrcholu C' protina zakladnu AB v témze bodé P.
Analogicky jako vyse se zdtivodni shodnost zelené vyznacenych uhli, a tedy i rovnora-
mennost trojihelniku BC'P se zakladnou C'P.

Vyuzitim obou nalezenych rovnoramennych trojihelnik uz dostavame

|AD| + |BC| = |AP| + |BP| = |AB|.

Za Gplné feseni udélte 6 bod. V pripadé nedplnych postupt ocente diléi kroky nasledovné:

A1l. Nacrtek, ve kterém se osy vnittnich dhla pii vrcholech C' a D protnou na zakladné AB a ve kterém
jsou vyznaéeny oba pdry shodnych thlu pfi vrcholech C' i D (tolerujte, kdyz shodnost téchto tihla
nenf{ zapsdna v textu): 1 bod.

A2. Pozorovani, ze |XAPD| = |<PDC| nebo ze |« BPC| = |«<PCD|: 2 body.

A3. Dikaz, ze plati alespon jedna z rovnosti |AD| = |AP| & |BC| = |BP| (téz ze alespon jeden
z trojtihelnikt ADP, BCP je rovnoramenny): 3 body.

A4. Dikaz, ze plati obé rovnosti |AD| = |AP| i |BC| = |BP)| (téZ ze oba trojihelniky ADP, BC'P jsou
rovnoramenné): 4 body.

B1. Zéznam myslenky, ze k duikazu tvrzeni by stacilo, kdyby platilo |AD| = |AP| a |BC| = |BP|: 2 body.
Celkem pak udélte max(Al, A2, A3, A4) + B1 bodu.
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ROCNIK MO (2023/2024) II. KOLO KATEGORIE C
Uvazujme libovolnou tabulku 3 X 3 vyplnénou kladnymi celyms cisly tak, Ze soucet cisel
v kaZdém radku 1 kazdém sloupci je 10. Kolik nejvice cisel v takové tabulce miZe byjt:

a) stejnijch, b) rizniych? (Jan Mazak)

RESENI. a) Sest stejnych ¢isel je napiiklad v této tabulce spliujici podminky tlohy:

1
8
1/1]8

Kdyby v tabulce bylo alespon sedm stejnych ¢isel, obsahoval by néktery radek tii z téchto
sedmi stejnych ¢isel. Soucet t1 stejnych celych ¢isel ovSem nemuze byt roven 10.

Zaver. Nejvétsi mozny pocet stejnych cisel v tabulce je 6.

b) Tabulka muze obsahovat Sest ruznych ¢isel, jeden z mnohych prikladi* vypada

takto:

v =]~

1
6
3

ot OO‘[\D

Zduvodnime déle, Ze vice nez Sest rtiznych cisel tabulka obsahovat nemuze.

V tabulce se mohou nachézet pouze cela ¢isla od 1 do 8. Kdyby v ni totiz bylo ¢islo

vetsi nez 8, soucet ¢isel v fadku s timto ¢islem by byl alespon 9+ 1+ 1, coz je vice nez 10.

Vime tedy, Ze kdyby bylo v tabulce aspon sedm rtznych ¢isel, nékterym z nich by

muselo byt jedno z ¢isel 7 nebo 8. Obé moznosti ted posoudime oddélené.

*

*

Pritomnost ¢isla 8 v tabulce znamena, ze v fadku a sloupci s ¢islem 8 je po dvou
Cislech 1, takze v celé tabulce je nejvyse 6 ruznych cisel (kromé 8 a 1 to mohou byt
jen cisla ze 4 policek mimo zminény radek a sloupec).

Pritomnost ¢isla 7 v tabulce znamena, ze v fadku i sloupci s ¢islem 7 jsou v obou
pripadech cisla 1 a 2. Z ostatnich ¢tyr cisel tabulky oznac¢ime jako x to z nich, které
lezi v Tadku jednoho ze dvou zminénych ¢isel 1 a soucasné ve sloupci druhého z nich —
viz obrazek, ve kterém jsou zbyla tii ¢isla oznacena puntiky.

7|2

z|l]|e

V tadku i sloupci s ¢isly x a 1 musi jako treti byt ¢islo 9 — z. Dva ¢erné puntiky
v obrazku tak znaci stejné cislo, tudiz v tabulce je opét nejvyse Sest rtiznych cisel.

Zdver. Nejvétsi mozny pocet riznych cisel v tabulce je 6.

JINE RESEN{. Odlisnym zptisobem zdtivodnime, pro¢ tabulka nemtze obsahovat sedm

nebo vice raznych cisel.

Soucet vSech ¢isel v tabulce je zfejmé 3 - 10 = 30. Soucet sedmi rtiznych prirozenych

¢isel je alespon 1+ 2 + ... 4+ 7 = 28. Najdeme-li proto v tabulce sedm riznych cisel,

* Lze ukézat, Ze kazdd vyhovujici tabulka se Sesti ruznymi Cisly je vyplnéna nékterou z devitic ¢isel
(17 17 27 2’ 37 37 57 67 7)’ (17 17 27 27 3’ 47 57 57 7)7 (17 17 27 37 37 47 57 57 6) nebo (17 27 27 37 37 47 47 57 6)'

4
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budou mit zbyld dvé ¢isla soucet nejvyse 30 — 28 = 2, takze se budou obé rovnat ¢islu 1
a ostatnich sedm riznych ¢isel v tabulce se souctem 28 budou nutné vSechna cisla od 1
do 7. Zbyva tak posoudit, zda je mozné tabulku spravné vyplnit ¢isly 1,1,1,2,3,4,5,6,7.
K tomu uz staci jen vyuzit stejny poznatek jako v prvnim feseni: V tadku i sloupci
s Cislem 7 jsou v obou pripadech ¢isla 1 a 2. To vsak odporuje tomu, ze ¢islo 2 ma byt
v tabulce pouze jedenkrat.

PozNAMKA. Ukazme, ze existenci vyhovujici tabulky s ¢isly 1,1,1,2,3,4,5,6,7
muzeme vyloucit i jinak.

V zadném 1fadku ani sloupci takové tabulky nemohou byt dvé ¢isla 1, nebot 1+1+7 <
< 10. Proto v kazdém fadku i sloupci je po jednom ¢isle 1. Jakékoli ¢islo z € {2,3,...,7}
proto ma ve svém radku i sloupci jedno ¢islo 1, tudiz tfetim ¢islem tam je v obou pripadech
islo 9 — 2. Zadné &islo 9 — 2 vSak neni k dispozici dvakrat.

Za tplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za ¢ést a) a 4 body za ¢dst b). V pfipadé neuplnych postupt

ocente dilé{ kroky nésledovné (uvazujeme jen tabulky vyhovujici zadéni):

Al. Priklad tabulky se Sesti stejnymi ¢isly: 1 bod.

A2. Zdavodnéni, pro¢ tabulka nemtze obsahovat vice nez Sest stejnych ¢éisel: 1 bod.

Celkem za st a) pak udélte A1 + A2 bodu.

B1. Priklad tabulky se Sesti rtiznymi ¢isly: 1 bod.

B2. Zdavodnéni, proc¢ tabulka nemiize obsahovat vice nez sedm rtznych ¢isel: 1 bod.

B3. Zduvodnéni, pro¢ tabulka s ¢islem 8 obsahuje nejvyse Sest raznych ¢isel: 1 bod.

B4. Zdtuvodnéni, pro¢ tabulka s ¢islem 7 obsahuje nejvysSe Sest ruznych éisel: 2 body.

B5. Zduvodnéni, pro¢ tabulka s (alespon) sedmi rtiznymi ¢isly by musela byt vyplnéna &isly 1, 1, 1, 2,
3,4,5,6, 7: 2 body.

B6. Zdtvodnéni, pro¢ tabulka nemtze obsahovat vice nez Sest rtiznych ¢isel: 3 body.

Celkem za ¢dst b) pak udélte Bl + max(B2, B3, B4, B5, B6) bodu.



