73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Usttedni kolo kategorie A

Ceské Budéjovice, 18. brezna 2024

MA®©)

1. Necht a, b, ¢ jsou prirozena ¢isla, pro néz se jedna z hodnot
D<a7 b) ’ n(b7 C)v D(ba C) ’ H(C, a): D(Ca a) ’ n(a7 b)

rovna soucinu zbylych dvou. Dokazte, ze nékteré z cisel a, b, ¢ je ndsobkem jiného
z nich.

(Symbol D(z,y), resp. n(z,y) znaci nejvétsi spolecny délitel, resp. nejmensi spoleény
nasobek prirozenych ¢isel z, y.)

2. Vnitini bod P konvexniho ¢tyrihelniku ABC' D spliuje rovnosti
|¥XPAD| = |<ADP| = |xCBP| = |£PCB| = |<CPD|.
Necht O je stred kruznice opsané trojihelniku CPD. Dokazte, ze |OA| = |OB|.

3. Urcete nejvétsi prirozené ¢islo n s vlastnosti: Libovolnou sadu n tetramin, z nichz
kazdé je jednoho ze ¢tyr tvarti na obrazku, lze bez prekryvani umistit do tabulky
20 x 20 tak, ze kazdé tetramino pokryva pravé &tyii pole tabulky. (Jednotliva
tetramina muzeme libovolné otacet a preklapét.)

| | RN

Soutézici ma na vypracovani uloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Usttedni kolo kategorie A

Ceské Budéjovice, 19. biezna 2024

MA®©)

4. Na party se seslo 10 chlapcti a 10 divek. Kazdému chlapci se 1ibi jiny kladny pocet
divek. Kazdé divce se libi jiny kladny pocet chlapcti. Urcete nejvétsi celé cislo n
s nasledujici vlastnosti: Vzdy lze utvorit aspon n disjunktnich part, v nichz se obéma
libi ten druhy.

5. Posloupnost realnych ¢isel (ak);ozl spliiuje pro kazdy index k& = 1 rovnost

ag4+1 = 3ak - LQG}CJ - Lakj

Urcete vSechna prirozena cisla n, pro ktera je takova posloupnost s prvnim ¢lenem
a; = 1/n od jistého ¢lenu konstantni.

(Zapisem |z | rozumime nejvétsi celé ¢islo, které neprevysuje dané redlné ¢islo z.)

6. Najdéte vsechny pravouhlé trojihelniky s celoc¢iselnymi délkami stran, do nichz lze
vepsat dvé shodné kruznice s prvociselnym polomérem, které maji vnéjsi dotyk, obé
se dotykaji prepony a kazda z nich se dotyka jiné odvésny.

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.
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1. Necht a, b, ¢ jsou prirozend cisla, pro néz se jedna z hodnot
D((l, b) ’ Il(b, C)7 D(bv C) ’ H(C, CL), D(C, CI,) ’ H(CL, b)

rovnd soucinu zbylych dvou. Dokazte, Ze nekteré z cisel a, b, ¢ je ndsobkem jiného
z mich.

(Symbol D(z,y), resp. n(x,y) znaci nejuétsi spolecny délitel, resp. nejmensi spolecny
ndsobek prirozenych cisel x, y.) (Jaroslav Svréek, Josef Tkadlec)
RESENI. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze plati napifklad

D(a,b) -n(b,c) = (D(b,¢) - n(c,a)) - (D(c,a) - n(a, b)) = s, (1)

kde s je vhodné prirozené ¢islo. Uzitim zndmého vztahu D(z, y) -n(x,y) = xy, ktery plati
pro vSechna prirozena ¢isla x a y, dostaneme

(abc)* = (ab) - (bc) - (ca) = (D(a,b) - n(a, b)) - (D(b,c) - n(b,c)) - (D(c,a) -n(c,a)) =
= (D(a,b) - n(b,c)) - (D(b,c) -n(c,a) - D(c,a) -n(a,b)) =s-s=s

a tedy po odmocnéni abc = s. Nyni si povsimneme, Ze
D(a,b) -n(b,c) =s=a- (bc) =a-D(b,c) - n(b,c),

odkud po vydéleni n(b, ¢) dostdvame D(a,b) = a - D(b, ¢). Z posledni rovnosti uz vidime,
ze a | D(a,b) | b, a tudiz b je ndsobkem a, jak jsme potiebovali dokazat.

JINE RESENI. Oznacme v,(x) exponent u prvocisla p v prvoéiselném rozkladu daného
prirozeného ¢isla z. Predpoklddejme opét, Ze plati rovnost (1) jako v prvnim feseni. Pak
pro kazdé prvocislo p mame

vp (D(a,b) -n(b,c)) = v, (D(b,¢) - n(c,a) - D(c,a) - n(a,b)).

Pokud pfi pevném p polozime o = wy(a), f = v,(b) a v = v,(c), mizeme zapsanou
rovnost opakovanym uzitim pravidla v, (zy) = vp(z) + vp(y) a znamych vzorct

vp(D(2,y)) = min(vy(2),vp(y)),  vp(n(z,y)) = max(vy(x), vp(y))
prepsat jako
min(a, 3) + max(f,v) = min(3, v) + max(y, o) + min(vy, a) + max (o, ).
To 1ze s ohledem na max(y, a) + min(y, o) = a + 7y jesté zjednodusit na
min(«, §) + max(8,v) = min(3,v) + (o + ) + max(a, 3).

Nyni si vsimneme, ze pokud by platilo @ > [, ziskali bychom po secteni ziejmych
nerovnosti min(«, ) < max(q, 5), max(f,7) < o+~ a 0 < min(f, ) spor s odvozenou
rovnosti. Proto plati o < .

Ukézali jsme, ze pro libovolné prvoéislo p plati v,(a) < v,(b), odkud jiz plyne, ze b je
nasobkem a.
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2. Vnitrni bod P konvexniho ctyrihelniku ABCD splnuje rovnosti
|xPAD| = |<xADP| = |«CBP| = |«xPCB| = |«CPD,|.

Necht O je stred kruznice opsané trojihelniku CPD. Dokazte, Ze |OA| = |OB].
(Patrik Bak)

RESENT. Ze zadanych rovnosti stifdavych hld plyne PC || AD a PD || BC. Jelikoz
piimky PC' a PD jsou riazné, a tedy rtiznobézné, plati, ze i pfimky AD a BC' jsou
riiznobézné. Oznaéme X jejich prisecik. Ctyithelnik PCX D je pak zfejmé rovnobéznik,
a proto plati i |[xCPD| = [xCXD].

Ve ¢tyttahelniku AXCP plati AX || CP a |[<PAX| = |xCXA]|, jedna se proto o rov-
noramenny lichobéznik. Osa jeho zakladny C'P, na niz lezi i stfed O ze zadani, je tedy
totoznd s osou druhé zakladny AX. Plati tak |OA| = |OX]|. Analogicky uzitim rovno-
ramenného lichobézniku BX DP ziskdme rovnost |OB| = |OX]|. Dohromady dostavame
|OA| = |0OX| = |OB|, a tloha je tak vyfesena.
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3. Urcete nejvétsi prirozené cislo n s vlastnosti: Libovolnou sadu n tetramin, z nichZ
kazdé je jednoho ze ctyr tvari na obrdzku, lze bez prekryvani umistit do tabulky
20 x 20 tak, Ze kazdé tetramino pokryjvd prave ctyri pole tabulky. (Jednotlivd tetramina
mizeme libovolné otdcet a prekldpét.)

| | RN

(Josef Tkadlec)

RESENI. Ukazeme, 7e hledané nejvétsi ¢islo n je rovno 99. V pribéhu fefeni budeme
typy tetramin z obrazku nazyvat postupné O, T, L a I.

V prvni c¢asti feseni uvedeme priklad sady 100 tetramin, kterou nelze do tabulky
20 x 20 vyhovujicim zptisobem umistit. Bude to pak zfejmé znamenat, ze zadné prirozené
¢islo n = 100 pozadovanou vlastnost nema.

Vezméme sadu 100 tetramin slozenou z 99 tetramin typu O a jednoho tetramina
typu T. Obarvime-li tabulku 20 x 20 jako Sachovnici, bude v ni stejny pocet bilych
i ¢ernych poli, totiz 20% : 2 = 200. Umistime-li pak do tabulky nejprve jakkoli naich
99 tetramin typu O, bude jimi pokryto 198 bilych a 198 ¢ernych poli, nebof kazdé z nich
pokryje 2 bild a 2 ¢ernd pole. Bez pokryti tak zistanou néktera 2 bila a néktera 2 cerna
pole, ktera vsak nelze pokryt zbylym tetraminem typu T — jeho umisténim totiz vzdy
pokryjeme 3 pole téze barvy. Tim je prvni ¢ast feSeni hotova.

Ve druhé ¢asti reseni dokazeme, ze ¢islo n = 99 pozadovanou vlastnost ma. Popiseme
totiz postup, jak lze libovolnou sadu 99 tetramin do tabulky 20x 20 vyhovujicim zptisobem
umistit. Vyuzijeme k tomu nasledujici obrazky.

1 0 L B A B
T e
k=3 k=5

7, obrazku vlevo vidime, jak ¢tyfmi tetraminy typu T vyplnit ¢tverec 4 x 4 a jak
kazdymi dvéma tetraminy jednoho ze tii typtt O, L, I vyplnit obdélnik 4 x 2. Vsechny
takové ctverce a vSechny takové obdélniky, které mizeme z dané sady 99 tetramin sestavit,
budeme poté do tabulky postupné ukladat (nejprve vsechny Ctverce, az poté obdélniky)
po vrstvach vysky ¢tyt radka. Jelikoz jsou fadky tvoreny 20 poli, coz je nasobek CtyT,
bude kazda nova vrstva zapocata, jen pokud je predchozi vrstva vyplnéna beze zbytku.
Uvédomme si, ze v okamziku, kdy jiz zadny obdélnik 4 x 2 k ulozeni do tabulky nemame
k dispozici, plati nasledujici skutec¢nosti.

e Sada vsech zbylych, tj. dosud neumisténych tetramin, kterou oznac¢ime Z, je pod-

mnozinou sady 1xO, 1xL, 1xI, 3xT. Pro pocet k tetramin v sadé Z tak plati k < 6.

o Jelikoz jsme 99 — k tetraminy v ulozenych ¢tvercich a obdélnicich pokryli celkem

4(99 — k) = 400 — 4(k + 1) poli tabulky, nepokryto tak zustalo 4(k + 1) jejich poli.

5
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e Obdélniky a ¢tverci jsme postupné pokryvali vrstvy tabulky o 80 polich beze zbytki,
proto dosud nepokryta pole o poctu 4(k + 1), ktery je diky & < 6 mensi nez 80, tvoii
¢ast posledni vrstvy tabulky, tedy jeji podtabulku o rozmérech 4 x (k + 1).

e Pocet 99 — k tetramin v umisténych ¢tvercich a obdélnicich je nutné sudé ¢islo, tudiz
¢islo k < 6 je liché, a proto k € {1,3,5}.

Zbyva ndam tak umistit & tetramin tvoricich sadu Z do tabulky 4x (k+1). Rozlisime tti
ptripady podle hodnoty k € {1, 3,5}, pfitom pro k = 3 a k = 5 vyuzijeme rozdéleni tabulky
4 x (k+1) se zastoupenim utvaru A, B a C, které jsou vykresleny na obrazcich. Uplatnime
pritom tyto zfejmé poznatky: tetramino kteréhokoli typu lze umistit do tabulky 4 x 2
i do utvaru A, zatimco do ttvara B a C lze umistit tetramino kazdého z typu O, L, T.

Pripad k = 1. Do ptislusné tabulky 4 x 2 umistime to tetramino, které tvori celou
sadu Z.

Pripad k = 3. Do utvaru A umistime jedno tetramino ze sady Z, pritom dame
prednost typu I, je-li zastoupen. Zbyla dvé tetramina ze sady Z umistime po jednom do
utvart B a C, at uz jsou kteréhokoli z typa O, L, T.

Pripad k = 5. Sada Z pak obsahuje dvé nebo tii tetramina typu T. Dvé z nich
umistime podle obrazku. Zbyla tfi tetramina ze sady Z umistime po jednom do tutvart A,
B a C, pritom do dtvaru A typ I, je-li v Z zastoupen.

Tim je i druhd ¢ast feseni hotova.



73. ROCNIK MO (2023/2024) IV. KOLO KATEGORIE A

4. Na party se seslo 10 chlapci a 10 divek. KaZdému chlapci se libi jiny kladny pocet divek.
Kazdé divce se libi jiny kladny pocet chlapcu. Urcete nejvetsi celé cislo n s nasledugici
vlastnosti: Vidy lze utvorit aspon n disjunktnich pdaru, v nichZ se obéma libi ten druhy.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Dokazeme, 7e hledané nejvétsi n je rovno 1.

V prvni ¢asti feseni ukadzeme, ze jeden vyhovujici par lze vzdy utvorit. Podle zadani
jsou pocty divek libicich se jednotlivym chlapctim vSechna ¢isla od 1 do 10 (v néjakém
poradi). Totéz plati i pro pocty chlapct libicich se jednotlivym divkdm. Jednomu chlapci
se tak libi vSech 10 divek a jedné divce vSech 10 chlapci, takze tento chlapec a tato divka
tvori vyhovujici par.

Ve druhé ¢éasti reseni uvedeme priklad party splnujici podminky zadani, pii kterém
neexistuji dva disjunktni pary s oboustrannym zalibenim. K jeho konstrukci rozestavme
chlapce do horni fady a divky pod né do spodni fady jako na obrazku.

° ° ° ° °

Predpokladejme, ze plati to, co je na obrazku vyznaceno sipkami pro Sestého chlapce
i Sestou divku zleva: Kazdému chlapci se libi pravé divka pod nim spolu se vSemi divkami
napravo od ni, zatimco kazdé divce se libi prave chlapec prvni zleva spolu se vSemi chlapci
napravo od chlapce nad touto divkou. Pak se zrejmé kazdému chlapci libi jiny pocet
divek a kazdé divce jiny pocet chlapcu, avSak ve vSech (deseti) parech s oboustrannym
zalibenim je zastoupen jediny chlapec — ten prvni zleva. Proto zadné dva takové pary

nejsou disjunktni.
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5. Posloupnost redlngjch cisel (ak)zozl splriuje pro kazdy index k 2 1 rovnost

Ak+1 = 3ak - LQCL]CJ - LakJ .
Urcete vsechna prirozend cisla n, pro kterd je takovd posloupnost s prunim clenem
a1 = 1/n od jistého clenu konstantni.
(Zdpisem |x]| rozumime nejuétsi celé cislo, které neprevysuje dané redlné cislo x.)
(Jaromir Simsa)

RESENT. Zavedme vyhodné funkci f(z) = 3x—|2x|—|z|. Posloupnost ze zadan{ je pak
urCena ¢lenem a; a pravidlem ag11 = f(ax). Proto ze ziejmych rovnosti f(1) = f(0) =0
a f(1/2) = 1/2 plyne, Ze tato posloupnost je od néjakého ¢lenu konstantni, pokud je v ni
zastoupeno ¢islo 1 nebo 1/2.

Jelikoz na intervalu 0 < x < 1/2 plati f(x) = 3z, je zastoupeni ¢isla 1, resp. 1/2
v nasi posloupnosti ¢isel aj zaruceno, pokud plati a; = 1/3%, resp. a; = 1/(2-3%), kde
a znadi (zde i déle) nezaporné celé ¢islo. Vidime tak, ze mezi hledand prirozena ¢isla n
patii vSechny hodnoty n = 3% an = 2-3“. Ve zbytku feseni ukazeme, ze jina vyhovujici n
neexistuji.

K tomu bude stacit, kdyz pro kazdé vyhovujici n najdeme « s vlastnosti n | 2 - 3%.
Zafixujme tedy jedno vyhovujici n a kromé posloupnosti (ai) s prvnim ¢lenem a; = 1/n
uvazme novou posloupnost (by) se ¢leny by, = n - a;. Pak by = 1 a rekurentni vztah
ax+1 = f(ax) po vynasobeni ¢islem n prejde v

2
bk+1 = 3bk —nNn \‘EJ —nNn L%J .
n n

Odtud indukei plyne, ze kazdé ¢islo by je celé a navic plati kongruence (zde i v dalsim
odstavci modulo n) byy1 = 3bg, odkud (opét indukei) by = 3*~! pro kazdé k.

Jelikoz n je vyhovujici, je posloupnost (ax) od néjakého clenu konstantni, takze totéz
plati i pro posloupnost (by). Pro jisté a tak mame b4 = bot1, €0z spolu s by+o = 3bat1
vede k 2b,11 = 0. Dohromady s b,11 = 3% uz dostavame 2 - 3* = 0 neboli n | 2 - 3%, jak
jsme slibili ukazat.

Zaver. Hledand ¢isla n jsou prave tvari n = 3% an = 2 - 3%, kde a je nezdporné celé
¢islo.

JINE RESENI. Uvazme znovu funkei f(¢) = 3t — [2t| — |¢]. Najdeme dokonce vSechna
redlnd C¢isla ap, pro néz je posloupnost (ax)g>,, ve které plati ag41 = f(ap) pro kazdé
k 2 1, od jistého ¢lenu konstantni. To zfejmé nastane, pravé kdyz bude platit f(ax) = ag
pro nékteré k = 1, pravé tehdy pak totiz budeme mit a; = a; pro kazdé i = k.

Pro analyzu podminky f(ax) = ar odvodime nejprve potiebné vlastnosti funkce f.
Oznac¢me k tomu {t} = ¢ — |t].* Predpis pro funkci f upravime takto:

f(t) =3t —[2t] — [t] = (2t = |2t]) + (t — [¢]) = {2¢} +{t}. (1)
Vidime, ze funkce f ma periodu 1, takze pro libovolnd t € Ram € Z plati f(t) = f(t+m).
Odtud volbou t = {2z} 4+ {z} a m = |2x| + |z dostaneme z (1) pro hodnotu f(f(z))
s libovolnym x € R vyjadreni

F(f(@) = F({22} +{2}) = f({22} +{a} + [22] + [2]) = f(22 +2) = f(32).  (2)

* Hodnota {t} se bézné nazyva zlomkovd édst daného redlného cisla ¢.

8
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Zjistéme nyni, pro kterd ¢t € R plati rovnost f(t) = ¢. Diky (1) mame

fy=te {2t} +{t} =t {2t} =t — {t} & {2t} = |t].

Jelikoz {2t} € (0,1) a [t| € Z, rovnost f(t) = t nastane, pravé kdyz bude platit
{2t} = [t| = 0. To zrejmé spliuji jediné ¢isla t =0 a t = 1/2.

S ohledem na posledni zavér jesté urcime ta cisla t € R, pro kterd je hodnota f(¢)
rovna 0 nebo 1/2. VSimnéme si nejdiive, ze podle (1) plati f(t) = 3t pro kazdé t € (0,1/2)
a f(t) = 3t—1prokazdét € (1/2,1). Odtud pro obecné t € R s ohledem na f(t) = f({t})
a {t} € (0,1) zfejmé plynou ekvivalence

F =0 {tl=0 a f)=1/2e {}=1/6V{t}=1/2. (3)

Diky provedenym tvahdm o funkci f rovnost f(ax) = aj ze zavéru prvniho odstavce
nastane, pravé kdyz ax (a tedy i agy1) bude jedno z &isel 0 nebo 1/2. VyuZijeme
rovnosti (2), podle kterych plati f(ay) = f(3¥ 'a;), takze hleddme pravé ta a;, pro
ktera je hodnota f(3¥~'a;) rovna 0 nebo 1/2. To je podle (3) ekvivalentni s tim, 7e
hodnota {3*'a;} je jedno z &isel 0, 1/6 nebo 1/2. Pii oznaceni m = [3%7'ai]| tak
vSechna hledand a; jsou pravé ta cisla, kterd maji pro nékterd celd k& = 1 a m jedno
z vyjadreni

m 6m + 1 2m +1

Mg Mg M gger

Dodejme jesté, ze mnoziny c¢isel urcené prvni a treti rovnosti jsou ziejmé disjunktni.
Druhou rovnost lze v odpovédi vynechat, nebof zadava jen ¢isla, ktera jsou také urcena

treti rovnosti, jak plyne z upravy

6m+1 2-3m+1
2.3k 9.3(k+)-1"




73. ROCNIK MO (2023/2024) IV. KOLO KATEGORIE A

6. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky s celociselnymi délkami stran, do michZ lze
vepsat dvée shodné kruznice s prvociselngm polomeérem, které maji vnéjsi dotyk, obe se
dotykaji prepony a kaZdd z nich se dotykd jiné odvésny. (Jaromir Simsa)

RESENI. Ukazeme, Ze hledany trojdhelnik je jediny, mé strany délek 21, 28, 35
a dotycéné dvé kruznice maji polomér rovny prvocislu 5.

V libovolném pravothlém trojihelniku ABC s preponou AB ozna¢ime a = |BC/,
b = |AC| a ¢ = |AB|. Jisté existuji dvé shodné kruznice se vSemi dotyky popsanymi
v zaddni. Oznacme je k1(S1,7) a ko(Sa,7) tak, aby se ky dotykala AC (a tedy ko zase
BC) a body jejich dotyku s AB ozna¢me T, resp. Ty jako na obrazku. Uvazme jesté
kruznici k(.S, 9) vepsanou trojtihelniku ABC' a ozna¢me D bod dotyku k s AB.

V prvni ¢asti feseni ukazeme, ze polomér r kruznic k1 a kg je uréen rovnosti

_cla+b—c)
"T o) (1)

Ve stejnolehlosti se stifedem v bodé A s koeficientem r/p, kterd zobrazi k na ki,
prejde bod D do bodu Tj. Plati tak |ATy| = |AD| - r/o. Analogicky plati i rovnost
|BT5| = |BD] - r/o. Jelikoz z obdélniku 71755551 plyne 1175 = |S152| = 2r, po
dosazeni do pravé strany zfejmé rovnosti ¢ = |ATy| + |111s| + |B1»| s prihlédnutim
k |AD| + |BD| = ¢ obdrzime

r

¢=|AD|-Z+2r +|BD|- = =2+ (AD|+|BD|)- - = 2r + =
€ 0 0 0

Odtud pro polomér r vychazi vyjadreni

co
c+20

Po dosazeni zndmého vzorce ¢ = (a + b — ¢)/2 a snadné tupravé jiz ziskdme avizovanou
rovnost (1).

Predpokladejme nyni, ze délky a, b, ¢, r jsou vyjadieny celymi ¢isly a polozme
k =D(a,b,c). Pak a = kay, b = kby a ¢ = ke, kde diky Pythagorové rovnosti a2 +b3 = ¢2
jsou ¢isla aq, by, ¢; dokonce po dvou nesoudélnd a prvni dvé z nich maji riznou paritu®.

* Soucet kvadrdti dvou lichych éisel je sudé ¢islo, které neni délitelné ¢tyimi, tudiz to neni kvadrat.
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Treti ¢islo ¢ je tudiz liché, a proto ¢islo a; + by — ¢1 je sudé. Dosazenim a = kaq, b = kby
a ¢ = kcy do (1) a nasledném kréceni ¢islem k obdrzime

_kei(ar +by—c) K _C_a1+b1—01
2((11 +b1) CL1+b1 ! 2 ’

(2)

Dokazme, Ze nejen druhy, ale i prvni zlomek na pravé strané (2) mé celo¢iselnou hodnotu.
Pokud totiz néjaké prvocislo p déli liché ¢islo a; + by, pak pak nemiuze platit p | ¢; (a tedy
ani p | ay + by — ¢1), jinak by diky rovnosti (a; +b1)? = ¢ + 2a1b; platilo p | a1by, coZ by
spolu s p | a; + by znamenalo p | a1 a p | by, tedy spor s nesoudélnosti ¢isel ay, by. Cislo
a1 + by je tak nesoudélné jak s ¢y, tak s a; + by — ¢, a proto diky celociselnosti r je v jeho
vyjadreni (2) i prvni zlomek celociselny.

Teprve nyni doplime predpoklad, ze r je prvocislo. To je podle (2) soucinem tii
prirozenych ¢isel. S ohledem na ¢; > a; = 1 tak nutné plati ¢; = r a dva zlomky na
pravé strané (2) maji hodnotu 1. Plati tedy rovnosti k = a; +b; a a; + by — ¢; = 2 neboli
k=ay+b =c1+2=r+2 Odtud plyne

2a1by = (a1 + b01)> — & = (r +2)* —r? = 4r + 4.
Po vydéleni dvéma dostavame
arby =2r +2=2(a; + by —2) + 2 = 2ay + 2b; — 2.
Posledni rovnost a;by = 2a; + 2b; — 2 lze prepsat do tvaru (a; — 2)(by — 2) = 2. Odtud
snadno plyne, ze {a1,b1} = {3,4}, atedy c; =r=a;+by—2=5ak=r+2="1.

Pro pravouhly trojihelnik se stranami 7 -3, 7-4 a 7 - 5 pak skute¢né plati » = 5. Tim je
tvrzeni z uvodni véty feSeni dokazano.
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