73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Zajic bézi zavod na 2024 metri. Pii startu se odrazil levou nohou a po celou dobu
zavodu pravidelné stfida levou, pravou a obé nohy. Kdyz se zajic odrazi levou nohou, skoci
35dm, kdyz se odrazi pravou nohou, skoc¢i 15dm, a kdyz se odrazi obéma nohama, skoci
61 dm.

Kolik skokt zajic udéla, nez dorazi do cile? A kterou nohou se bude odrazet pred
cilovym skokem? (L. Hozovad)

Mozné reseni. Vse budeme pocitat v decimetrech. Zavod je dlouhy 20240 dm a popsany
zajiciv trojskok méri 35 4+ 15 + 61 = 111 dm. Délenim se zbytkem zjistime, ze

20240 = 182 - 111 + 38.

Tedy po 182 trojskocich zbyva zajici do cile 38 dm.

Dalsi odraz vychézi na levou nohu, skoc¢i 35dm a do cile zbyvaji 3dm. Dalsi odraz
vychézi na pravou nohu a timto skokem spolehlivé proskoci cilem.

Celkem zajic udéla 182 - 3 4+ 2 = 548 skokti, pred cilovym skokem se odrazi pravou
nohou.

Z5-1-2

Zuzka postavila ze Sestnacti stejné velkych kostek ¢tverec o rozmeérech 4 x 4 kostky.
S dalsimi stejnymi kostkami pokracovala ve stavéni. Kostky na sebe stavéla tak, ze kazdé
dveé sousedni kostky mély spole¢nou celou sténu. Vysledna stavba vypadala ze dvou rtiznych
stran jako na néasledujicim obrazku.

Zjistéte, kolik nejvice a kolik nejméné kostek Zuzka na svou stavbu mohla pouzit.
(E. Novotnad)

Mozné teSeni. V prvni vrstvé bylo 16 kostek. Z uvedenych pohledi plyne, Ze ve treti
vrstvé byly 2 kostky. Pocet kostek ve druhé vrstvé nelze jednoznac¢né urcit, nejvic jich vsak
mohlo byt 3-3 = 9. Tato moznost je zndzornéna na nasledujicim obrazku, v niz dva zadané
pruméty odpovidaji pohledu zptedu a zprava:
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Skutecné nelze pridat jedinou kostku, aby se nezménil néktery z danych priaméta. Zuzka
pouzila nejvice 16 + 9 + 2 = 27 kostek.

K nejmensimu moznému poctu kostek lze dospét tak, ze se ze druhé vrstvy postupné
odebird co nejvice kostek, aniz by se zménil néktery z danych priamétid. Jedna takova
moznost vypada takto:

Méné nez ctyti kostky ve druhé vrstvé byt nemohou. Dvé kostky, na kterych stoji kostky
z vrstvy treti, jsou pfi pohledu zprava v zakrytu. Proto musi byt pouzity dalsi dvé kostky,
aby tento primét souhlasil se zaddnim. Zuzka pouzila nejméné 16 + 4 + 2 = 22 kostek.

Poznamka. U moznosti s nejmensim poctem kostek mohou byt kostky ve druhé vrstve
rozmistény rtzn€, avsak nikoli libovolné. Jiné mozné rozmisténi je toto:

Upravami ve druhé vrstvé lze mit stavbu s jakymkoli po¢tem kostek v rozmezi od 22
do 27 kostek. Zde je jedna moznost postavena z 23 kostek:
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Z5-1-3

Katka méla na zahradce pét zahond rozmisténych jako na obrazku. Zahony chtéla
osadit ¢esnekem, mrkvi a fedkvickou tak, aby na kazdém zahonu byl jen jeden druh zeleniny
a aby zadné dva zdhony se stejnou zeleninou nesousedily.

Kolika zpisoby mohla Katka zadhony osazet? (L. Hozova)

MozZné resSeni. Zahony se stejnou zeleninou oznacime stejnym pismenem, zahony s riz-
nymi zeleninami riznymi pismeny. Aby zahony se stejnou zeleninou nesousedily, musi byt
osazeny takto:

Zahony A muze Katka osadit libovolnou ze tii plodin, zdhony B libovolnou ze zbyva-
jicich dvou plodin a zédhon C posledni zbylou plodinou. Katka tedy mtize zahony osazet
3 -2 = 6 zpusoby.

Poznamka. Vsechna mozné pfifazeni plodin zdhontm jsou vypséna zde:

cesnek A A C C B B
mrkev B C A B C A
fedkvicka C B B A A C

Pokud je éesnek na zdhonu A, potom mrkev muze byt bud na zahonu B, nebo C, a fedkvicka
na zbyvajicim zadhonu. Takto je postupné vycerpano vsech 3 - 2 = 6 moznosti. Kazdé dva
sousedni sloupce v tabulce se lisi prohozenim dvou pismen a zadny sloupec se neopakuje.



7Z5-1-4

V zahradkarské osadé mél pan Jahoda ve svém sudu 16 litrd vody. Soused pan Malina
mél ve svém sudu tiikrat vice vody nez pan Jahoda. Zacalo prset a do obou sudi naprselo
stejné mnozstvi vody. Po desti pan Malina zjistil, Ze ma v sudu dvakrat vice vody nez pan
Jahoda.

Kolik litrt vody naprselo do kazdého sudu? (L. Hozovad)

Mozné feSeni. Pred destém mél pan Malina ve svém sudu 3 - 16 = 48 litrt vody, coz je
o 32 litrt vice nez v sudu pana Jahody.

Do obou sudti naprselo stejné, tedy rozdil mnozstvi vody v sudech po desti byl opét
32 litrt jako pred destém. Po desti bylo v sudu pana Maliny dvakrat vice vody nez v sudu
pana Jahody, tedy v Jahodové sudu bylo 32 a Malinové sudu 64 litra vody.

Do kazdého sudu naprselo 16 litria vody (48 — 32 = 64 — 48 = 16).

Poznamka. Ulohu lze znazornit pomoci tsecek

n n

16“ “16
n “16
16“ “16

¢i zapsat rovnici
2-16+2n=3-16 +n,

kde n znaci mnozstvi naprsené vody.

Z5-1-5

Ze ¢tyt shodnych ¢tverct byl vytvoren ornament jako na obrazku. Strany ¢tverci jsou
dlouhé 4 cm, jsou navzajem rovnobézné ¢i kolmé a protinaji se bud ve svych étvrtinéch,
nebo polovinach. Libor chtél ornament vybarvit a zjistil, Ze barva na 1cm? kazdého sou-
vislého pole ho bude stat tolik korun, kolika ¢tverctim je toto pole spole¢né.

Kolik korun bude stat barva na vybarveni ornamentu? (K. Pazourek)



Mozné resSeni. Cena barvy v kazdé c¢asti odpovida poctu ctverci, kterym je tato cast
spolecna. To je stejné, jako by vSechny c¢tverce byly samostatné vybarveny barvou stejné
ceny.

Kazdy ¢tverec mé obsah 4-4 = 16 cm?, étverce jsou ¢tyfi a 1 cm? barvy stoji 1 korunu.
Tedy barva na vybarveni ornamentu bude stat 16 - 4 = 64 korun.

Jiné reseni. Ruznymi odstiny Sedi rozlisime, kolika ¢tverciim jsou jednotlivé ¢asti orna-
mentu spoleéné. Ornament rozdélime na ¢tverecky o strané 1cm:

C X0

K

Vsem ctyrem cCtverclim je spolecny 1 Ctverecek, tfem c¢tverctim prislusi 6 ctverecki,
dvéma c¢tverctim 12 ¢tvereckid a jednomu ctverci 18. Tedy barva na vybarveni ornamentu
bude stat

1-446-3+12-2+18-1 = 64 korun.

Z5-1-6

Lucka napsala na listek ¢islo 12345 a dvakrat jej mezi ¢islicemi rozsttihla. Ziskala tak
t¥i mensi karticky se tfemi Cisly. Tyto karticky preskladala dvéma zpiusoby, ¢imz dostala
dvé rizna pétimistna cisla. Rozdil téchto dvou cisel byl 28 926.

Mezi kterymi ¢islicemi Lucka listek rozstfihla? (M. Petrovad)

MozZné fesSeni. Pro nazornost si tlohu napiseme jako pisemné od¢itani, jehoz vysledek je
28926 a kde hvézdicky na kazdém radku zastupuji ¢islice od 1 do 5:

k ok ok ok
— %k 3k 3k Xk X

28926

Cislici na misté jednotek lze dostat jeding takto (s prechodem pies desitku):

* ok ok k1
— % % % x b

28926

Se zbylymi pouzitelnymi ¢islicemi lze ¢islici na misté desitek dostat jediné nékterym z né-
sledujicich zpisobii:

* x x4 1 * % % 5 1
— % % x 15 — % % % 2 5
28926 28926



a) V prvnim piipadé by listek musel byt rozstfizen takto 1/234|5 a karticky preskladany
5|234|1 a 234|1]5. V tomto piipadé rozdil vyhovuje zadani:

52341
—-23415

28926

b) Ve druhém pripadé by listek musel byt rozstiizen takto 1|2|34|5, coz jsou t¥i (a nikoli
dva) stfihy. Tento pfipad nevyhovuje zadani.

Lucka listek rozsttihla mezi ¢islicemi 1 a 2 a mezi ¢islicemi 4 a 5.
Poznamka. Nutnost stfihu mezi Cislicemi 1 a 2 plyne jiz z prvniho postfehu. Nutnost
stfihu mezi ¢islicemi 4 a 5 (a nasledného preskldadéani) plyne z této ivahy: pokud by éislici
5 predchéazela 4, potom bychom museli umét doplnit

* % % x 1
—%x x x4 5

28926

V takovém pripadé by v mensenci na misté desitek musela byt cislice 7, kterou vSak nemame
k dispozici.

Jiné resSeni. Listek lze nadvakrat rozstfihnout Sesti zptisoby:
1|2345, 1]23|45, 1]|234|5, 12|3|45, 12|34]5, 1234/5.

Vzniklé tii karticky lze preskladat Sesti zpusoby, coz schematicky (vzestupné) zapiSeme
takto:
A|B|C, A|C|B, B|A|C, BI|C|A, C|A|B, C|B|A.

Probranim vsSech moznosti Ize najit rozstfihani a preskladani, jez vyhovuji zadani.

Misto zkoumani moznych rozdili (kterych je pro kazdé rozstiithéni 15) 1ze postupovat
tak, ze k prislusné Sestici ¢isel pricteme pozadovany rozdil 28926 a ovérime, zda je mezi
vysledky nékteré cislo z dané Sestice. Nejvétsi cislo, které lze z ¢islic od 1 do 5 vytvorit, je
54321. Tedy nejvétsi ¢islo, ke kterému mé smysl pozadovany rozdil pric¢itat, je 25395. Tim
se zkouSeni podstatné omezuje a vypada nésledovné (opakujici se ¢i pfedem zamitnuté
moznosti piSeme do zévorek):

a) Po rozstiihani 1|2|345 lze sestavit c¢isla
12345, 13452, 21345, 23451, 34512, 34521

Po pricteni 28926 postupné dostavame
41271, 42378, 50271, 52377, (> 54321, ...)

Zadnéa moznost nevyhovuje.



b) Po rozstiihani 1]23|45 1ze sestavit ¢isla
12345, 14523, 23145, 23451, 45123, 45231
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 43449, 52071, (52377, > 54321, ...)

Z4dna moznost nevyhovuje.
c¢) Po rozstiihani 1|234|5 1ze sestavit ¢isla

12345, 15234, 23415, 23451, 51234, 52341
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 44160, 52341, (52377, > 54321, ...)

Vyhovuje moznost 23451 + 28926 = 52341.
d) Po rozstiihani 12|3|45 lze sestavit ¢isla

12345, 12453, 31245, 34512, 45123, 45312
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41379, (> 54321, ...)

Z4adna moznost nevyhovuje.
e) Po rozstiithani 12|34|5 lze sestavit ¢isla

12345, 12534, 34125, 34512, 51234, 53412
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41460, (> 54321, ...)

Z4dna moznost nevyhovuje.
f) Po rozst¥ihani 123|4|5 lze sestavit ¢isla

12345, 12354, 41235, 45123, 51234, 54123
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41280, (> 54321, ...)
Z4adna moznost nevyhovuje.

Jedind vyhovujici moZnost vychazi v pfipadé c): Lucka listek rozstiihla mezi ¢islicemi
1 a 2 a mezi ¢islicemi 4 a 5.
Poznamka. V piipadé a) je rozdil nejvétsiho a nejmensiho ¢isla z dané Sestice 22176.

Vsechny ostatni rozdily jsou mensi, proto pozadovany rozdil 28926 dostat nelze a nebylo
nutné cokoli dal zkouset.



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z6

7Z6-1-1

Kamaradi Jarda, Pfemek a Robin hrali kulicky. Jardovi se moc nedarilo, takze po
hie mél nejméné kulicek ze vSech. Klukiim to bylo lito, proto dal Robin Jardovi polovinu
vSech svych kulicek a Pfemek tfetinu svych. Ted mél nejvic kulicek Jarda, a tak svym
kamaradim vratil po sedmi kulickach. Po téchto vyménach méli vSichni stejné, a to 25
kulicek.

Kolik kuli¢ek mél po hie (pfed vyménami) Jarda? (M. Petrova)

Mozné teseni. Ulohu mizZeme s vyhodou fesit odzadu:

e Pied druhym (poslednim) kolem vymén méli Pfemek a Robin o sedm kuli¢ek méné,
zatimco Jarda o 14 kulicek vice. Tedy Premek a Robin méli 25 — 7 = 18 kulicek,
zatimco Jarda jich mél 25 + 14 = 39.

e Pied prvnim kolem vymén mél Robin dvojnésobek kulicek (polovinu dal Jardovi,
zbyla mu polovina) a Pfemek tfi poloviny kuli¢ek (tfetinu dal Jardovi, zbyly mu dvé
tfetiny). Tedy Robin mél 2 - 18 = 36 kuli¢ek a Premek % - 18 = 27 kulicek.

e Béhem prerozdélovani byl celkovy pocet kulicek stale stejny. Soucet po druhém, resp.
prvnim kole vymeén byl 25 + 25425 = 18 4 18 + 39 = 75 kulicek. Pfed prvni vyménou
(po hie) mél Robin 36 a Pfemek 27 kuli¢ek. Tedy po hie mél Jarda

75 — 36 — 27 = 12 kulicek.

Poznamka. Znazornéni predchozich avah, pfip. kontrola vysledkd miize vypadat takto:

stavy Robin Premek Jarda vymeény
po 2. kole vymeén 25 25 25
™7 17 Jarda Premkovi
7 7 Jarda Robinovi
po 1. kole vymén 18 18 39
418 1718 Robin Jardovi
+9 79 Premek Jardovi
po hre 36 27 12




76-1-2

Karolina narysovala ¢tverec o stran€ 6 cm. Na kazdé stran€ ¢tverce vyznacila modrou
barvou dva body, kterymi rozdélila prislusnou stranu na t¥i shodné ¢asti. Potom sestrojila
¢tyitahelnik, ktery mél vsechny vrcholy modré a jehoz zadné dva vrcholy nelezely na stejné
strané Ctverce.

Jaké obsahy ¢tyfthelnikt mohla Karolina dostat? Uvedte vSechny moznosti.
(L. Hozovad)

Mo#zné feseni. Ctyithelniky s riiznymi obsahy lze rozli§it nasledovné:

a) Néktera thlopticka ¢étyituhelniku je rovnobézna se stranou ¢tverce. Oznacme vrcholy
¢tverce a ctytuhelniku tak, ze thlopficka LN je rovnobézna se stranami AB a C'D:

D R M C
N v
A K B

Obsah trojuhelniku LN K je polovinou obsahu obdélniku LN AB, obsah trojihelniku
LN M je polovinou obsahu obdélniku LN DC'. Trojuhelniky LNK a LNM tvoii dohro-
mady cely ¢tyithelnik, obdélniky LNAB a LN DC' tvoii dohromady dany ¢tverec. Obsah
¢tverce je 6 - 6 = 36 (cm?), obsah ¢étyfthelniku KLMN je poloviéni:

36 : 2 = 18 (cm?).

Neni podstatné, zda rovnobézné tisecky uvazujeme vodorovné nebo svisle. Také umisténi
bodt K a M na stranach ¢tverce nehraje v predchozi ivaze zadnou podstatnou roli.

b) Zadna thlopficka ¢tyithelniku neni rovnobézna se stranou ¢tverce. V tomto pripadé
rozlisSujeme dvé moznosti:

Skutecné plati, ze zaména kteréhokoli vrcholu v kterémkoli z téchto ¢tyruhelnikd dava
¢tyttuhelnik, jehoz thlopficka je rovnobézna se stranou ¢tverce (tedy piipad diskutovany
vyse). Uvedené ¢tyftuhelniky maji navzajem rtzné obsahy, a ty vyjadiime jako rozdil obsahu
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celého ¢tverce a obsahil ¢tyf trojuhelnikovych rozkt. Obsah &tverce je 6 - 6 = 36 (cm?).
Rozky jsou trojiho typu a jejich obsahy jsou

1 1 1
~.2.2=2(cm?), --2-4=4(cm?), =--4-4=8(cm?).
2 2 2

Obsahy prvniho a druhého ¢tytihelniku jsou

36 —4-4=20(cm?), 36-2-2—-2-8=16(cm?).

Karolina mohla dostat ¢tyithelniky s obsahy 16, 18 a 20 (cm?).

Jiné resSeni. Na kazdé strané ctverce Karolina vybirala jeden ze dvou modrych bodu
jako vrchol ¢tyrthelniku. Takto mohla sestrojit celkem 2 -2 -2 .2 = 16 ctyruhelniki.
Mnohé z nich jsou vSak navzajem shodné, tedy maji stejné obsahy. Navzajem neshodné
¢tyruhelniky, které mohla Karolina sestrojit, jsou ctyfi:

Skutec¢né plati, ze zdména kteréhokoli vrcholu v kterémkoli ¢tyfuhelniku dava ¢tyituhelnik,
ktery je shodny s jinym z téchto ¢tyithelniki.

Obsah kazdého c¢tytuhelniku lze vyjadrit jako rozdil obsahu celého ¢tverce a obsaht
¢tyt trojuhelnikovych rozkt. U tretiho a c¢tvrtého c¢tyrthelniku odecitame stejné rozky
(pouze jinym zpusobem), proto jsou obsahy téchto ¢tyfuhelnikt stejné. Staci tedy proverit
prvni t¥i ctyfuhelniky. Jejich obsahy jsou vypocteny v predchozim feSeni.

Karolina mohla dostat ¢tyftihelniky s obsahy 16, 18 a 20 (cm?).

Poznamky. Piipadné shodnosti v predchozi Gvaze patii mezi soumérnosti Ctverce, tj.
zobrazeni, které zachovavaji dany ctverec. Ty zahrnuji osové soumeérnosti, stfedovou sou-
mérnost a otaceni o 90°. Ctverec mé celkem osm soumérnosti.

7Z6-1-3
V osmimistném ¢isle je kazda jeho ¢islice (kromé posledni) vétsi nez éislice nésledujici.
Kolik je v8ech takovych ¢isel? (1. Jancigovad)

MozZné resSeni. Popsand cisla lze sestavit tak, Ze z deseti dostupnych ¢islic se odstrani
dvé a zbylych osm se usporada sestupné. To je stejné, jako by se z desetimistného cisla
9876543210 odstranily dvé cislice:

e Pokud bychom z tohoto ¢isla jako prvni ¢islici odstranili 9, potom zbyva devét moz-
nosti, kterou ¢islici odstranit jako druhou.
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e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 8, potom zbyva osm moznosti, kterou ¢islici
odstranit jako druhou (odstranéni dvojice 8 a 9 je zahrnuto v predchozim piipadé).

e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 7, potom zbyva sedm moznosti, kterou
¢islici odstranit jako druhou (odstranéni dvojic 7, 8 a 7, 9 je zahrnuto v pfedchozich
pripadech).

e V podobném duchu uvazujeme az do konce. ..

e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 1, potom zbyva jedind moznost, kterou
¢islici odstranit jako druhou, a to 0.

Celkovy pocet moznosti, tedy pocet vSech ¢isel vyhovujicich zadéani, je

9+8+7T+6+5+4+3+2+1=45.

Jiné resSeni. Pocet moznosti, jak odstranit dvé ¢islice z desiti, 1ze urcit nasledovné:
Prvni ¢islici z desiti 1ze vybrat deseti zptisoby. Druhou ¢islici ze zbylych deviti ¢islic 1ze
vybrat deviti zptisoby. To dava celkové 10 -9 = 90 moznosti, jak vybrat dvé ¢islice z desiti
s ohledem na poradi vybéru. Toto pofadi nas vsak nezajima — neni podstatné, v jakém
poradi cislice vybirame, ale které vybereme. Tedy celkovy pocet moznosti je polovi¢ni:

! 10-9 =45
5 = 45.

Poznamka. Predchozi dvoji vyjadieni téhoz vysledku lze zobecnit takto:
1
m=—1)+mn—-2)+---+2+1= in(n—l)

Toto ¢islo vyjadifuje pocet vSech dvojic, které lze utvotit z n prvka (bez ohledu na potadi
vybéru).

76-1-4
V nésledujicim pisemném nasobeni dvou trojmistnych ¢isel jsou mnohé cislice zastou-
peny hvézdickami. Misto hvézdicek doplnte cislice tak, aby byl vypocet platny:

* | ¥ %

U ¥ | ¥ %

w
—_
Y| ¥ = % | ¥ *

(L. Hozovad)

Mozné fesSeni. Podle znamého postupu je druhy mezivysledek 3175 soucinem prvniho
Cinitele a druhé cislice druhého cinitele. Jako soucin trojmistného a jednomistného ¢isla lze
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¢islo 3175 vyjadiit jedingm zptisobem, a to 635-5 (prvociselny rozklad je 3175 = 5-5-127).
Tedy mizeme doplnit:

T ¥ | Ot W
* O

w
—_
S| % J ¥ | % D

Tteti mezivysledek je trojmistné ¢islo, které je soucinem 635 a prvni cislice druhého
¢initele. Jedinym trojmistnym nasobkem ¢isla 635 je samo toto ¢islo. Tedy mtizeme doplnit:

6 35
X 15 %
* % % %
3175
6 35
* % 6 % %

Prvni mezivysledek je ¢tyfmistné cislo, které je soucinem 635 a tfeti ¢islice druhého
¢initele. CtyFmistné nasobky ¢isla 635 jsou tyto:

635 -2 = 1270, 635-3 =1905, 635 -4 = 2540, 635-5 = 3175,
635 -6 = 3810, 635 -7 =4445, 635-8=5080, 635-9 = 5715.

Aby treti ¢islice ve vysledném soucinu byla 6, musi byt druhé ¢islice prvniho mezivysledku
bud 3, nebo 4 (podle toho, zda doslo k pfechodu pfes desitku ¢i nikoli). Mezi vysSe uvede-
nymi kandidaty spliiuje tuto podminku pouze ¢islo 4445. Tedy mizeme doplnit a dopocitat
vysledek:

635
x 157
4445
3175
635
99695

Z6-1-5
Péta slozil z navzadjem shodnych trojiuhelnikd nékolik rovinnych Gtvart, viz obrazek.
Obvody prvnich t¥i jsou postupné 8cm, 11,4 cm a 14,7 cm.

Urcete obvod ¢tvrtého utvaru. (E. Semerddovad)
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Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

MozZné Feseni. V obvodech prvniho, druhého a ¢tvrtého utvaru jsou zapocteny vzdy dveé
ze t11 stran zakladniho trojuhelniku, a to tak, ze kazda ze dvou stran je zapoc¢tena dvakrat
a v obvodech rtznych utvari jsou zahrnuty rtizné dvojice stran.

V obvodu tfetiho Gtvaru jsou zapocteny vSechny strany zakladniho trojuhelniku, a to
opét kazda dvakrat.

Tedy soucet obvodt prvniho, druhého a ¢tvrtého ttvaru je roven dvojnasobku obvodu
tfetiho Utvaru. To znamend, Ze neznamy obvod ¢tvrtého utvaru je roven rozdilu obvodu
prvniho a druhého utvaru od dvojnasobku obvodu tietiho:

2147 -8 —11,4 =294 — 19,4 = 10 (cm).

Poznamky. Ze zadéani lze odvodit velikosti stran zakladniho trojuhelniku, které pro tento
ucel oznacime a, b, c:

Rozdil obvodti tfetiho a prvniho ttvaru je roven dvojnasobku c, tedy

1
c= 5(14,7 —8) = 3,35 (cm).

Rozdil obvoditi tfetiho a druhého utvaru je roven dvojnasobku b, tedy
1
b= 5(14,7 —11,4) = 1,65 (cm).

Odtud a ze znamych obvodu prvnich t¥i utvart lze vyjadfiit velikost posledni strany za-
kladniho trojuhelniku:
8 11,4 14,7
a=g- 1,656 = T’ —3,35 = T’ — 1,65 — 3,35 = 2,35 (cm).

13



Hodnoty a, b, ¢ spliuji trojihelnikové nerovnosti (1,65 + 2,35 > 3,35 atd.), tedy
trojuhelnik se stranami téchto délek skuteéné existuje a (az na méfitko) vypadé takto:

a

7 uvedeného mutzeme pro kontrolu odvodit obvod ¢tvrtého atvaru:

2(b+ ¢) = 2(1,65 + 3,35) = 10 (cm).

76-1-6

Ales, Bara, Cyril, Dana, Eva, Frantisek a Gabina se stali na svych skolach vitézi ve
stolnim fotbalku a sesli se na dvoudennim turnaji o celkového vitéze. Kazdé z téchto sedmi
déti mélo béhem turnaje sehrat jednu hru s kazdym jinym. Prvni den turnaje odehral Ales
jednu hru, Bara dvé hry, Cyril tfi, Dana ¢tyti, Eva pét her a Frantisek Sest.

Kolik her odehrala prvni den Gébina? (L. Hozovad)

Mozné reseni. Déti bylo sedm, tedy kazdé mohlo odehrat nejvysSe Sest her. Frantisek
odehral Sest her, takze hral s kazdym z pritomnych déti.

Ales odehral jednu hru, takze nehral s nikym jinym nez s Frantiskem. Eva odehrala
pét her, takze hrala se vSemi kromé Alese.

Béara odehrala dvé hry, takze nehrala s nikym jinym nez s FrantiSkem a Evou. Dana
odehrala Ctyfi hry, takze hrala se vSemi kromé Alese a Bary.

Cyril odehral tti hry, a to s Frantiskem, Evou a Danou.

S Gabinou hrali Frantisek, Eva a Dana, tedy Gabina odehréla tii hry.

Poznamka. Predchozi zavéry jsou prehledné vidét v tabulce:

A B C D E F G
A — *
B — * *
C - * * %
D * — * * *
E * * * — * *
F * * * * * — *
G * * * —
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73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z7

7711

Ajka, Barborka, Cilka a Danek se dohadovali o poc¢tu zrnek pisku na jejich pisko-
visti. Danek sdélil kamaradkam sviij odhad a ty se jej rozhodly ovérit. Ajka napocitala
873451 230, Barborka 873451227 a Cilka 873451213 zrnek. Soucet (kladnych) rozdila
téchto t¥i vysledkti od Dankova odhadu byl 29.

Kolik zrnek pisku mohl odhadovat Danek? Uvedte vSechny moznosti. (V. Bachrata)

Mozné feSeni. Nejméné zrnek napocitala Cilka, nejvice Ajka. Rozdil vysledka Cilky
a Barborky je 14, rozdil vysledkt Barborky a Ajky je 3, rozdil vysledkt Cilky a Ajky je 17.
Pokud by Danktiv odhad souhlasil s nékterym z téchto tii vysledki, potom by zminovany
soucet rozdili byl urcen pouze dvéma sc¢itanci:

e Pokud by Danktv odhad souhlasil s vysledkem Cilky, potom by soucet rozdild od
zbylych vysledki byl 14 4+ 17 = 31.
e Pokud by Danktiv odhad souhlasil s vysledkem Barborky, potom by soucet rozdili od
zbylych vysledki byl 14 4+ 3 = 17.
e Pokud by Danktv odhad souhlasil s vysledkem Ajky, potom by soucet rozdilt od
zbylych vysledki byl 17 4+ 3 = 20.
Pro jiné hodnoty Dankova odhadu plati:

e Pokud by Danktv odhad byl mensi nez vysledek Cilky, potom by soucet rozdili od
vsech vysledki byl vétsi nez 31.
e Pokud by Danktv odhad byl mezi vysledky Cilky a Barborky, potom by soucet rozdila
od vsech vysledki byl mezi 31 a 17.
e Pokud by Danktv odhad byl mezi vysledky Barborky a Ajky, potom by soucet rozdila
od vsech vysledkt byl mezi 17 a 20.
e Pokud by Dankiiv odhad byl vétsi nez vysledek Ajky, potom by soucet rozdilt od
vSech vysledki byl vétsi nez 20.
Tedy Danktv odhad mohl byt mezi vysledky Cilky a Barborky, nebo byt vétsi nez vysledek
Ajky. Postupnym zkouSenim v ramci téchto omezeni odhalime néasledujici dvé moznosti:

e Pokud by Danktv odhad byl 873451215, potom by soucet rozdili od vysledkt tii
kamaradek byl 2 4 12 + 15 = 29.

e Pokud by Danktv odhad byl 873451233, potom by soucet rozdili od vysledku tii
kamaradek byl 20 + 6 + 3 = 29.

Danek odhadoval pocet zrnek v piskovisti bud na 873 451 215, nebo 873 451 233.

Poznamka. Pro uplnost doplnujeme nékolik dalsich hodnot v ramci danych omezeni
(v Dankové odhadu piSeme jen posledni dvoj¢isli):

Danktuv odhad <13 13 14 15 16 17

soucet rozdili > 31 31 30 29 28 27
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26 27 28 29 30 31 32 33 > 33

18 17 18 19 20 23 26 29 > 29

Predchozi zkouseni lze nahradit nékolika vypocty. Napt. za predpokladu, ze Dankiv
odhad je mezi vysledky Cilky a Barborky, je soucet rozdili od vysledku tii kamaradek
roven

(d—13)+ (27 —d) + (30 — d) = 44 — d,
kde d je posledni dvojcisli Dankova odhadu. Tento soucet je roven 29 pravée tehdy, kdyz
d = 15, coz odpovida jedné z uvedenych moznosti.
77-1-2

Pan Delfin a pan Zralok byli zdatni rybéfi. Jednou dohromady ulovili 70 ryb. P&t
devitin ryb, které ulovil pan Delfin, byli pstruzi. Dvé sedmnéactiny ryb, které ulovil pan

Zralok, byli kapfi.
Kolik ryb ulovil pan Delfin? (L. Hozovad)

MozZné reseni. Pocet ryb, které ulovil pan Delfin, byl nasobkem 9 a neptresahoval 70. Pan
Delfin tedy mohl ulovit

9, 18, 27, 36, 45, 54, 63

ryb. Pocet ryb, které ulovil pan Zralok, byl nisobkem 17 a nepfesahoval 70. Pan Zralok
tedy mohl ulovit
17, 34, 51, 68

ryb. Dohromady ulovili 70 ryb, coz lze z uvedenych ¢isel vyjadrit jediné jako
70 = 36 + 34.

Pan Delfin ulovil 36 ryb.
Poznamka. K predchozimu vysledku neni nutno zkouset vSechny mozné soucty (kterych
je 7-4 = 28). Stadi probrat ¢étyfi mozné pocty ryb pana Zraloka, zjistit, kolik ryb by
odpovidalo panu Delfinovi (rozdil od 70) a ovéfit, zda je tento pocet délitelny 9:

17 34 51 68

A«

Nel
S
)

ne ano ne ne
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77-1-3
Myslim si tfi ¢isla. Kdyz je sectu, dostanu 15. Kdyz od souctu prvnich dvou cisel
odectu treti, dostanu 10. Kdyz od souctu prvniho a ttretiho ¢isla odectu druhé, dostanu 8.
Ktera ¢isla si myslim? (E. Semerdadova)

Mozné rFeseni. Uvazme soucet prvnich dvou ¢isel. Pokud k tomuto souc¢tu pricte Eva
(autorka tlohy) tteti ¢islo, dostane 15, pokud totéz ¢islo odecte, dostane 10. Rozdil 15 —
— 10 = 5 tedy odpovida dvojnasobku tietiho c¢isla. Tedy tteti ¢islo je 5: 2 = 2,5.

Uvazme soucet prvniho a tretiho ¢isla. Pokud k tomuto souc¢tu Eva pricte druhé
¢islo, dostane 15, pokud totéz cislo odecte, dostane 8. Rozdil 15 — 8 = 7 tedy odpovida
dvojnasobku druhého cisla. Tedy druhé cislo je 7: 2 = 3,5.

Soucet vsech tii cisel je 15. Tedy prvni ¢islo je 15 — 2,5 — 3,5 = 9.

Eva si mysli ¢isla 9, 3,5 a 2,5.

Poznamka. Ulohu lze vyjadfit pomoci soustavy rovnic
a+b+c=15 a+b—c=10, a—b+c=38,
kde a, b a ¢ znaci po fadé prvni, druhé a treti ¢islo. Pfedchozi ivahy lze zapsat nasledovné:

2c=(a+b+c)—(a+b—c)=15—-10=5, tedy c=2,5,
2b=(a+b+c)—(a—b+c)=15-8=7, tedy b=35,
a=(a+b+c¢)—b—c=15-25-35=0.

77-1-4

Anetéin stryc ma narozeniny ve stejny den v roce jako Anetc¢ina teta. Stryc je starsi
nez teta, ne vsak o vic nez o deset let, a oba jsou plnoleti. Na posledni oslavé jejich
narozenin si Anetka uvédomila, Ze kdyz vynasobi jejich oslavované véky a vysledny soucin
jesté vynasobi poctem psti, ktefi se na oslavé sesli, dostane ¢islo 2024.

Kolik pstt mohlo byt na této oslavé? Urcete vSechny moznosti. (M. Petrova)

Mozné FeSeni. Cislo 2024 potfebujeme vyjadrit jako soudin tii prirozenych &isel, z nichz
dvé jsou vétsi nebo rovna 18 a lisi se nejvyse o 10. Vyhovujici moznosti probereme na
zékladé prvociselného rozkladu ¢isla 2024, ktery vypada nasledovné:

2024 =2-2-2-11-23.

Prvocisla 11 a 23 patii k vékiam tety a stryce, navic kazdé nékomu jinému; pokud by
tomu tak nebylo, pak by z danych prvocisel nebylo mozné vytvotit dva cinitele vétsi nez
18. Navic zadny z vekli nemtze byt vétsi nez 2 - 23 = 46 let; nejblizsi vyssi mozny vek je
2-2-23 = 92 let a v takovém pripadé by z danych prvocisel nebylo mozné vytvofit ¢initele,
ktery by se od 92 lisil nejvyse o 10. Tedy staci probrat nasledujici moznosti:

e Pokud by teté nebo stryci bylo 23 let, potom by druhému muselo byt mezi 18 a 33
lety. Z moznych ¢initelti tomuto omezeni vyhovuje pouze 2 -11 = 22. Tedy teté mohlo
byt 22 a stryci 23 let. V tomto ptipadé by na oslavé byli 2 - 2 = 4 psi.
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e Pokud by teté nebo stryci bylo 2 - 23 = 46 let, potom by druhému muselo byt mezi
36 a 56 lety. Z moznych ¢initelti tomuto omezeni vyhovuje pouze 2 -2 - 11 = 44. Tedy
tet€é mohlo byt 44 a stryci 46 let. V tomto pripad€ by na oslavé byl 1 pes.

Na oslavé byl bud jeden pes, nebo ¢tyfi psi.

Poznamka. Soucin veku tety a stryce byl vétsi nez 18 - 18 = 324. Tedy pocet psii na
oslavé byl roven nanejvys celé c¢asti podilu 2024 : 324, coz je 6. Z danych prvocisel je
mozné sestavit pouze ¢isla 1, 2 a 4. Rozbor moznosti lze zalozit na téchto tfech pripadech:
e Pripady s 1 nebo se 4 psy mozné jsou, viz predchozi feSeni.
e Piipad se 2 psy mozny neni. Soucin véki tety a stryce by byl 2 -2 - 11 - 23, coz lze
jako sou¢in dvou ¢initelt vétsich nez 18 vyjadrit bud 22 - 46, nebo 44 - 23. V obou
rozkladech vsak je rozdil Cinitel vétsi nez 10.

77-1-5
Pravothly trojihelnik ma obsah 36 m?. V ném je umistén ¢tverec tak, ze dvé strany
¢tverce jsou castmi dvou stran trojihelniku a jeden vrchol c¢tverce je ve tietiné nejdelsi

strany.
Urcete obsah tohoto Gtverce. (E. Novotnd)

MozZné feseni. Jediné mozné umisténi ¢tverce v ramci trojuhelniku je jako na nasledu-
jicim obrazku. Dodatecné déleni stran na tietiny a spojeni odpovidajicich bodu prickami
rozdéli dany trojihelnik na 9 shodnych trojuhelnick:

Ctverec sestava ze ¢tyf trojuhelnicki, tedy pomér obsahu étverce a daného trojthel-
niku je 4 : 9. Trojihelnik m4 obsah 36 cm?, tedy obsah ¢tverce je

4
§-36=4-4=16(cm2).

Poznamky. Obsah pravothlého trojihelniku je polovinou obsahu doplnéného obdélniku.
Ptedchozi myslenku s tfetinovym délenim lze rozvijet také podle nasledujicitho obrazku:
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Z uvedeného mj. vyplyva, ze odvésny daného trojuhelniku jsou v poméru 1 : 2.
V réamci daného trojihelniku lze objevit nékolik navzajem podobnych trojuhelniki.
Také tento postieh lze vyuzit k feSeni tlohy.

Z7-1-6

Trpaslici pocitaji svoje véky ve dnech, takze kazdy den slavi narozeniny. U trpaslika
Nosika se seslo sedm trpaslikt s véky 105, 120, 140, 168, 210, 280 a 420 dnti. Béhem oslavy
se vSem osmi trpaslikiim podatilo rozde€lit do dvou skupin se stejnymi soucty veki.

Kolik nejméné a kolik nejvice dnit mohlo byt trpaslikovi Nosikovi? (E. Novotnad)

Mozné reSeni. Soucet véki sedmi trpasliki, kteri ptisli Nosika navstivit, je 1443 dnt.
Pokud by trpaslici byli rozdéleni tak, ze v jedné skupiné je sdm Nosik a ve druhé skupiné
vsichni ostatni, pak by Nosikovi bylo 1443 dnid. Vic dni Nosikovi byt nemuze.

Soucet veku sedmi trpasliki, ktefi prisli Nosika navstivit, tvori lichy pocet dnt. Aby
soucet vekl vSech osmi trpasliki byl délitelny dvéma, musel byt Nosikiv pocet dnt také
lichy. Aby bylo mozné rozdélit trpasliky do dvou skupin se stejnymi véky, musi jit ze sedmi
zndmych véki vyjadrit jak polovinu souc¢tu vsech, tak polovinu tohoto souctu bez véku
Nosika. Postupné vzestupné probereme moznosti, dokud nenajdeme vyhovujici. V nasle-
dujici tabulce zna¢i N vék Nosika a S soucet véki vsech osmi trpaslikii. Rozhodovani na
poslednim radku je vysvétleno nize:

N 1 3 5 7 9 11 13
S 1444 1446 1448 1450 1452 1454 1456
S 722 723 724 725 726 727 728
%S — 721 720 719 718 717 716 715
? ¢ s ¢ s ¢ ¢ OK

Kromé dvou trpasliki, ktefi ptisli Nosika navstivit, jsou véky vSech ostatnich délitelné
10. Tyto dva vyjimecné véky konci cislicemi 5 a 8. Ze sedmi znadmych véki trpaslikt tedy
lze vyjadrit pouze soucty koncici ¢éislicemi 0, 5, 8 a 3 (podle toho, zda je zahrnuto zadné,
jedno ¢i obé zminovand ¢isla). Tento postfeh vylucuje moznosti odpovidajici N =1, 5, 9,
11 (a mnohé dalsi). Probereme ostatni moznosti:

e V piipadé N = 3 by v souctu %S = 723 musela byt zahrnuta obé ¢isla 105 a 168:
723 = 105 + 168 + 450.
Scitanec 450 by musel jit vyjadrit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. Postupnym
zkouSenim (napf. od nejvétsiho z dostupnych ¢isel) zjistujeme, Ze to neni mozné.
e V ptipadé N =7 by v souctu %S — N = 718 muselo byt zahrnuto ¢islo 168:

718 = 168 + 550.
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Scitanec 550 by musel jit vyjadrit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. Postupnym
zkouSenim (napf. od nejvétsiho z dostupnych ¢isel) zjistujeme, Ze to neni mozné.
e V ptipadé N = 13 by v souctu %S = 728 muselo byt zahrnuto cislo 168:

728 = 168 + 560.

Scitanec 560 by musel jit vyjadfit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. ZkouSenim
zjistujeme 560 = 140 + 420, tedy jsme nasli nejmensi vyhovujici FeSeni.

Nosik mohl mit nejméné 13 a nejvice 1443 dni.

Poznamky. Rozdéleni do skupin s 13dennim Nosikem (tj. rozdéleni odpovidajici souctu
55 = 728) vypadalo takto:

140 + 168 + 420 = 13 + 105 + 120 + 210 + 280.

V pripadech N = 3, resp. 7 je mozné se zamérit na druhy z diskutovanych soucti
(tedy 720, resp. 725), ktery taktéz z dostupnych éisel vyjadrit nelze.

Ve vylucovani moznosti 1ze pouzit dalsi vlastnosti danych c¢isel. Napt. nemoznost vyja-
dfeni é&isla 450 v pfipadé N = 3 lze zdivodnit nasledovné. Cislo 450 je délitelné 10, ale neni
délitelné 20. Z dostupnych ¢isel ma stejnou vlastnost pouze c¢islo 210, tedy ve vyjadieni
450 musi byt zahrnuto:

450 = 210 + 240.

Scitanec 240 by musel jit vyjadiit pomoci zbylych ¢isel 120, 140, 280 a 420. Protoze cisla
280 a 420 jsou vétsi nez 240, pripada v tivahu pouze soucet 120 + 140. Ten je vsak také
vetsi nez 240, takze vyjadieni 450 neni mozné.
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73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

V loniském roce bylo v nasem skautském oddile o 30 chlapci vice nez dévcat. Letos se
pocet déti v oddile zvétsil o 10 %, pficemz pocet chlapct se zvétsil o 5 % a pocet dévéat se
zvétsil o 20 %.

Kolik déti mame letos v oddile? (L. Hozovad)

Mozné fesSeni. Jak pocty déti, tak jejich letosni prirtistky jsou vyjadieny prirozenymi
¢isly. Vzhledem k tomu, ze 10% = 10/100 = 1/10, musel byt ptavodni pocet vSech déti
nasobkem 10. Podobné plati, Ze pivodni pocdet chlapct byl nasobkem 20, nebot 5% =
= 5/100 = 1/20, a ptivodni pocet dévéat byl ndsobkem 5, nebot 20 % = 20/100 = 1/5.

Protoze chlapct bylo o 30 vice nez dévcat, nejmensi mozné ptivodni pocty byly nasle-
dujici (ch, resp. d znaé¢i puvodni pocet chlapcii, resp. dévcat):

ch 40 60 80 100 120
d 10 30 50 70 90
ch+d 90 90 130 170 210

Po zapocitani letosnich prirtistkll dostavame nasledujici prehled:

1,05¢ch 42 63 84 105 126

1,2d 12 36 60 84 108

1,05ch+12d | 54 | 99 | 144 | 189 | 234
1,1(ch + d) 55 | 99 | 143 | 187 | 231

Soucet novych poéti chlapct a divek je roven ptivodnimu souétu zvétSsenému o 10 %
pravé ve druhém pripadé; se zvétsujicimi se ¢isly se rozdil mezi témito dvéma hodnotami
jenom zvétsuje. Letos je ve skautském oddile 99 déti.

Poznamka. Problém lze zapsat pomoci rovnice
1,05ch + 1,2d = 1,1(ch + d),
kde ch = d + 30. Po dosazeni a tpravach dostavame:

2,25d + 31,5 = 2,2d + 33,
0,05d = 1,5,
d = 30,

coz odpovida druhému z vyse uvedenych ptipadi.
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Z8-1-2

Adam mél papir, ktery byl natolik veliky, ze by z néj slo natrhat nékolik desitek tisic
kouskt. Nejprve papir roztrhal na ¢tyfi kousky. Kazdy z téchto kouskt vzal a roztrhal bud
na ¢tyri, nebo na deset kouskt. Stejnym zpiisobem pokracoval dal: kazdy nové vznikly
kousek roztrhal bud na ¢tyfi, nebo na deset mensich kouskt.

Rozhodnéte a vysvétlete, zda muze Adam timto zpusobem natrhat ptresné 20000
kousk. (1. Jancigovad)

MozZné reseni. Kdyz Adam roztrha néjaky kousek na 4 mensi kousky, celkovy pocet
kouski se zvétsi o 3. Kdyz Adam roztrhd néjaky kousek na 10 mensich kouski, celkovy
pocet kouskil se zvétsi o 9. Zejména plati, ze pocet kouskli po kazdém trhani dava stejny
zbytek po déleni tfemi. Na zac¢atku mél Adam jeden kus papiru, tedy po kazdém trhani
byl zbytek po déleni aktualniho poc¢tu kouskt tfemi roven 1.

Avsak zbytek po déleni 20000 : 3 je roven 2 (nejblizsi ¢islo délitelné 3 je 20001). Tedy
Adam nemohl natrhat 20 000 kouski.

Poznamka. Za ptredpokladu, ze by Adam v kazdém kroku trhal vSechny stavajici kousky
papiru stejnym zptsobem, by bylo mozné pocty kouskt na konci kazdého kroku snadno
sledovat:

1
/
4
/N
16 40
/N N
64 160 400
/N /N /N
256 640 1600 4000
/N N /N /
1024 2560 6400 16 000
/N /
4096 10240
/
16384
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Adam zacal s jednim kusem papiru, po prvnim trhani mél 4 kousky. Po druhém
trhani by mél bud 16 (=4 -4), nebo 40 (= 4 - 10) kouskt. Po tfetim trhéni by mél bud 64
(=16 - 4), nebo 160 (= 16 - 10 = 40 - 4), nebo 400 (= 40 - 10) kouskt atd. Cisla nalevo od
svého predchiidce vznikla nasobenim 4, ¢isla napravo nasobenim 10. Cisla vétsi nez 20 000
jsou napsana Sedé. Mezi zbylymi moznostmi se ¢islo 20 000 nevyskytuje, tedy Adam by
takto dany pocet nenatrhal.

V prvociselném rozkladu kazdého z takto vzniklych ¢isel jsou pouze ¢isla 2 a 5, pricemz
2 je obsazena alespon dvakrat (z prvniho trhani) a ke kazdé 5 pfislusi jedna 2 (z trhéni
na 10 kouskil). Zejména rozdil po¢tu 5 a poctu 2 je sudé ¢islo (jez je dvojnasobkem poctu
trhani na 4 kousky). Prvociselny rozklad ¢isla 20 000 vypada nésledovné:

20000 = 2-10000 = 2-10* = 2° . 5%,

V rozkladu je pocet 2 o jednu vétsi nez pocet 5, coz potvrzuje predchozi zavér bez uvede-
ného vypisovani.

Reseni tlohy zaloZen4 na tomto ¢i podobném predpokladu sice nejsou tiplné, ale lze
je posuzovat alespon jako ¢astecné spravna.

7Z8-1-3

Ve sportovnim arealu tvorila stanovisté A, B, C', D, E vrcholy pravidelného pétithel-
niku. Tato stanovisté byla pospojovana primymi cestami. Navic na cesté z A do B byla
fontana F', kterou se stanovistém C' spojovala cesta kolma k cesté z B do E. Pat a Mat se
sesli na stanovisti F a rozhodli se zamést nékteré cesty. Pat zametl cestu z £ do B. Mat
zametl cestu z £ do A a jesté z A do F.

Urcete rozdil tsekt zametenych Patem a Matem. (L. Hozovad)

Mozné teSeni. Doplnime prusec¢ik ptimek CF a AFE, ktery oznac¢ime G:

D

V pravidelném pétithelniku jsou vSechny strany navzajem shodné a stejné tak vSechny
uhlopricky. Tedy Patova cesta E'B je shodné s uhloprickou EC. Postupné ukdzeme, ze
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usecka EC' je shodna s EG a ze tsecka AF' je shodna s AG. K témto tvrzenim se dopracu-
jeme porovnanim nékolika thli, které si oznac¢ime podle néasledujiciho obrazku. V tomto
znaceni zohlednujeme, ze trojuhelniky BAE a BEC jsou rovnoramenné, tedy ze uhly
u jejich zakladen jsou shodné:

D

Pétitthelnik sestava ze tii trojihelnikd, tedy soucet velikosti vnitinich thld pétithel-
niku je 3 - 180° = 540°. Pravidelny pétithelnik mé& vSechny vnitini thly shodné, tedy
velikost vnitfniho tthlu pravidelného pétitthelniku je 540° : 5 = 108°. V naSem znaceni tak
dostavame

a= [+~ =108

Soucet thlt v trojuhelniku BAFE je o + 23 = 180°, tedy

= = (180° — 108°) = 36°.

N | =

Odtud a z predchoziho vyjadfeni dostavame
v =108° — 36° = 72°.
Soucet thlt v trojuhelniku BEC je 2y + § = 180°, tedy
d =180° —2-72° = 36°.

Z uvedeného zejména vyplyva, ze thly BEC a BEG jsou shodné. Navic tsecky C'G
a E'B jsou podle zadani kolmé, tedy trojuhelnik C'EG je rovnoramenny s hlavnim vrcholem
E. Odtud vyplyva, ze tisecky EC' a EG jsou shodné a stejné tak thly u zédkladny CG.

Pravidelny pétithelnik je soumérny (mimo jiné) podle osy tsecky AB, tedy tsecky AB
a EC jsou rovnobézné. Souhlasné uhly ECG a AFG jsou shodné, proto také trojuhelnik
FAG je rovnoramenny s hlavnim vrcholem A. Odtud vyplyva, ze tsecky AF a AG jsou
shodné.

Dohromady dostavame

|EA| + |AF| = |EA| + |AG| = |EG| = |EC| = |EB|,
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tedy Mat a Pat zametli stejné dlouhé tuseky.

D

Poznamka. Pravidelnému pétithelniku lze vzdy opsat kruznici. Vzhledem k této kruznici
jsou uhly BEC a BEA obvodovymi uhly, které prislusi navzajem shodnym tétivam BC'
a BA, a proto jsou shodné. Tento (nesamoziejmy) poznatek mize vyznamné zkratit ar-
gumentaci v predchozim feSeni. Navic obvodovy tihel je polovinou tuhlu stfedového, ktery
je v nasem pripadé roven 360° : 5 = 72°. Vzhledem k predchozimu znaceni tedy vskutku

plati § =9 = 72° : 2 = 36°.
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7Z8-1-4
Hynek napsal nasledujici priklad s péti zdhadnymi sc¢itanci:

Q@ + #HH# + wrx + &&&E& + $$$$$ = ?

Prozradil, Zze znaky @, #, %, &, $ predstavuji navzajem rizné cislice 1, 2, 3, 4, 5 a Ze
vysledny soucet je délitelny jedenacti.
Které nejmensi a které nejvétsi ¢islo muze byt vysledkem Hynkova prikladu?
(E. Novotnad)

MozZné reseni. Hynkuv priklad mizeme prepsat jako
@Q+11-#+111-%x+1111- & +11111-$ =7

Druhy a ¢tvrty séitanec je délitelny 11. Koeficient 111 u tfetiho séitance a 11111 u patého
sC¢itance dava po déleni 11 zbytek 1. Tedy ptivodni soucet je délitelny 11, pravé kdyz soucet
Q@+ x4+ $ je délitelny 11.

Z dostupnych ¢isel 1ze ¢islo 11 (¢ jeho nasobek) vyjadiit jediné jako 2 4+ 4 + 5. Tedy
znaky @, x, $ predstavuji ¢isla 2, 4, 5 v néjakém poradi. Na znaky # a & zbyvaji ¢isla 1
a 3 v né¢jakém poradi.

Nejmensi soucet dostaneme, pokud znakim $, &, *, #, @Q po fadé prifadime nejmensi
mozna ¢isla v ramci predchozich omezeni:

o+ 33 +444 + 1111 4 22222 = 23 815. (1)

Nejvétsi soucet dostaneme, pokud znaktm $, &, *, #, @ po fadé prifadime nejvétsi mozné
¢isla v ramci predchozich omezeni:

2+ 11+ 444 + 3333 + 55555 = 59 345. (2)

Vysledkem Hynkova prikladu miize byt nejméné 23 815 a nejvyse 59 345.

Poznamka. Pocet moznosti, jak péti znakim priradit pét ¢islic, je 5-4-3-2-1 = 120. I bez
uvodnich postiehti 1ze urcit nejmensi a nejveétsi soucet, aniz by se musely probirat vSechny
moznosti. Napf. nejvétsi mozny soucet, ktery lze z danych cislic obdrzet bez naroku na
délitelnost 11, odpovida prifazeni $ = 5, & = 4, * = 3, # = 2, @Q = 1, coz zkracené
zapiSeme jako (5,4, 3,2,1). Mozné soucty sestupné odpovidaji pfifazenim

(5,4,3,2,1), (5,4,3,1,2), (5,4,2,3,1), (5,4,2,1,3), (5,4,1,3,2), (5,4,1,2,3),
(5,3,4,2,1), (5,3,4,1,2), (5,3,2,4,1), (5,3,2,1,4),
Postupnym vypoctem odpovidajicich sou¢ti a ovérenim jejich délitelnosti 11 1ze odhalit
nejvétsi vyhovujici moznost. Reseni (2) odpovida 8. moznosti v této posloupnosti.

P1i hledani nejmensiho mozného Hynkova souctu lze postupovat obdobné, pocinaje
pfifazenim (1,2,3,4,5). Reseni (1) odpovid4 27. moznosti v piislusné posloupnosti.
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Z8-1-5
Trojthelnik ABC' je rozdélen tiseckami jako na obrazku. Usecky DE a AB jsou rov-
nobézné. Trojthelniky CDH, CHI, CIE, FIH maji stejny obsah, a to 8 dm?.

Urcete obsah ¢tyruhelniku AFHD. (E. Semerddovd)
C
D H 1 E
A F G B

Mozné tfeseni. Trojuhelniky CDH a C'HI maji spole¢nou stranu C'H, tedy maji stejnou
vysku ze spole¢ného vrcholu C. Tyto trojahelniky maji stejny obsah, tedy tisecky DH a HI
jsou shodné. Trojuhelniky C'HI a F'I H maji spole¢nou stranu H I, tedy maji stejnou vysku
ze spole¢ného vrcholu I. Tyto trojuhelniky maji stejny obsah, tedy usecky CH a HF' jsou
shodné.

Predchozi zavéry znamenaji, ze H je stfedem usecek DI a C'F, coz jsou uhlopiicky
¢tyruhelniku CDFI. Tento ¢tytuhelnik je tedy rovnobéznikem, ktery je tthloprickami roz-
délen na ¢tyti trojuhelniky se stejnym obsahem. Obsah rovnobézniku C'DF'I je tedy roven
¢tyfnasobku obsahu trojuhelniku CDH.

Zejména plati, ze ptimky AC a F'I jsou rovnobézné, tedy také ¢tyithelnik AFID je
rovnobéznikem. Tento rovnobéznik ma s rovnobéznikem C' D F'I spole¢ny trojuhelnik DF'I,
ktery tvoti polovinu jak prvniho, tak druhého rovnobézniku. Obsah rovnobézniku AFID
je tedy stejny jako obsah rovnobézniku CDFI.

Obsah ¢tyfiahelniku AFH D muzeme vyjadrit takto:

Sarup = Sarip — SrIH =
= Scprr — Scpu =
=4- SCDH - SCDH =3-8=24 (dm2)




Poznamky. Ctyithelnik AFHD je vlastné lichobéznikem. Body B a E nehraji pfi feseni
ulohy zadnou roli. Z tvodnich postiehti vyplyva nékolik dalsich skutecnosti, které lze pouzit
pri feSeni ulohy:

Usecky DI, IF a FD jsou stfednimi pfickami trojthelniku AGC, a ty rozdéluji tento
trojihelnik na ¢tyri shodné trojuhelniky. Obsah kazdého z téchto trojuhelnikd je roven
dvojnésobku obsahu referen¢niho trojahelniku CDH (na obrazku vyznaceno jako S). Tedy

Sarup =3-ScpH.

C

25 25
A F G

Trojahelniky CDH a C AF jsou podobné s koeficientem 2. Obsah trojihelniku C AF je
proto ¢tyfnasobkem obsahu trojuhelniku CDH. Tedy Sapyp = Scar—Scpa = 3-ScpH-

Z8-1-6
Adam vepsal do tabulky 3 x 3 ¢isla od 1 po 9 jako na obrazku:

7 6 4
1 2 8
9 3 )

Pro toto vyplnéni plati, ze soucet ¢isel tii policek podél kazdé strany je stale stejny. Adam
zjistil, Ze c¢isla do tabulky lze vyplnit i jinak, aniz by pokazil vlastnost se stejnymi soucty
podél stran.

Jakou nejmensi hodnotu mize mit tento soucet? Uvedte piiklad tabulky s nejmensim
souctem podél stran a vysvétlete, pro¢ mensi byt nemiize. (J. Tkadlec)

Mozné fesSeni. Vzhledem k tomu, ze kazdé rohové policko vystupuje ve dvou souctech,
snazime se do téchto policek umistit nejmensi mozné cisla a néjak doplnit zbytek. Po chvili
zkouseni 1ze odhalit napt. nasledujici vyplnéni, v némz je soucet ¢isel podél kazdé strany
roven 12:

1 9 2
8 7 6
3 ) 4
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Vyplnéni s mensimi soucty se najit nedafi, a to proto, ze to neni mozné. Nejmensi
mozny soucet podél strany se sc¢itancem 9 je 1 + 2 + 9 = 12. Tedy ¢islo 9 by muselo
byt uprostied tabulky a zbyla cisla podél stran. Nejmensi mozny soucet podél strany se
sCitancem 8 je 1 4+ 2 4+ 8 = 11. Tedy mensiho souctu dosahnout nelze a premyslime nad
doplnénim tabulky, podél jejiz jedné strany jsou cisla 1, 2 a 8. Podél protilehlé strany by
byla tfi ze zbyvajicich péti ¢isel. Nejmensi mozné ¢isla jsou 3, 4 a 5, jejichz soucet je vsak
3+ 4+ 5 =12 a nikoli 11.

Nejmensi mozna hodnota sou¢tu v Adamové tabulce je 12.

Poznamka. Kazdé ze ¢tyf rohovych policek prispiva do dvou soucti, kazdé ze zbylych
¢tyt policek podél stran prispiva do jednoho souc¢tu. Tedy soucet vsech ¢tyt souctt podél
stran je alespon
2-(1+24+3+4)+(5+6+7+8)=46.

Pozadavek rovnosti souctti podél stran znamena, ze predchozi soucet by musel byt délitelny
¢tyrmi. Nejblizsi vétsi cislo délitelné ctyfmi je 48. Tedy nejmensi mozné hodnota souctu
v Adamové tabulce je 48 : 4 = 12. VySe uvedena tabulka ukazuje, ze takové vyplnéni je
mozné.
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73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z9

7911

Pat a Mat se vykoupali v rybnice a pak si dali zavod do své chaloupky. V jistém
okamziku platilo, ze kdyby Mat mél zdolanu polovinu vzdalenosti, kterou dosud ubéhl,
chybél by mu do chaloupky trojnasobek oné poloviéni vzdalenosti. V tomtéz okamziku
platilo, ze kdyby Pat mél zdolan dvojnésobek vzdalenosti, kterou dosud ubéhl, chybéla by
mu do chaloupky tfetina oné dvojnasobné vzdalenosti.

Kdo byl v daném okamziku bliz chaloupce? (L. Hozovad)

MozZné feseni. Pokud by Matovi do chaloupky chybél trojnasobek ubéhnuté vzdalenosti,
pak by byl ve ¢tvrtiné. Tento pripad by nastal, kdyby mél zdolanu polovinu vzdalenosti,
kterou dosud ubéhl. Tedy Mat se v daném okamziku nachézel v poloviné mezi rybnikem
a chaloupkou.

Pokud by Patovi do chaloupky chybéla tretina ubéhnuté vzdalenosti, pak by byl ve
tfech ¢tvrtinach. Tento ptripad by nastal, kdyby mél zdolan dvojnasobek vzdalenosti, kterou
dosud ubéhl. Tedy Pat se v daném okamziku nachézel ve tfech osminach mezi rybnikem
a chaloupkou.

V daném okamziku byl bliz chaloupce Mat.

rybnik Pat Mat chaloupka

Poznamky. Pokud m a p po fadé zna¢i Matovu a Patovu vzdéalenost od rybnika v daném
okamziku a c¢ znaci celou vzdalenost mezi rybnikem a chaloupkou, potom informace ze
zadani doslovné zapiSeme takto:

Sma3(im) =e 2+ (2p) =
5 s ) =¢ o (2p) =c

Odtud jednoduse dostavame 2m = ¢, tedy m = %c, a %p =c, tedy p = %c.

79-1-2
Sestrojte kosoc¢tverec ABCD, ve kterém plati |[AC| = 8cm a |AS| = Tcm, kde S je
stfedem strany CD. (K. Pazourek)

Mozné resSeni. Vyuzijeme toho, Ze thlopticky v rovnobézniku se navzajem puli a v ko-
soCtverci jsou navic kolmé.

Oznac¢me prisecik thlopiicek AC a BD jako E a stied tisecky EC jako R. Usecka SR
je stiedni pFickou trojuhelniku DEC, ktera je rovnobézna se stranou DE. Usecka SR je
proto kolma na AC. V pravothlém trojihelniku ARS zname velikost piepony |AS| = 7cm
a velikost odvésny |AR| = 3|AC| = 6 cm. Vzhledem k tomu, Ze 7 > 6, takovy trojihelnik
opravdu existuje a lze sestrojit napt. takto:
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usecka AR s velikosti 6 cm,

kolmice k tisecce AR jdouci bodem R,

kruznice se stredem v bodé A a polomérem 7 cm,
bod S je prusecikem kolmice a kruznice.

Zbylé vrcholy kosoctverce, lze sestrojit nasledovné:

e bod C lezi na polopiimce AR ve vzdalenosti 8cm od A,
e bod D je stiedové soumérny s bodem C' podle stfedu S,
e bod B je osové soumérny s bodem D podle osy AC.

Poznamky. Hlavni pozornost vénujeme konstrukci trojuhelniku ARS. Konstrukce sou-
mérnych bodu D a B pokladame za dobte znamé, tedy detailné nerozepisujeme. Pruseciky
ve ¢tvrtém kroku konstrukce jsou dva; druha moznost vede k témuz feSeni s jinak oznace-
nymi vrcholy.

Dil¢i konstrukce 1ze realizovat rtizné. Napt. pro danou usecku AC lze body E a R po
fadé sestrojit jako stfedy tsecek AC a EC', bod D lze sestrojit jako prusecik piimky C'S
s kolmici k AC' jdouci bodem E, apod. Pravouhly trojuhelnik ARS je mozné sestrojit také
takto:

usecka AS' s velikosti 7 cm,

kruznice se stredem v bodé A a polomérem 6 cm,
kruznice s primérem AS,

bod R je priisecikem kruznic.
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Podle Thaletovy véty je tthel u vrcholu R vskutku pravy.

Trojuhelniky AC'B a AC'D vypadaji témér rovnostranné, ale nejsou. Zejména neplati,
ze se kruznice v prvnim obrazku dotyka tsecky CD, i kdyz to tak muze vypadat.

Jiné feSeni. Vyuzijeme toho, ze tsecky AS a DFE jsou téznicemi trojuhelniku ACD.
Navic si uvédomujeme, ze thlopticky v kosoctverci jsou navzajem kolmé.

Oznacme prusecik uhlopticek AC a BD jako E a prusecik téznic AS a DE, tj. té-

Vv

trojuhelniku AET tedy zname velikost prepony |AT| = 2|AS| = 4! cm a velikost odvésny
|AE| = 3|AC| = 4cm. Vzhledem k tomu, Ze & > 4, trojuhelnik AET opravdu existuje
a lze sestrojit podobné jako trojihelnik ARS v feseni uvedeném vyse. Zbylé vrcholy koso-
¢tverce, lze sestrojit napt. takto:

e bod D lezi na poloptimce ET ve vzdélenosti 3|ET| od E,
e bod B je stfedové soumérny s bodem D podle stiedu F,

e bod C je stfedové soumérny s bodem A podle stiedu F.

Poznamky. V uvedeném feseni je zapotiebi rozdélit danou tisecku na tretiny. Korektni
feSeni tohoto podukolu pokladame za dobie znamé, tedy detailné nerozepisujeme.

Pfedchozi poznamka souvisi s faktem, Ze trojuhelniky AET a ARS jsou podobné
s koeficientem podobnosti 2/3. Vhodnym rozsifenim diskutovaného utvaru lze objevit dalsi
vztahy a na nich zalozit alternativni konstrukce. Pokud body A’, B’, D', E’ znadi po fadé
body soumérné s A, B, D, E podle stiedu C, potom nap¥. ¢tyfthelnik ACB’D je rovnobéz-
nikem, ¢tyfuhelnik DEE’ B’ je obdélnikem, trojihelnik AE’'B’ je podobny s trojihelnikem
ARS (tedy i AET) apod.
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79-1-3

V zékladni skole U T¥i dubti, kam chodi i Zikmund, kazdoro¢né poradaji védomostni
soutéz, v niz kazdy soutézici muze ziskat nejvice 15 bodl. Letos byl primérny bodovy
zisk soutézicich zaokrouhleny na desetiny roven 10,4. Zikmund si po soutézi uvédomil, ze
jednu otazku si Spatné precetl a odpovidal na néco jiného. Mohl tak mit o 4 body vice
a prumeérny bodovy zisk zaokrouhleny na desetiny by se tim zvysil na 10,6.

Urcete, kolik nejméné a kolik nejvice déti letos U tii dubi soutézilo. (M. Petrova)

Mozné reseni. Pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly, tedy skuteény prameérny bodovy zisk
mohl byt v rozmezi od 10,35 véetné po 10,45 vyjma (toto ¢islo se jiz zaokrouhluje na
10,5). Pokud n zna¢i pocet tcastnikti soutéze a ¢ celkovy soucet bodu ziskanych vSemi
soutézicimi, potom predchozi podminku zapiseme takto:

10,35 < £ < 10,45. (1)
n
Obdobnou tvahou zjistujeme, ze dalsi podminka ze zadani znamené:
4
10,55 < % < 10,65. (2)
n

Vzhledem k tomu, ze <% =

postupné dostavame:

+ 24 a ze s¢itanec £ je omezen v (1), z podminky (2)

3o

4
1055 — £ <2 <1065 — <,
n n n

4
0,1 < —<0,3. (3)
n
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Dalsimi ekvivalentnimi ipravami najdeme omezeni pro n:

n 10
10> > =
“ 173

40
40 >n> —.
3
Témto omezenim vyhovuji vSechna pfirozena c¢isla od 14 do 39.
Soutéze se zucastnilo nejméné 14 a nejvice 39 déti.

Poznamky. Vsimnéte si, Ze v omezenich (3) jsou obé nerovnosti ostré: pro spodni odhad

odecitame od 10,55 nejvétsi moznou hodnotu -, a ta je ostie mensi nez 10,45; pro horni

odhad odecitame od hodnoty ostie mensi nez 10,65 nejmensi moznou hodnotu -, a ta je
10,35. Informace o maximalnim poc¢tu bodt, které mize ziskat kazdy soutézici, je nadby-
tecna.

Naznak jiného resSeni. K moznym poctiim soutézicich se lze dopracovat i zkouSenim
moznosti. Za predpokladu, ze hodnoty primeérnych bodovych ziskid jsou presné, by pod-
minky (1) a (2) byly nahrazeny rovnostmi

4
€ _104 °F
n n

= 10,6.

Dosazenim prvni rovnosti do druhé a tpravou dostavame % = 0,2, tedy n = 20. To je
vyhovujici pocet soutézicich a ostatni vyhovujici moznosti lze najit zkousenim okolnich
Cisel a ovéfovanim podminek ze zadani. Neni nutné postupovat Gplné systematicky, staci
najit mezni hodnoty, pro které podminky plati, ale pro nasledovnika, resp. ptredchiidce
neplati. Napf. ovéfeni pro horni omezeni poc¢tu soutézicich vypada nasledovné:

e Podminka (1) pro n = 39 a jeji postupné tpravy davaji
c
10,35 < — < 10,45,
— 39

403,65 < ¢ < 407,55,
407,65 < ¢+ 4 < 411,55,

4
10,4525541 < % < 10,5525641.

Tato omezeni nejsou ve sporu s omezenimi (2), pouze je zpresiuji. Tedy pocet souté-
zicich mohl byt 39.
e Podminka (1) pro n = 40 a jeji postupné tpravy davaji

C
10,35 < — < 10,45,
= 40
414 < ¢ < 418,

418 < ¢+ 4 < 422,

c+4
10,45 < ——— < 10.55.
T 40 <

Tato omezeni jsou ve sporu s omezenimi (2) — zadné ¢islo neni ost¥e mensi nez 10,55
a soucasné vétsi nebo rovno 10,55. Tedy pocet soutézicich nemohl byt 40.
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7914

Kéaja mél vynasobit dvé dvojmistné ¢isla. Z nepozornosti zameénil poradi cislic v jed-
nom z cCinitelil a dostal soucin, ktery byl o 4 248 mensi nez spravny vysledek.

Kolik mélo Kajovi spravné vyjit? (L. Hozovad)

Mozné feseni. Ozna¢me x a y Kédjova dvojmistna ¢isla a dejme tomu, ze ¢islice zaménil
v prvnim ¢isle. Pokud ¢islice ¢isla x oznac¢ime a a b, potom plati

(10a + b)y — (10b + a)y = 4248.

Po tpravé dostavame 9(a — b)y = 4248 neboli (a — b)y = 472. Odtud vyplyva, ze ¢islo y je
dvojmistnym délitelem cisla 472.
Prvociselny rozklad ¢isla 472 je 472 = 23-59, tedy jeho jedinym dvojmistnym délitelem
je 59. To znamend, ze a — b = 8. Této podmince vyhovuji nasledujici dvé moznosti:
e a=8,b=0, tedy (10a + b)y = 80 - 59 = 4720,
e a=9,b=1, tedy (10a + b)y = 91 - 59 = 5369.
Kéjovi mélo spravné vyjit bud 4720, nebo 5369.

Poznamka. Pfi zaméné ¢islic v prvnim piipadé dostavame 08. To sice dava vyhovujici
FeSeni (80-59—8-59 = 4248), ale nejedna se o dvojmistné ¢islo. Nechce se vérit, ze by si Kaja
tohoto faktu i pfi své nepozornosti nevsiml. Vylouceni této moznosti proto nepovazujeme
za chybu.

7Z9-1-5
Trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C. Body A’, B’, C’ jsou
obrazy boda A, B, C postupné ve stfedovych soumérnostech se stiedy C, A, B. Dokazte,
ze plati
|A'B'|> + |B'C')> + |C"A'|? =14 - |AB|*.
(J. Zhouf)

Mozné resSeni. Vzhledem ke smértim odvésen trojuhelniku ABC opiseme trojuhelniku
A’B’C" obdélnik jako na néasledujicim obrazku. Pii obvyklém znaceni a = |BC| a b = |AC|
maji strany tohoto obdélniku velikosti 3a a 3b:

Cl
|
|
‘ a
|
B -
a
s .
A C A
\\\\ a/
b b b B’
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Kazda ze stran trojuhelniku A’B’C’ je pieponou pravouhlého trojihelniku, jehoz
hlavni vrchol lezi v nékterém z vrchold opsaného obdélniku. Podle Pythagorovy véty tak
postupné odvozujeme, ze

|A'B'|? = a® + (3b)* = a® + 9,
|B'C'|* = (3a)* + (2b)* = 9a? + 4b?,
|A'C'|)? = (2a)? 4 b* = 4a® + b2,

Souctem téchto tii vyjadieni a s pomoci Pythagorovy véty v trojiuhelniku ABC vskutku
dostavame

|A'B'|> +|B'C'|* + |C'A'|> = 14a® + 14b* = 14 - |AB|?.

79-1-6
NizZe je naznacena cCast ctvercové sité sestavajici ze 4 radkt a 2023 sloupch.

Urcete pocet ¢tverctl, jejichz vSechny vrcholy jsou uzlovymi body ¢tvercové sité.
(K. Pazourek)

Mozné reseni. Nejmensi ¢tverec s vrcholy v uzlovych bodech ma rozméry 1 x 1, nejvétsi
ma rozmeéry 4 x 4. V ramci téchto omezeni najdeme dalsi pripady, které rozlisime nasle-
dovné.

e Ctverce se stranami rovnobé&znymi vzhledem k siti:

A B C D

e Ctverce se stranami tihlopfi¢nymi vzhledem k siti:
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E F

e Ostatni étverce:

—
\ \/ \/

Pro vlastni pocitani c¢tverct jistého typu neni podstatné jejich natoceni, ale pouze
kolik jednotek zabiraji ve vodorovném a svislém sméru. Tedy ctverca typu B je v siti
stejny pocet jako &tverchi typu E. Ctverci typu C je v siti stejny pocet jako étvercii typu
G, resp. H. Ctvercti typu D je v siti stejny pocet jako &tverct typu F, coz je stejné jako
¢tverctu typu I, resp. J.

Staci tedy spocitat ctverce ¢tyt typii:

e Ctverec typu A miizeme ve svislém sméru umistit ¢tyfmi zptisoby, ve vodorovném
sméru 2023 zpusoby. Takovych ¢tverct je

4-2023 = 8092.

e Ctverec typu B (resp. F) miizeme ve svislém sméru umistit tfemi zptisoby, ve vodo-
rovném smeéru 2 022 zpisoby. Takovych ¢tverci je

3-2022 = 6 066.

e Ctverec typu C (resp. G, H) miizeme ve svislém sméru umistit dvéma zpisoby, ve
vodorovném sméru 2 021 zpusoby. Takovych ¢tverct je

2-2021 = 4042.

e Ctverec typu D (resp. F, I, J) mtizeme ve svislém sméru umistit jedinym zptisobem,
ve vodorovném smeéru 2 020 zptusoby. Takovych ctvercu je

1-2020 = 2020.

Pocet ¢tverci, jejichz vSechny vrcholy jsou uzlovymi body sité, je

1-8092+2-6066+ 3-4042 + 4 -2020 = 40430.
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