64. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti I. kola kategorie A

1. Je ddno prirozené ¢islo n. Ctverec o strané délky n je rozdélen na n? jednotkouvych
Ctverecku. Za vzdalenost dvou ctverecki povazZujeme vzdalenost jejich stredu. Urcete
pocet dvojic ctverecki, jejichz vzdalenost je 5.

RESENI. Polohu jednotkovych étvereckii budeme v feSeni vyjadiovat souradnice-

mi — Cétvereéek v r-tém fadku a s-tém sloupci oznac¢ime (7, s). Pomoci Pythagorovy

véty snadno nahlédneme (obr. 1), ze ¢tverecek (r, s) ma vzdalenost 5 pravé od ¢tverecku

(rys+5), (r+5,s), (r+3,s+4), (r+4,s+3), (r+3,s—4), (r+4,s—3), )
(r,s —5), (r—>5,s), (r—3,s—4), (r—4,s—3), (r—3,s+4), (r—4,s+3).

Celkem tak mame nejvyse 12 moznosti; méné jich je v pripadé, kdy nékteré ze soutadnic
odpovidaji poloze mimo étverec n x n, tj. kdyz nelezi v mnoziné {1,2,...,n}.

Obr. 1

Spocitejme nejdiive, kolik existuje dvojic ¢tverecki typu {(r,s), (r,s + 5)}, tedy
,vodorovnych“ dvojic. Pokud n = 5, je jich v kazdém z n fadkia n — 5, protoZe pro
pevné r muze s nabyvat hodnot 1,2,...,n — 5. Dohromady je ,vodorovnych“ dvojic
n(n — 5). Vzhledem k soumérnosti je stejné i ,svislych® dvojic.

Dvojic étverecku typu {(r,s), (r +3,s +4)} je celkem (n —4)(n — 3) (pokud n =
= 4), protoze r muze nabyvat hodnot 1,2,...,n — 3 a s hodnot 1,2,...,n — 4. Ze
soumérnosti dostavame, ze i dvojic ¢tverecku typu {(r,s), (r +4,s+3)}, {(r,s), (r + 3,
s—4)}a{(rs),(r+4,s—3)} je stejny pocet.

Jelikoz se zajimame o pocet neuspordadanych dvojic c¢tverecki, ostatni moznosti
z (1) jiz zapocCitavat nebudeme (jinak bychom kazdou dvojici zapocitali dvakrat). Celkem

je tedy hledany pocet dvojic ¢étverecku v piipadé n = 5 roven
2n(n — 5) + 4(n — 4)(n — 3) = 2(3n* — 19n 4 24).
Pro n < 4 je hledany pocet zfejmé rovny 0.
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Pozndmka. Ulohu lze fesit i nasledovné: Do kazdého ¢tverecku velkého &tverce vepi-
seme cislo udavajici pocet ¢tverecki, které od néj maji vzdalenost 5. Pro vysledek staci
secist vSechna vepsand ¢isla a soucet vydélit dvéma (kazda dvojice ¢tverecki je v souétu
zapocitdna dvakrat). P¥itom pokud je ¢tverecek od okrajovych ¢tverecku ¢tverce vzdé-
len alesponi 5 (jeho soufadnice (r, s) tedy spliiuji nerovnosti 6 < r,s < n —5), je v ném
napsano c¢islo 12. Stacéi tedy vySetfit ¢isla blizko okraju ¢tverce, a zvlast blizko jeho
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Obr. 2

rohti. Nevyhodou tohoto pFistupu je, Ze je nutné zvlast vysetfit situace pro n < 9, kdy
okrajové oblasti maji mens$i rozmér nez v obecném piipadé n = 10, pro ktery je situace
znézornéna na obr. 2. Pro n 2 10 je vysledny pocet dvojic roven

1
3 (12(n — 10)*> +4(n — 10)(11+9+3-7) +4(10+2-84+7-6+6-5+9-4))
a podobné vyjadfeni (uz bez proménné n) vyplyvajici z obr.3a az 3e lze napsat pro

jednotlivé pfipady n € {9,8,7,6,5}. D4 se ovérit (a vyplyva to z predchoziho FeSeni),
7e viechna tato vyjadieni se daji reprezentovat jednim vzorcem 2(3n2 — 19n + 24).

41312234
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211012 41312234
Obr. 3a Obr. 3b

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Kolik je ve ¢tverci n x n dvojic étvereckd, jejichZ vzdéalenost je 27 [Pokud n 2 2, je jich
v kazdém Fadku n — 2 a stejné i v kazdém sloupci. Celkem jich je 2n(n — 2).]
N2. Kolik je ve &étverci n x n dvojic étvereckt, jejichz vzdalenost je v/5? [Pro n = 2 jich je
4(n —1)(n — 2).]
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Obr. 3¢ Obr. 3d Obr. 3e

D1. Uréete podet dvojic (a,b) pfirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je soucin ab
deélitelny tfemi. [51-C-II-1]

D2. Ctvercova tabulka je rozdélena na 16 x 16 poli¢ek. Kobylka se po ni pohybuje dvéma
sméry: vpravo nebo doli, pfiéemz st¥id4 skoky o dvé a o t¥i poli¢ka (tj. zddné dva po
sobé jdouci skoky nejsou stejné dlouhé). Zadind skokem délky dva z levého horniho
poli¢ka. Kolika riznymi cestami se mtze kobylka dostat na pravé dolni policko? (Pod
cestou méame na mysli posloupnost poli¢ek, na které kobylka doskoé¢i.) [62—C—I-1]

2. Je dan trojuhelnik ABC, v némz je BC' nejkratsi stranou. Jeji stred oznacme M.
Na strandch AB a AC uréime postupné body X a'Y tak, aby platilo |[BX| = |BC| =
= |CY|. Prusecik primek CX a BY oznacéme Z. Ukazte, Ze primka ZM prochazi
stredem kruznice pripsané strané BC' daného trojuhelniku.

RESENI. Oznaéme S stfed kruznice piipsané stra- A
né BC. Bod S lezi na osach vnéjsich thla pfi vrcholech
B a C daného trojuhelniku. Pokud tedy velikosti tthla
v trojuhelniku ABC oznac¢ime obvyklym zptisobem, plati X

1
[xCBS| = 5(180° — 5).

Podle zadani je trojuhelnik C'X B rovnoramenny se
zakladnou CX. Jelikoz pfi jeho hlavnim vrcholu B ma
vnit¥ni thel velikost 3, pro velikost thlu pti zakladné plati
rovnost B C

1
20¥BOX|+p=180°, odkud [xBCX|= ;(180°-B).

Je tedy |<CBS| = |xBCX|, z ¢ehoz s ohledem na vlast- \ /
nosti st¥idavych thli vyplyva, ze pfimky BS a XC jsou N/
rovnobézné (obr.4). g
Ziejmé analogickym postupem lze odvodit rovnobéz-
nost piimek C'S a Y B, takze ¢tyfthelnik BSCZ je rovno- Obr. 4
béznik. Protoze bod M je stfedem jeho tuhlopricky BC', musi byt stfedem i jeho druhé
uhlopticky SZ, body Z, M, S lezi tudiz v pfimce, coz jsme méli dokazat.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Oznac¢me S, T, U postupné stfedy kruznic pfipsanych strandm BC, C A, AB daného

trojuhelniku ABC. Dokazte, ze trojuhelniky SBC, ATC, ABU jsou podobné. [Troj-

tihelniky jsou podobné podle véty wu; velikosti jejich vniténich whla jsou 90° — ia,

2
90° — 1, 90° — 1]



N2. V daném ¢tyfahelniku ABC D oznaéme postupné K, L, M, N stfedy stran AB, BC,
CD, DA. Dokazte, ze stied tusecky KM lezi na piimce LN. [Usecky KL a NM jsou
stfedni pricky trojuhelniki AC'B a ACD, jsou tedy rovnobézné s AC, tudiz i navzajem.
Podobné LM || KN. Takze KLMN je rovnobéznik a stfedy tse¢ek KM, LN jsou
totozné.]

D1. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |xDAB| =
= |¥xABC| = 36°. Na zékladné AB je dan bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte, ze
kruznice opsané trojuhelnikim AK D a K BC maji vngjsi dotyk. [53-B-1-2]

D2. Je dana kruznice k se stfedem S. Kruznice [ mé vétsi polomér nez kruznice k, prochazi
jejim stfedem a protina ji v bodech M a N. Pfimka, kterd prochazi bodem N a je rov-
nobézna s primkou M S, vytina na kruznicich tétivy NP a NQ. Dokazte, Ze trojihelnik
MPQ je rovnoramenny. [59—-C-II-3]

3. Najdéte vsechna celd c¢isla k 2 2, pro kterd existuje k-prvkovd mmnoZina M celych
kladnych cisel takovad, Ze soucin vsech cisel z M je délitelny souctem libovolnych
dvou (riuznych) cisel z M.

RESENT. UkdZeme, Ze vyhovuje kazdé k = 2. Snazime se tedy sestrojit k-prvkovou
mnozinu pfirozenych ¢éisel {ny,ns,...,n;} takovou, ze pro libovolné indexy 4, j spliujici
1 =i < j = koplati n; +nj | ning...nk. Konstrukei takové mnoziny zaloZime na
postupu, pii kterém zac¢neme s libovolnou k-prvkovou mnozinou a pokusime se ji zménit
na vyhovujici.

Uvazujme nejprve jednoduchy pfipad £ = 2 a zaénéme s mnozinou {1,2}. Souéin
jejich prvki je roven 2, zatimco jediny mozny soucet jejich dvou riznych prvkia je
1+ 2 = 3 1 2, mnozina tedy nevyhovuje. Pokud v8ak kazdy jeji prvek vynasobime
¢islem 3 (tedy ¢islem, které ,zpisobilo“, Ze mnozina nevyhovuje), dostaneme vyhovujici
mnozinu {3,6}, protoze 3+6 =913 -6.

Podobné pokud v pfipadé k = 3 zaneme s mnozinou {1, 2, 3} se souc¢inem prvk 6,
obdrzime ,nevyhovujici* souéty 1+3 =416, 2+ 3 = 51 6. Vynéasobime-li vSechny
prvky této mnoziny &islem 4 - 5 = 20, dostaneme vyhovujici mnozinu {20,40,60}.!
Mnozina by samoziejmé vyhovovala i v piipadé, ze bychom c¢isla vynasobili néjakym
vétsim nasobkem ¢isla 20.

Nacértnuty postup nyni zobecnime pro libovolné k£ = 2. Za¢néme s mnozinou
{1,2,...,k}. Chceme vSechny jeji prvky vynésobit takovym ¢islem N, které je nasob-
kem téch souctti i + j (pro 1 =i < j < k), jez nedéli sou¢in 1-2-... -k = k!. Jelikoz
i+ 7 < 2k — 1, staci napifklad polozit N = (2k — 1)!. (Cislo N tak bude nasobkem
vSech moznych soucti i + 7, nejen téch, které nedéli k!, coz na to, zda vyslednad mnozina
vyhovuje, nema vliv.)

Sestrojili jsme tedy mnozinu

{k-1L2 -2k -1),... k- (2k — 1)!},
o které ukazeme, ze vyhovuje podminkam tulohy. Soucin jejich prvkd je totiz roven
k! ((2k —1)!)* a piitom pro kazda dvé 4, j splitujici 1 < i < j < kplatii+j | (2k —1)!,

a tudiz (vzhledem k podmince k = 2)

i (2k— D)1 4+5-(2k — 1) = (i +4) - (2k — D! | k1((2k — D).

1 Pro splnéni podminek zadani by dokonce stacilo prvky vynésobit ¢islem 2 -5 = 10.
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Poznamka. Uvedeny postup lze aplikovat obecnéji pro libovolnou pocatec¢ni k-tici
riznych pfirozenych c¢isel a1, as,...,ar. Oznaéme N libovolny spole¢ny nasobek vsech
(g) c¢isel a; +aj, 1 < i < j < k (mizeme naptiklad za N vzit jejich nejmensi spolecny
nasobek). Pak ma k-prvkova mnozina

{Nal,Nag,...,Nak}

pozadovanou vlastnost, protoze souéin vsech jejich prvki je délitelny ¢islem N*, zatimco
soucet libovolnych dvou jejich prvki je délitelem é&isla N?2. Posledni tvrzeni plati diky
tomu, Ze z podminky a; + a; | N vyplyva

Nai—l—Naj :N(az—l—aj) ‘ N2.

JINE RESENI. Pro k = 2 a k = 3 lze zkouSenim nebo postupem z tvodu prvniho
feSeni objevit vyhovujici mnoziny, napt. {3,6} a {3, 12, 15}. UkaZeme, Ze pro kazdé k = 4
je vyhovujici mnozinou M = {2,6,10,...,4k — 2}, tedy mnozina dvojnasobkt prvnich
k lichych pfirozenych c¢isel. Soucin prvki této mnoziny je

2F.1.3.5-...-(2k —1). (1)
Soucet i-tého a j-tého prvku mnoziny M (pro 1 < i < j < k) je roven
22 —1)+2(2j — 1) =4di+4j —4=4(i+j—1)=4-2% n,

kde n je nejvétsi lichy délitel cisla ¢ + 7 — 1 a « je exponent ¢isla 2 v prvociselném
rozkladu ¢isla i+ j — 1. Jelikoz 1 S n < i+ 75 —1 < 2k — 2, nachdzi se ¢initel n v soudinu
1-3-5-...-(2k — 1). Matematickou indukeci 1ze snadno pro k = 4 dokazat nerovnost
2F=1 > 2k —1, ze které vyplyva a < k—2 (nebot 2% | i+j—1 < 2k—1). Proto 4-2¢ | 2*.
Dohromady tak dostavame, ze 4 - 2% - n déli soucin (1), coz jsme chtéli dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze pokud pro pfirozend éisla a, b, ¢, d plati a | c a b | d, pak ab | cd. [Z pFed-
poklada vyplyva, ze zlomky c/a, d/b jsou celd &isla, takze i jejich soudin cd/ab je celé
¢islo.

N2. Dokazte, ze pokud jsou p¥irozenad éisla a, b nesoudélnd, pak a+b { ab. [Pokud nsd(a, b) =
=1, pak nsd(a + b,a) = nsd(a + b — a,a) = nsd(a,b) = 1. Podobné& nsd(a + b,b) = 1.
Odtud nsd(a + b,ab) = 1, takze zlomek ab/(a + b) je v zdkladnim tvaru, a protoze
a+b > 1, neni celym ¢islem.]

N3. Dokazte, ze zadna t¥iprvkovd mnozina vyhovujici zaddni neobsahuje ¢islo 1. [Sporem:
necht mnozina {1, a,b} vyhovuje. Pak a + 1 | ab, a jelikoz nsd(a + 1,a) = 1, nutné
a+1]b,¢ili a < b. Analogicky b < a, ¢imz dostavame spor.]

N4. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cCislo k existuje k po sobé jdoucich prFirozenych cisel,
mezi nimiz neni zadné prvodislo. [Vyhovuje napf. k-tice (k+ 1)! +2,(k+ 1)1 +3,...,
(E+D!'+ (E+1)]

D1. Dokazte, ze existuje rostouci posloupnost (a, )52 ; p¥irozenych Eisel takova, ze pro kazdé
pfirozené ¢islo k = 2 posloupnost (k+a, )52 ; obsahuje pouze koneéné mnoho prvoéisel.
Rozhodnéte, zda existuje rostouci posloupnost (an )52 ; pfirozenych éisel takova, ze pro
kazdé celé ¢islo k = 0 posloupnost (k+arn )22 ; obsahuje pouze kone¢né mnoho prvocisel.
[46—-A—T11-4]

D2. Dokazte matematickou indukci pro k > 4 nerovnost 281 > 2k — 1.

D3. Ukazte, %e pro kazdé celé k = 2 Ize vybrat k riiznych piirozenych &isel tak, aby jejich
soucin byl délitelny kazdym cislem, které je souétem nékolika z vybranych éisel (ne
nutné dvou jako v soutézni dloze). [Libovolné vybranou k-tici &isel a1, a2, ...,ar za-
méite za k-tici Nai, Nag, ..., Nag, kde N je spoleény nasobek vsech 2% — k — 1 souétt
aj; taj, +...+a;, (2 é?“é k‘)]



4. Predpoklddejme, Ze pro redlnd cisla x, y, z plati
15(z +y + 2) = 12(zy + yz + 22) = 10(z? + y* + 2?)

a Ze alespon jedno z nich je ruzné od nuly.
a) Dokazte rovnost x +y + z = 4.
b) Najdéte nejmensi interval (a,b), v némz lezi vsechna t7i ¢isla z libovolné trojice
(z,y, z) vyhovujici predpokladim ulohy.

RESENT. a) Hodnotu, které se rovnaji t¥i vyrazy uvedené v zadani, oznac¢me a. Plati

tedy
1 1

x+y+z:%a, Yy +yz + 2r = 334, :c2+y2—|—22:ﬁa.
Po dosazeni do zndmého vztahu (z +y+2)? = 2% + y? + 22 + 2(2y + y2z + zz) dostaneme
pro a rovnici

(£a)® =a+2-L5a neboli a(a—60)=0.

Alespoii jedno z &isel x, y, z je nenulové, proto a = 10(x? + y2 + 22) > 0. Nutné tedy
a=60,cliz+y+2z=060/15=4.

b) Z prvni ¢asti FeSeni plyne zy+yz+zx = 60/12 = 5. Tato rovnost spolu s rovnosti
xr +y + z = 4 jsou zfejmé ekvivalentnim prepisem predpokladi ze zadéni. Zapisme je
ve tvaru

r+y=4-—z,

2 (1)
xy=5—z(x+y) =5—2(4—2)=z"—4z+5.

Podle Vietovych vztaht jsou takova x, y pravé koreny kvadratické rovnice
24+ (z—4t+ 2> —42+5=0 (2)
s neznamou t a diskriminantem
D=(2—4)?—4(2* —42+5) = -32° +82—4=—(32 - 2)(z — 2).

Reélné hodnoty z, y spliujici (1) existuji, pravé kdyz je tento diskriminant nezdporny,
tedy kdyz % < 2 £ 2. Vzhledem k symetrii plati stejné podminky i pro proménné x, .
Hledany nejmensi interval je proto (%, 2).

Pozndamka. V uvedeném feSeni jsme predpoklady tlohy nahradili ekvivalentnimi
podminkami. V pripadé, ze bychom délali jen dtsledkové tpravy, museli bychom na
zaver jesté ukazat, ze pro krajni hodnoty z = %, resp. z = 2 opravdu existuji hodnoty
x, y splnujici zadani. Ty dostaneme jednoduchym dopocitanim dvojnasobnych korenti
kvadratické rovnice (2) (nebot diskriminant je pro uvedené hodnoty z nulovy). Odpo-
vidajici trojice (z,y, z) jsou (2,2,2) a (1,1,2).

JINE RESENI ¢asti b). Objevime-li vyhovujici trojice (g, %, %) a (1,1,2), miZeme

dolni a horni ohranic¢eni neznamé z odvodit tpravou nasledujicich zfejmych nerovnosti
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(vyuzijeme ptitom vztahy z +y + 2z =4 a 22 + y> + 22 = 60/10 = 6):

2 2 2
e - 3 20
x2+y2+22—%(x+y+z)+22+%20,
40 54
6— 10 49,4 51>
223,

resp.
(=1 + -1+ (-2 20,
2ty 2wty +2)—22+620,
6—8—2:462>0,
22 2.

Pozndmka. Pokud realna ¢isla x, y, z spliuji rovnosti z+y+2 = 4 a zy+yz+zx = 5,
podle Vietovych vztahtl jsou trojici kofenti kubického mnohoélenu 3 — 4t% + 5t — ¢,
ve kterém ¢ = zyz. Ozna¢me p(t) = t3 — 4t? + 5t. Rovnice p(t) = ¢ m4 t¥i redlné
kofeny, pravé kdyz graf konstantni funkce s hodnotou ¢ protiné graf funkce p(t) ve tfech
bodech; v hrani¢nich pripadech se grafu dotyka, coz odpovida dvojnasobnym kofenem
mnohoclenu p(t) — c.

50 Lo —— 1 _>> 71 _

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
3
3
Obr. 5

Z obr.5 je pak vidét, jakych hodnot mohou nabyvat z, y, z, a specialné i jejich
ohraniceni: % < x,y,z < 2. Samoziejmé Ze pii tomto postupu je pro korektni feseni tieba
vypocitat, v kterych bodech funkce p(t) nabyva lokalni extrémy a nasledné dopocitat
pruseciky prislusnych piimek s jejim grafem. Na obr. 5 je pouze grafické shrnuti takového
postupu.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Rovnice z3 —52242x+3 = 0 m4 tfi redlné kofeny. Jaky je soudet jejich druhych mocnin?
[Pokud a, b, ¢ jsou kofeny dané rovnice, plati podle Vietovych vztahti a + b+ ¢ = 5,
ab+bc+ca=2,atedy a® +b>+c?=(a+b+c)?2—2(ab+bc+ca)=5%2—-2-2=21]

N2. Soucin dvou realnych ¢isel je dvojnasobkem jejich souctu. Jaky muize byt jejich soucet?
[Pokud a+b = p a ab = 2p, po vyjadieni b = pa a dosazeni do druhé rovnice dostaneme
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a? —ap+2p = 0, coz je kvadraticka rovnice s diskriminantem p2 — 8p. Ten je nezaporny
(existuje tudiz redlné feSeni), praveé kdyz p € (—o0,0) U (8, 00).]
D1. Dokazte, ze pokud pro realna ¢isla a, b, ¢ plati a + b+ c =1, je

2(a? 4+ b2+ ?)+ab+be+ca > 1.

[46-A—S-3]
D2. Urcete vSechny trojice realnych cisel a, b, ¢, které spliiuji podminky

a?+b2+c>=26, a+b=5 a b+c>T.
[62—A—S-3]

D3. Najdéte vsechny mozné hodnoty souctu x + y, jestlize redlna cisla x, y splnuji rovnost
23 + y3 = 3zy. [48-B-1-6]
D4. Predpokladejme, ze pro kladna redlnd d¢isla a, b, ¢, d plati

ab+cd=ac+bd=4 a ad + bc = 5.

Najdéte nejmensi moznou hodnotu souctu a 4+ b + ¢ + d a zjistéte, které vyhovujici
étvetice a, b, ¢, d ji dosahuji. [61-A-11-4]
D5. Predpokladejme, ze redlna cisla z, y, z vyhovuji soustavé rovnic

T4+ y+z=12, x2—|—y2+22:54.

Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni: a) Kazdé z ¢isel zy, yz, zx je alespon 9, avSak
nejvyse 25. b) Neékteré z ¢isel z, y, z je nejvysSe 3 a jiné z nich je alespon 5. [60-A—II1-3]

5. V daném trojuhelniku ABC oznacme D bod dotyku kruznice vepsané se stra-
nou BC'. Kruznice vepsand trojuhelniku ABD se dotykd stran AB a BD v bodech
K a L. Kruznice vepsand trojuhelniku ADC' se dotykd stran DC a AC v bodech
M a N. Dokazte, Ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznici.

RESENI. Na tivod pfipomeiime znamé tvrzeni: Jsou-li D, E, F body dotyku kruz-
nice vepsané trojuhelniku ABC postupné se stranami BC, C'A, AB a délky stran jsou
oznaceny jako obvykle, je
_btc—a c+a—2> a+b—c

CC, |BF|=1BD| =", (oD =|CE| = X

|AE| = |AF|
2

Toto tvrzeni jsme zformulovali pouze pro trojuhelnik ABC, v feSeni je vSsak budeme
vyuzivat i pro trojihelniky ABD a ACD.

K diikazu toho, ze ctyruhelnik KLMN je tétivovy, staci ukazat, ze osy tii jeho
stran se protinaji v jednom bodé.? Pfitom osy jeho stran KL a M N jsou zarovei osami
vnitinich thld trojuhelniku ABC pfi vrcholech B a C, protoze trojuhelniky LK B,
M NC jsou rovnoramenné se zakladnami LK, M N. Tyto dvé osy se protinaji ve stfedu
kruznice vepsané trojihelniku ABC, ktery jsme oznacili S (obr. 6). DokaZeme, Ze timto
bodem prochazi i osa strany LM.

Jelikoz polomér S D vepsané kruznice je kolmy na stranu BC', potfebujeme dokazat,
ze D je stfedem tusecky LM (pak SD bude jeji osou). K tomu vyuZzijeme tvodni tvrzeni.
Jeho aplikaci na trojuhelnik ABD a tsek DL a nasledné na trojuhelnik ABC' a tisek BD

dostaneme

|BD| +|AD| — |AB| _ 3(c+a—b)+|AD|—c _ 3(a—b—c)+|AD|

DL| =
2 2 2

2 Takovy prisecik mé totiz stejnou vzdalenost od vSech ¢tyf jeho vrcholl, tudiz existuje kruznice,
kterd v ném mé stfed a prochazi vSemi ¢tyfmi vrcholy.
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Podobné mame
|ICD| + |AD| —|AC| 3(a+b—c)+|AD|—b Li(a—b—c)+ |AD|

2 - 2 a 2 '
Odtud |DL| = |DM|, takze D je opravdu stfedem tsecky LM, coz jsme chtéli dokazat.

DM]| =

Pozndmka. 7 faktu,ze |DL| = |DM|,kromé jiného vyplyva i to, ze kruznice vepsané
trojuhelnikim ABD a ADC se dotykaji tisecCky AD ve stejném bodé.
JINE RESENI. Opét vicekrat vyuzijeme tvrzeni z tivodu prvniho feSeni. Podle né;
pro délku tseku AK v trojihelniku ABD mame
|AB| +|AD| — |BD| ¢+ |AD|—=(c+a—b) |AD|+ 3(b+c—a)
2 B 2 B 2

AK]| =
a podobné
AD|+ (b —
AN| = | ‘+2(2 te—a),

Jelikoz |[AK| = |AN|, je trojihelnik KN A rovnoramenny (obr.7), ¢ili |[xANK| =

Obr. 7

= 90° — Lav. Z rovnoramennych trojthelniki LK B, MNC mame [<BLK| = 90° — 35,
|« MNC|=90° — %7. Na zakladé toho jednoduse vyjadiime

|« KLM|=180° — |<BLK| = 90° + 15,
|xMNK|=180°— |xMNC| — |xANK| = 2o+ 37,
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odkud [xKLM|+ |[xMNK|=90°+ %(a+ B +7) = 180°, coz znamené, Ze ¢tyFthelnik
KLMN je tétivovy, jak jsme méli dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Necht P je bod lezici ve vnéjsi oblasti dané kruznice k. Timto bodem vedeme teény, které
se kruznice k dotykaji postupné v bodech U, V. Dokazte, ze |PU| = |PV|. [Vyplyva to
ze soumérnosti podle piimky PS, kde S je stied kruznice k.

N2. Dokazte, ze kruznice vepsand trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran v bodech D, E, F
uréenych rovnostmi |AE| = |AF| = s—a, |BF| = |BD| = s—b,|CD| = |CE| = s—c, kde
s = %(a—i—b—i—c). [Rovnosti |AE| = |AF|, |BF| = |BD|, |CD| = |CE| vyplyvaji z pfedeslé
navodné tkoly. Pokud délky téchto tisekt oznacime z, y, z, dostaneme soustavu x +y =
=c¢, y+2z=a, z+x =", jejiz feSenim dostaneme vyjadreni x = %(b +c—a)=s-—a,
y= %(c—l—a—b):s—b, z= %(a—l—b—c):s—c.]

N3. Dokazte, ze pokud se osy nékterych tri stran c¢tyruahelniku protinaji v jednom bodé,
je tento étyrthelnik tétivovy. [Prusecik os tii stran je stejné vzdélen od vsech &tyt
vrcholu.]

N4. Necht D, E, F jsou body dotyku kruznice vepsané trojuihelniku ABC' s jeho stranami.
Dokaizte, ze trojuhelnik DEF je ostrothly. [Velikosti Ghlid trojuhelniku DEF jsou 90° —
— %a, 90° — %B, 90° — %’y, coz jsou vSechno ostré thly.]

D1. Necht K, L, M jsou po fadé vnit¥ni body stran BC, C A, AB daného trojuhelniku ABC
takové, Ze kruznice vepsané dvojicim trojihelnikt ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK| - |CL| - |AM| = |CK]| - |AL| - |BM].

Dokazte. [49-A-1-2]

D2. Na pfimce a, na které lezi strana BC' trojuhelniku ABC), jsou dany body dotyku vsech
t¥{ jemu pfipsanych kruznic (body B a C nejsou znamy). Najdéte na této primce bod
dotyku kruznice vepsané. [63-B—S-3]

6. Nechf a, b jsou dand, navzdjem nesoudélnd prirozend ¢isla. Posloupnost (x, )2
) ) n)n=1

prirozenych cisel je sestavena tak, Ze pro kazdé n > 1 plati x,, = ax,_1+b. DokaZte,
zZe v libovolné takové posloupnosti kazdy clen x,, s indexem n > 1 déli nekonecné
mnoho jejich dalsich c¢leni. Plati toto tvrzeni i pron =17

RESENI. UkéZeme, Ze pro kazdé n > 1 existuje k > 0 takové, ze x,, | Tyt k. Z toho
pak nutné vyplyva, ze kazdy ¢len posloupnosti (s pfipadnou vyjimkou prvniho ¢lenu)
déli nekone¢né mnoho dalsich ¢lent, protoze opakované pouziti tohoto tvrzeni zarucuje
existenci nekonecné posloupnosti relaci

T | Togky | Trokytho | Troky thotks | - - -

Necht tedy n > 1 je pevné. Vyjadieme nésledujici ¢leny pomoci parametru a, b
a x,. Pomoci daného pfredpisu postupné dostaneme

Tp41 = aTn + b,
Tpnio = alax, +b) +b= a’x, + b(1+a),
Tnts = a(a®z, + b+ ba) + b= a*v, +b(1 +a+ a?),

Obecné pro kazdé celé k > 0 plati
Tk = "z, +b(1+a+...+a" 1),

10



coz se da formalné dokazat trivialni matematickou indukci. Proto pozadovana vlastnost
Ty | Znak je ekvivalentni s podminkou z,, | b(1+a+...+a*"1). UkdZeme, Ze existuje ,
pro néz

Tpll4+a+4...+a"1, (1)

¢imz bude zaruceno, ze xz,, déli x,, .
Uvazujme posloupnost

1, 1+a, 1+a+a% 1+a+a®+d?, ...,

tj. posloupnost ¢isel (sy),—; s predpisem s, = 14+ a + ... + a®~1. V této nekonecné
posloupnosti urcité existuji dva cleny, které davaji stejny zbytek pti déleni c¢islem x,,,
protoze moznych zbytkt je jen kone¢né mnoho. Reknéme, ze jsou to ¢leny si, a sp,,
pricemz k1 < ka. Rozdil si, — sg, je pak délitelny cislem z,,, ¢ili

| (L+a+... +ad= ) —Q4a+...+ad" H=d"Q+a+...+d2HH (2

Cisla a, b jsou nesoudélna, proto &islo z,, = ax,_1+b je nesoudélné s a (zadny netrivialni
délitel &isla a nedéli b, a tedy nedéli ani az,,_; +b), ¢ili i ¢isla z,, a a** jsou nesoudélna.
Z (2) proto vyplyva

Tp|14+a+...+ak2" "1

¢imz jsme dokazali platnost (1) pro k = ky — k1 > 0.

Tvrzeni o ¢lenu z; obecné neplati, ¢isla z1 a a totiz nemuseji byt nesoudélna (to
byla v predchozim postupu jedind podminka k tomu, abychom nasli £ > 0 takové, ze
Tn | Tptk). Vskutku, pokud napiiklad zvolime a > 1 a xz; = a, bude relace z; | z,
platit pouze pro n = 1, nebot kazdy ¢len xz, s indexem n > 1 je podle vyjadfeni
T, = ax,_1 + b Cislo, které je — stejné jako dané b — s éislem a (tedy i se zvolenym
¢islem x71) nesoudélné.

JINE RESENI. OdliSnym zpisobem dokézeme, Ze pro kazdé n > 1 existuje k > 0,
pro které plati (1). Podobné jako v ptedchozim feSeni odvodime, Ze ¢isla x,, a a jsou
nesoudélni. Podle Eulerovy véty je posloupnost zbytki ¢isel 1,a,a?,a®,... pti déleni
¢islem z,, periodickd od prvniho ¢lenu, pficemz délka periody (ne nutné nejkratsi) je
p(zn).”

Pro zjednodusSeni zapisu ozna¢me ¢(x,,) = r. Vzhledem k uvedenému plati

L=ad = =..=a"Y"  (mod x,),
al=at =gt = =qglen-Drtl (mod x,,),
" rt=d =0 = =0 (mod z,).

Proto soucet vSech vypsanych mocnin ¢isla a (kterych je x, v kazdém fadku) je kon-
gruentni podle modulu x,, s z,,-ndsobkem souctu » mocnin vybranych po jedné z kazdého
fadku. Jakykoliv z,,-nasobek je vsak kongruentni s nulou, a tak je platnost (1) ovéfena
pro k =, - r =z, - p(xy,).

3 Funkce ¢ je tzv. Eulerova funkce, tj. ¢(m) je poéet pfirozenych &isel mensich nez m, kterd jsou
s m nesoudélna.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Zopakujte si a dokazte nasledujici tvrzeni z teorie cisel:
a) pokud nsd(a,b) =1 aa | be, pak a | ¢;
b) nsd(a,b) = nsd(a — kb, b);
c¢) pokud nsd(a,b) = 1, pak nsd(a™,b") = 1.
N2. Je dana k-prvkova mnozina M, jejiz prvky jsou cela cisla. Dokazte, Ze existuje ne-
prazdnd podmnozina mnoziny M, soudet jejichz prvki je nasobkem ¢isla k. [Necht
M = {a1,...,ax}. Pokud se mezi k &isly a1, a1 +az, ...,a1+az+...+ar nachdzi naso-
bek k, je tvrzeni zfejmé. V opacném pripad€ se mezi nimi nachéazeji dvé ¢isla a1 +. . .+a;,
a1 +...4+aj, i < j, jez davaji pii déleni cislem k stejny zbytek, takze jejich rozdil je
nasobkem k, a pfitom je to zaroven i soucet prvkd mnoziny {a;4+1,ait2,...,a;}.]
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