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Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. Najdete vsechna prvocisla p, pro nez existuje prirozené cislo n takove, Ze p" + 1 je
treti mocninou nékterého prirozeného cisla.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

1.

D1.

D2.

D3.

D4.

Urcete v8echny trojice (a, b, ¢) pfirozenych ¢isel, pro které plati
2% + 4" = 8°.

[62-B-1-1]
Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel a, b takové, ze ab = a + b. [VSechny
¢leny dame na levou stranu a rozlozime ji na souc¢in: (a — 1)(b—1) = 1. Je jen
jeden zptisob, jak napsat ¢islo 1 na pravé strané jako soucin dvou nezapornych
celych cisel, proto a = b = 2.]
Najdéte vsechna prvocisla p, pro kterd existuje prirozené cislo x takové, Ze
p° +4 = 22 [Zfejmé x > 2 a z upravené rovnice p° = (z — 2)(x + 2) s ohledem
na r+2 > z—2 > 0 plyne, Ze dvojice (z + 2,z — 2) je bud (p°, 1), (p*, p), nebo
(p3,p?). V prvnim piipadé je p° — 1 = 4, ve druhém p? — p = 4, avSak zadnd
z obou rovnic nemé prvociselné feseni. Zbyva moznost p3 — p? = 4, ktera dava
p=2ax=6]
Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, g, pro které existuje pfirozené cislo a
takové, ze

pq a®+1

p+q a+1°

[62-A—T-1]

Najdéte vSechny dvojice pfirozenych cisel z, y takové, ze
zy?
r+y

je prvocislo. [58-A-1-3]

Dokazte, Ze pro zadné piirozené ¢islo n neni ¢islo 27" — n?7 prvocislem. [Slo-
venska verze 57-A-III-4, https://skmo.sk/dokument . php?id=215]

Najdéte viechna celd &isla n, pro néz je n* — 3n? + 9 prvocislo. [61-A-TI1-1]

. Mdme n? prdzdnijch krabic; kaZdd z nich md ctvercové dno. Viyska i §ivka kazdé

krabice je prirozené ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. KaZdé dvé krabice se lisi alespori
v jednom z téchto dvou rozmeri. Jednu krabici je dovoleno vlozit do druhé, md-li
oba rozmeéry mensi a alespon jeden z rozmeri ma alespon o 2 mensi. Takto mizZeme
vytvotit posloupnost krabic vlioZenych navzdjem do sebe (tj. pruni krabice je uvnitr
druhé, druhd krabice je uvnitt treti atd.). KaZdou takovou sadu uloZime na jinou
policku. Urcete nejmensi mozny pocet policek potrebny k uskladnéni viech n? krabic.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dvé pole na sachovnici nazveme sousedni, pokud maji spole¢nou stranu. Kolik
nejvice poli lze vybrat na Sachovnici 2n x 2n tak, aby zadné dvé z vybranych
poli nebyly sousedni? [Polovinu. Cel& $achovnice se da rozdélit na disjunktni
dvojice sousednich poli a z kazdé dvojice mtizeme vybrat maximalné jedno pole.
Polovina se da dosdhnout napt. vybérem vsSech poli jedné barvy pfi klasickém
obarveni Sachovnice. |

2. Vyfteste zadany kol pro n = 4 a n = 5. Nestac¢i uhodnout miniméalni pocet
policek: je tfeba jednak ukazat, ze je mozné krabice na urceny pocet policek
ulozit, jednak zdivodnit, ze mensi pocet policek nebude stacit.

3. Pro n € {3,4} najdéte co nejvétsi sadu krabic takovou, Ze zddnou z nich nelze
vlozit do jiné. Zkuste svou sadu zobecnit pro vétsi n.

D1. Vybornym dopliujicim materidlem (vhodnym i pro samostatnou pfipravu
zaki) je kapitola 3.2 ve Sbirce KMS dostupné na strance http://kms.sk/
zbierka.

3. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s vyskami AK, BL, CM. Dokazte, Ze trojuhelnik
ABC je rovnoramenny, prave kdyz plati rovnost

|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |BM| + |CK].

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, ze piimky AB a CD lezici v jedné roviné jsou na sebe kolmé, praveé
kdyz plati |AC|? —|BC|? = |AD|? — | BD|?. [Sta¢i dokazat, ze pokud A, B jsou
dva rtizné body v roviné a k je realné cislo, je mnozinou bodt X takovych, ze
|AX|? — |BX|? = k, pfimka kolma na p¥imku AB. V diikazu tohoto tvrzeni
staci uvazovat patu P kolmice z bodu X na pifimku AB a pouzit Pythagorovu
vétu v trojthelnicich APX a BPX; dostaneme |AX|* — |BX|? = (|AP|* +
+|PX|?)—(|BP|?*+|PX|?) = |AP|*—|BP|?. Pokud je hodnota |AX|?>—|BX|?
konstantni, je pata kolmice z X na AB vzdy stejnd pro vSsechny body X, lezi
tedy na pifimce kolmé na AB. Obracenim tvahy hned vidime, ze kazdy bod
této pfimky mé pozadovanou vlastnost.|

2. Dokazte, ze pro libovolny mnohoélen P(x) a libovolné redlné éislo r plati né-
sledujici tvrzeni: pokud P(r) = 0, je mnohoclen P(x) délitelny dvojclenem
x —r. [Po vydéleni P(x) ¢initelem x — r dostaneme podil Q(z) a zbytek R(x),
ktery ma mensi stupen nez x — r, musi to tedy byt konstantni mnohoclen. Po
dosazeni x = r do rovnosti P(z) = (z — r)Q(x) + R(z) mame R(r) = 0, ¢ili
zbytek je nulovy polynom.]

3. RozloZte na soudin vyraz be? —b%c+ ca? — c2a+ ab® — a?b. [(a—b)(b—c)(c—a).
Povazujte dany vyraz za mnohoclen v proménné a a vSimnéte si, ze b i ¢ jsou
jeho kofeny. Nebo trochu pracnégji: be? —b?c+ca® — c2a+ab* —a?b = be(c — b) +
+ ca(a — ¢) + ab(b — a) = be(c — b) — abe + abe + ca(a — ¢) + ab(b — a) = be X
x(c—b—a)+calb+a—c)+ablb—a) =clb+a—c)(a—0b)+abb—a) =
= (a —b)(bc — c® + ca — ab) = (a — b)(b—¢)(c — a).]

D1. Uvnitf strany AB libovolného trojahelniku ABC' lezi bod D. Dokazte, ze plati

|AB| - |CD|?+ |AB| - |AD| - |BD| = |BC|*- |AD| + |AC|* - |BD|.
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D2.

[Tento fakt je znam jako Stewartova véta. Pro trojihelniky ADC, BDC zapiSte
kosinovou vétu s thly ADC, BDC' a vyuzijte k eliminaci jejich kosini toho, ze
jsou to dvé navzajem opacné ¢isla.]

Dokazte, ze pokud pro realna ¢isla a, b, ¢ plati a?b* + b2c* + c2a* = a*b? +
+ b%c? + c*a?, maji nékterd dvé z ¢isel a, b, c stejné absolutni hodnoty. [L —
— P = (a® - b*)(b* — ?)(c* — a?)]

4. Najdeéte vsechny funkce f: N — N, ktere maji pro kazZdé prirozené c¢islo m ndsledu-
jiet vlastnost: pokud oznacime di,ds, ... ,d, vSechny délitele cisla m, plati

F(dy) - f(da) .- f(dy) = m.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

2.

D1.

D2.

Dokazte matematickou indukci, ze kazdé prirozené cislo vétsi nez 1 se da roz-
lozit na prvocinitele.

Urcete hodnoty funkce f, ktera spliiuje podminku ze zadani, pro mocniny troj-
ky.

Najdéte vsechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené cislo m
nasledujici vlastnost: pokud oznac¢ime di,ds,...,d, vSechny délitele cisla m,
plati

F(d) - f(ds) - .- f(dn) =27

[Matematickou indukci 1ze dokazat, ze f(z) = 2 pro kazdé prirozené ¢islo x.
Pokud si oznacime délitele ¢isla m vzestupné podle velikosti 1 = dy < dy <
< ... < d, = m, médme z indukéniho piedpokladu 2"~ !f(m) = 2" neboli
f(m) =2]

Urcete vSechny funkce f: Z — 7 takové, ze pro vSechna cela cisla x, y plati

f(f(z)+y) =z + f(y+2006).
[56-A-1-6]

Ozna¢me N mnozinu vsSech prirozenych ¢isel a uvazujme vSechny funkce f:
N — N takové, ze pro libovolna x,y € N plati

f@f) =yf(@).

Uréete nejmensi moznou hodnotu f(2007). [56—A-III-3]

5. Uvnitr zakladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC' lezi bod D. Zvolme bod E
tak, aby ADEC byl rovnobéznik. Na poloprimce opacné k ED leZi bod F' takovy, Ze
|EB| = |EF|. Dokazte, ze délka tétivy, kterou vytind primka BE v kruznici opsané
trojuhelniku ABF, je dvojndsobkem délky tusecky AC'.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

1.

Pomoci pocitani velikosti thli dokazte, ze vysky v ostrouhlém trojihelniku
ABC se protinaji v jednom bodé. [Oznac¢me postupné D a E paty vysSek z vr-
choli A a B, dale P prusecik usetek AD a BFE a X prusecik CP a AB.
Dokézeme, ze piimka CP je kolméa na AB. Ctyithelniky ABDE a CDPE
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D1.

D2.

D3.

jsou tétivové, protoze jejich vrcholy lezi na Thaletovych kruznicich s pru-
méry AB a C'P. Proto thly BAD, BED, PCD maji vsechny stejnou velikost
90° — |x ABC|. Uhel CX B, ktery dopo¢itdme ze znamych velikosti zbjvajicich
uhld v trojihelniku CX B, je tedy pravy.|
Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s patami vysek D, E, F', které lezi postupné
na stranach AB, BC, C'A. Obraz bodu F v stfedové soumérnosti podle stfedu
strany AB lezi na pfimce DE. Urcete velikost thlu BAC. [Slovenska verze
57-A-II-3, https://skmo.sk/dokument . php?id=214]
Je dan ostrothly trojuhelnik ABC takovy, ze |AC| # |BC|. Uvnitf jeho stran
BC a AC uvazujme body D a E, pro néz je ABDE tétivovy ctyttuhelnik. Pri-
secik jeho tthlopricek AD a BE ozna¢me P. Jsou-li pfimky C'P a AB navzajem
kolmé, pak P je prusefikem vysek trojihelniku ABC. Dokazte. [56—A-III-5;
Ozna¢me M patu vysky z vrcholu C; bod P lezi na tsecce C'M. Uvazujme
usecku B’C, ktera je obrazem tusecky BC' v osové soumérnosti s osou C M.
Uhly CBP, CB'P jsou diky symetrii shodné. Body A, B, D, E lezi podle
zadéni na kruznici, proto thly CAP a CBP jsou shodné. Z bodi A a B’ je
vidét tisecku C'P pod stejnym tthlem, navic jsou ve stejné poloroviné vzhledem
k pfimce CP, a tedy PCAB’ je tétivovy ¢tyfuhelnik. Proto uhly B’AP, B'CP,
BCP maji vsechny shodnou velikost 90° — 3. Zbyva dopocitat velikosti thld
v trojihelniku ADB a vidime, ze thel ADB je pravy, proto P je prusecik
vysek. Klicova idea tohoto feseni — vyuziti vhodné osové soumérnosti — je
velmi uziteénd i v soutézni tloze.|
Je dan trojuhelnik ABC' a uvnitt ného bod P. Oznacme X prusecik primky AP
se stranou BC a Y prusecik pfimky BP se stranou AC'. Dokazte, Ze ¢tyruhelnik
ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy pruseéik (rtizny od bodu C') kruznic
opsanych trojihelnikim ACX a BCY lezi na ptimce C'P. [55-A-11-3]
Uvniti strany BC' ostrouhlého trojuhelniku ABC' zvolme bod D a uvnitf
usecky AD bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Piimka této téz-
nice protne kruznici opsanou trojihelniku CPD v bodé, ktery oznacime K
(K # (). Dokazte, ze kruznice opsana trojuhelniku AK P prochazi kromé
bodu A dalsim pevnym bodem, ktery na vybéru bodi D a P nezavisi.
[68—A—11-4]
V tétivovém cétyruhelniku ABCD ozna¢me L, M stfedy kruznic vepsanych po
fadé trojuhelnikim BC A, BC'D. Dale ozna¢me R prusecik kolmic vedenych
z bodti L a M po fadé na piimky AC' a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je
rovnoramenny. [56—A-II1-2]
V roviné, v niz je dana tsecka AB, uvazujme trojihelniky XY Z takové, ze
X je vnitinim bodem tusecky AB, trojihelniky XBY a XZA jsou podobné
(AXBY ~ AXZA)abody A, B,Y, Z lezi v tomto potradi na kruznici. Najdéte
mnozinu stfedt vSech tsecek Y Z. [63-A-111-2]
Jsou dany dvé kruznice kq(S1;71) a ka(S2;72), piicemz |S1S2| > r1 + 9. Uva-
zujme libovolny trojuhelnik ABC' s vrcholem A na kruznici k; a vrcholy B, C
na kruznici ko zvolenymi tak, ze obé piimky AB, AC jsou te¢nami kruznice
ko. Najdéte

a) mnozinu stfedu kruznic vepsanych,

b) mnozinu priseciki vysek
v8ech takovych trojuhelniki ABC. [57-A-111-2]
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Vybornym materidlem (vhodnym i pro samostatnou pfipravu zaki) jsou ka-
pitoly 2.1 a 2.2 ve Sbirce KMS dostupné na strance http://kms.sk/zbierka.

6. Reste v oboru realnych cisel soustavu rovnic

k:—ac2:y,
]{;—y2:Z7
k— 2% =u,
k—u’=x

s redlnym parametrem k z intervalu (0,1).

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1.

Uréete viechny hodnoty redlného parametru p, pro které ma rovnice p(x? +x+
+4) = 2x praveé jedno realné feseni. [Dana kvadratickd rovnice ma pravé jedno
realné feseni tehdy, je-li diskriminant roven nule neboli kdyZ (p—2)?—16p? = 0.
To nastane pro p € {—2/3,2/5}. Pro p = 0 dostaneme linearni rovnici téz
s jednim feSenim.]

V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

ar +y = 2,
r — vy = 2a,
r+y=1

o neznamych z a y a redlném parametru a. [58-B—S—1]

.V oboru redlnych cisel vyreste soustavu

Va2 +y?=2z+1,
V2 + 22 =x+1,
V22+ax2=y+1.

[60-B-1-1]

. 'V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

vz —y=z-1,
Vyi—z=x -1,

2

z¢—x=y—1.

[59-A-T-1]

. 'V oboru reélnych cisel reste soustavu rovnic

Ve—y?=2z-1,
Vy—22=x-1,

z—ax2=y—1

[59-A—S—1]



D1.

D2.

D3.

Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé
rovnic
avb—c=a,

by/c —a =b,
cva—b=c.

[59-CPS-1, https://www.skmo.sk/dokument . php?id=358|

. Vyfeste soustavu rovnic k + 22 = y, k + y> = x s redlnym parametrem k.

[Rovnice od sebe odec¢téte, vyslednou rovnost upravte na soucinovy tvar (x —
—y)(x+y+1) = 0 arozliste, ktery z ¢initelt je nulovy. P¥i shrnovéni vysledku
nezapomeite, ze pro nékteré k mohou byt oba ¢initelé nulovi.|

V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

r+y=1,
r—Yy=a,

—4ax+4y:22+4

o neznamych z, y, z a redlném parametru a. [58-B-11-1]
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

a(b® + ¢) = c(c + ab),

b(c* +a) = a(a + be),

c(a® +b) = b(b + ca).
[64-A-II1-4]

Urcete v8echny trojice (z,y, z) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé
rovnic

223 = 2y(x? + 1) — 1(22 + 1),
2yt = 32(y* + 1) — 2(z2 + 1),
22° =4x(2® +1) = 3(y* + 1).

[67-CPS-1, https://www.skmo.sk/dokument . php?id=79]



