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1. Na hromddce lezi 100 ocislovanych diamanti, z nichZ 50 je pravych a 50 falesnych.
Pozvali jsme svérdzného znalce, ktery jediny dovede rozpoznat, které jsou ktere.
Pokazdé, kdyz mu ukdZeme néjaké tri diamanty, fekne ¢isla dvou z nich a (pravdivé)
oznami, zda jsou prave oba, jeden, nebo Zadny. Rozhodnéte, zda mizZeme zarucené
odhalit vsechny pravé diamanty bez ohledu na to, jak znalec voli posuzované dvojice.

(Michal Rolinek, Josef Tkadlec)

ResSeni. UkaZeme strategii znalce, pii niZz se nAm odhalit vSech 50 prav§ch diamanti
nepodafi. Znalec si zapamatuje jeden pravy diamant P a jeden fale$ny diamant F' (tfeba
prvni pravy a prvni faleSny diamant, které jsou mu predlozeny). Kdykoli je tdzan na
trojici, v niz je pravé jeden diamant z dvojice P a F', vyjadii se o zbylych dvou. Pokud
jsou v trojici P i F', pak vybere pravé je a pravdivé o nich fekne, ze jeden z nich je
pravy. Pokud v trojici neni ani P, ani F', postupuje libovolné.

P1i popsané strategii nelze zjistit, ktery z kamentd P a F' je pravy a ktery falesny,
nebot je zadna ze znalcovych odpovédi nerozlisi.

2. Najdéte vsechny dvojice redlnych cisel k, | takove, Ze nerovnost
ka® + 1b* > ¢?

plati pro délky stran a, b, ¢ libovolného trojihelniku. (Patrik Bak)

Reseni. Piedpoklddejme, Ze dana nerovnost pro néjakou dvojici k, I plati pro délky
stran a, b, c¢ libovolného trojuhelniku. Kdyz do ni dosadime a = 1, ¢ = 1 a libovolné
kladné b < 2 (trojuhelnik s takovymi délkami stran zjevné existuje), dostaneme nerov-
nost k + [b> > 1. Kdyby bylo k£ < 1, snadno bychom nagli b > 0 dostateéné malé na to,
aby tato nerovnost uz neplatila, proto musi byt & = 1. Analogicky musi byt [ = 1.

V ortonormalni soufadnicové soustavé zvolme body A[—1,0], B[1,0], C[x,y]; body
A, B, C jsou vrcholy trojihelniku pro libovolné realné x a libovolné redlné y # 0 a az
na podobnost tak lze umistit libovolny trojihelnik. Po dosazeni délek stran trojuhel-
niku ABC (snadno je vypoc¢teme z Pythagorovy véty) piejde zadana nerovnost do tvaru

E((z =124+ y?) +1((z +1)> +y%) >4

neboli
(k+Da® +2(0l—k)x+k+1—4>—(k+1)y> (1)

Ta musi platit pro kazdé x a libovolné y # 0. Pritom pro pevné x dokazeme volbou
hodnoty y dosédhnout libovolné zaporné hodnoty vyrazu V(y) = —(k + 1)y na pravé
strané predchozi nerovnosti, nebot (jak uz vime) k + ! > 0. Proto musi pro kazdé x
platit

(k+Dz*+2(—k)x+ (k+1—4) 20, (2)

coz vzhledem ke kladnému koeficientu u mocniny 2 na levé strané nastane, pravé kdyz
pifslusny diskriminant D = 4(1 — k)? — 4(k + 1 — 4)(k + 1) neni kladny. Nerovnost D < 0
snadno upravime na ekvivalentni podminku kIl = k + 1.

Zjistili jsme tedy, ze pokud dand nerovnost plati pro libovolnou trojici délek stran
trojuhelniku, spliuji ¢isla k& a [ kromé nerovnosti £k =2 1 a [ = 1 i podminku

L2k A+ (3)

Z ivahy o diskriminantu obrécené plyne, Ze pokud ¢isla k 2 1 al = 1 podminku (3)
splnuji, plati nerovnost (2) pro kazdé realné x. Protoze pro takova k, [ je hodnota V (y)

3



pro kazdé y # 0 zépornd, vyplyva z platnosti (2) pro libovolné = nerovnost (1) pro
vSechny pripustné dvojice z, y, a ta uz je ekvivalentni zadané vlastnosti. Uvedena pod-
minka je tedy i postacujici.

Konjunkce nerovnosti k = 1,1 =2 1 a kl 2 k-+1 je tedy podminka nutné i postacujici.
ProtozZe ze tfeti nerovnosti plyne k # 1 (stejné jako [ # 1), mtizeme hledanou mnozinu
vyhovujicich dvojic (k,1) zapsat zfejmé takto:

((B0): k>1A12k/(k— 1)}

Jiné feSeni. Predpokladejme, Ze dand nerovnost pro néjakou dvojici k, [ plati
pro délky stran a, b, ¢ libovolného trojihelniku. Z platnosti nerovnosti pro trojihelnik,
vonémz a=1,b=1, ¢ = /2 plyne, ze k +1 > 2, ¢&li alesponi jedno z &isel k, | musi byt
vétsi nez 1. Necht je tedy naptiklad &k > 1 (pfipad [ > 1 se posoudi analogicky).

Podle kosinové véty plati ¢? = a? + b? — 2ab cos y. Dosazenim do zadané nerovnosti
dostaneme po upravé ekvivalentni nerovnost

a®(k — 1) + b*(1 — 1) + 2abcosy > 0.

Diky pfedpokladu k& > 1 lze pro libovolné v € (90°,180°) zvolit trojuhelnik s tupym
thlem v a se stranami a = —cosy > 0 a b = k — 1. Dosazenim do posledni nerovnosti
po jednoduché tpravé vidime, ze pro ¢isla k a [ musi platit (k — 1)(I — 1) > cos? 7.
Pfitom pro v € (90°,180°) miize vyraz cos? v nabyt kazdou hodnotu z intervalu (0,1).
Aby posledni nerovnost platila pro vsechny zminéné hodnoty thlu v, musi nutné platit
(k—1)(I—1) 2 1. A jelikoz k > 1, musi byt i [ > 1.

Dokézeme, ze spolu s obéma podminkami £ > 1 a [l > 1 je odvozena podminka

(k-D(-1) 21 (4)

i postacujici. P¥i jejich splnéni jsou é&isla a?(k — 1) a b2(I — 1) kladn4, a plati tak pro né
nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem, proto

a’(k —1) 4+ b*(1 — 1) + 2abcosy = 2aby/(k — 1)(I — 1) + 2abcosy >
2 2ab + 2abcosy = 2ab(1 4 cosy) > 0,

¢imz je dikaz ukoncen.

Popisme tentokrat hledanou mnozinu vyhovujicich dvojic (k,1) geometricky, a to
body se soufadnicemi [k,[] v kartézské soustavé soufadnic Okl. Rovnost ve (4) popi-
suje rovnoosou hyperbolu se stfedem v bodé [1,1] a asymptotami o rovnicich k = 1
a | = 1. Proto nerovnost (4) spolu s podminkami k& > 1 a [ > 1 ur¢uje ¢ast prvniho
kvadrantu ,nad“ tou vétvi hyperboly, kterd v ném celd lezi, pfitom samotné body vétve
do vymezené mnoziny, kterou jsme méli najit, rovnéz patii.

Jiné feSeni. Vysvétleme nejdiive, Ze dvojice redlnych ¢isel (k, ) ma pozadovanou
vlastnost, pravé kdyz pro libovolna kladna cisla a, b plati

ka® 4 1b* 2 (a + b)>. (5)

Tato podminka je jisté postacujici, nebot pro strany a, b, ¢ kazdého trojuhelniku plati
a+b>c>0,atedyi(a+0b)?>c? coZspolus (5) vede k nerovnosti ze zadani tlohy.
Kdyby naopak pro néktera kladna ¢isla a, b nerovnost (5) neplatila, byla by soustava
nerovnosti

ka® + 10 < 22 < (a + b)?
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splnéna pro kazdé x z néjakého otevieného intervalu s pravym krajnim bodem a + b,
a tak bychom v ném jisté nasli z = ¢ vétsi nez |a — b|, nebot |a — b| < a+b. Trojuhelnik
se stranami a, b, ¢ by pak nespliioval nerovnost ze zadani tilohy. Nase podminka spojena
s nerovnosti (5) je tak nejen postacujici, ale i nutna k tomu, aby dvojice ¢isel (k,[)
vyhovovala zadani.

Upravime-li nerovnost (5), kterd mé platit pro vSechna a,b > 0, do tvaru

(k —1)a® 4+ (I — 1)b* = 2ab, (6)

vidime, Ze je nutné k > 1, nebot v pfipadé k < 1 by leva strana (6) pfi pevném b > 0
byla v proménné a € (0,00) shora omezend, zatimco prava strana nikoli. Stejné tak je
nutné [ > 1. Proto lze nerovnost (6) upravit do tvaru

(aVk—1—=b/I—1)*22(1 =/ (k= 1)(I — 1))ab.

Ukazme, ze za predpokladu k,l > 1 posledni nerovnost plati pro vsechna a,b > 0,
pravé kdyz je (k — 1)(I — 1) 2 1. Nutnost této podminky plyne dosazenim (kladnych)
hodnot a = v/l —1 a b = vk — 1, jeji dostatecnost je zfejma z toho, Ze prava strana
pak bude nekladné, zatimco leva strana je nezaporna. Dospéli jsme tak ke stejnému
vymezeni vyhovujicich dvojic (k,1) jako v pfedchozim feSeni.

3. Najdéete vsechny funkce f:R — R takové, Ze pro vsechna redlnd cisla x, y plati

fly—wy) = fl@)y+ (@ = 1)*f(y).
(Pavel Calabek)

Reseni. Dosazenim = = 1 dostaneme, Ze pro viechna realné y plati f(0) = f(1)y, tedy
nutné f(0) = f(1) = 0. Dosazenim y = 1 do dané rovnice pak pro kazdé x dostaneme

f(L—z) = f(x).
Necht ¢ je libovolné realné ¢islo, dosazenim x = 1 — ¢ dostaneme
flty) = FAL =)y + £ f(y) = fF(O)y + £ f(y) (1)

pro kazdé realné y. Zaménou proménnych ¢ a y dale ziskame
Ft+y2f(t) = flyt) = f(ty) = fF(O)y + £ (y),
takze f(t)(y? —y) = f(y)(t?> — t), coz pro y = 2 dava
f6) =@ -1, ter,

Dosazenim do ptivodni rovnice ze zadani snadno ovéfime, ze konstanta a = f(2)/2
v odvozeném piedpisu f(x) = ax(x — 1) muze byt libovolné realné ¢islo:

f@)y+(z=1)%f(y) = az(z = Dy + (z — D?ay(y — 1) =
=a(z—Ly(z+ay—z—y+1)=
=a(l—z)y(1-2)y—1) = f(1—2)y) = fly — 2y).



4. KazZdé posloupnosti sloZené z n nul a n jednicek priradime cislo, které je poctem
mazximdlnich useki stejnych ¢islic v ni. (Napriklad posloupnost 00111001 md 4 ta-
kové tseky 00, 111, 00, 1.) Pro dané n secteme vsechna ¢isla pritazend jednotlivym
takovym posloupnostem. Dokazte, Ze vysledny soucet je roven

(n+1) (2:>

Reseni. Uvazujme konkrétni posloupnost a pocitejme zleva, kolik tisekt obsahuje. Novy
usek zapocitdme po jeho ukonceni, tedy kdyz narazime na zménu cislice nebo na pravy
okraj. Pocet tsekii v posloupnosti je tudiz o jedna vétsi nez pocet téch jejich cislic,
kterym predchdzi odlisné cislice (budeme fikat, Ze v mistech takovych ¢islic nastavéa
zména useku). Misto abychom pocitali tiseky v jednotlivych posloupnostech, budeme
pocitat posloupnosti, které v daném misté zménu tiseku obsahuji.

(Patrik Bak)

Moznych mist pro zménu useku je 2n — 1 (vSechna mista kromé prvniho), pro
volbu c¢islice v misté zmény tiseku jsou dvé moznosti, pficemz predchozi ¢islice je tim
jednoznacné urcena. Na zbyvajicich mistech je v kazdé takové posloupnosti libovolné
rozmisténo n—1 jednicek a n—1 nul, dana zména tiseku se proto nachézi v (277__12) riznych
posloupnostech. Celkové tak méame 2(2n — 1) ruznych zmén tseku a kazda je obsazena
v (2::12) posloupnostech. K tomu je tfeba pric¢ist jednotku za kazdou posloupnost kvuli
usektim koncicim na pravém okraji; posloupnosti je pritom (2:) Dohromady tak pro

vysledny soucet dostavame
2n — 2 2 2n —1 2
0 (57 () = () ()
n—1 n n n
<2n — 1) <2n>
=2n +
n—1 n
kde jsme dvakrat vyuzili zfejmou identitu

() =m(i5)

Jiné feseni. Vyuzijeme tGvodni Gvahu z pfedchoziho feseni, z niz vyplyva, ze vy-
sledny soucet je roven souctu po¢tu moznych posloupnosti a poctu dvojic 01 a 10 v nich
dohromady obsazenych. Ze symetrie je jasné, zZe staci urcit jen pocet dvojic 01 a vysledek
vynasobit dvéma.

() ()=o)

Uvazme posloupnost, kterd obsahuje presné k£ dvojic 01. Tyto dvojice rozdéluji
zbytek posloupnosti na £+ 1 tsekt, pricemz v kazdém je nezaporny pocet nul a jednicek
v jednozna¢né urceném poradi (vzdy nejprve pifipadné jednicky a pak pfipadné nuly).
Staci proto urcit pocet zpiisobi rozmisténi n — k nul a n — k jednicek do k + 1 tseki;
podle znamého vzorce pro kombinace s opakovanim je to (Z) moznosti pro nuly a (Z)

moznosti pro jednicky, ¢ili celkem (2)2 moznosti. Celkovy soucet je tedy

2;%(:) (), 1)
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K zavérecnému dtikazu, ze (1) davd pozadovany vysledek, vyuZijeme zndmou

identitu 3 (7Y = (*") a symetrii (¥) = (,",) kombinanich &isel:

23S k(y) = k() + 3k, ") -

k=0 k=0
_ Zk(k) +§n_k>(g) =Z(k) :n(ij).

Dosazenim do (1) tak pro hledany soucet dostavame n(zn) + (2”) =(n+1) (27’:)

n n

Jiné feSeni. Pro n = 1 je tvrzeni zifejmé. Necht n = 2. Pro kazdy mozny tsek
stejnych ¢islic spocitame, v kolika posloupnostech se na daném misté nachazi. Ziejmé
staci uvazovat jen useky nul a vysledek pak vynasobit dvéma.

Vezméme tedy tsek k nul, kde 1 < k < n. Pokud se tento tisek nachézi na jednom
z obou krajl, ohrani¢uje ho pravé jedna jednicka a na zbyvajicich 2n — k — 1 mistech
je libovolné rozmisténo n — k nul a n — 1 jednicek. Pokud se tsek nachézi na jedné ze
zbyvajicich 2n — k — 1 pozic, je ohranicen z kazdé strany jednickou a na zbyvajicich
2n — k — 2 mistech je libovolné rozmisténo n — k nul a n — 2 jednicek. Ptispévek pj
maximalnich tseki tvorenych k nulami do zkoumaného souctu je tedy

2n —k —1 2n — k-2
pk—2( "1 >+(2n—k—1)( g >_

_ 2(2nn—_/{;1— 1> oo 1)<2nn—_k:1— 1) _ (n+1)(2nn—_k:1— 1)_

K uréeni celkového souctu 2(p; + ps2 + ... + p,) potfebujeme vypocitat

g _ n—1 n n T 2n — 2
" \n—-1 n—1 n—1)
Soucet na pravé strané udava pocet vsech n-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,
2n — 1}, kdyz je budeme pocitat roztfidéné do skupin podle jejich nejvétsiho prvku,

kterym je jedno z ¢isel n,n + 1,...,2n — 1. Proto plati S,, = (2”;1), takze hledany
soucet je 2(n + 1)(2”_1) =(n+ 1)(2:)

n

5. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC' s prisecikem vysek H. Osa uhlu BHC' protind
stranu BC' v bodé D. Oznacme postupné E a F' obrazy bodu D v osovych soumér-
nostech podle primek AB a AC. Dokazte, Ze kruznice opsand trojuhelniku AEF
prochdzi stredem G kruznicového oblouku BAC. (Patrik Bak)

Reseni. Oznaéme k kruznici opsanou trojihelniku ABC. Polopfimka AH protina kruz-
nici k£ v bodé H' # A, o kterém je zndmo, Ze je obrazem bodu H v osové soumérnosti
podle strany BC'. Proto piimka H'D (jako obraz osy H D tthlu BHC') je osou tthlu BH'C
a na zakladé znamé vlastnosti osy thlu prochazi sttedem G oblouku BAC (obr.1).
Oznacme obvyklym zpisobem «, 3, v velikosti vnitinich Ghla trojuhelniku ABC.
Jelikoz body B, G, A, H' lezi na kruznici k£ (a body G, A na oblouku BAC kruz-
nice k), plati | xBGD| = |xBGH'| = |xBAH'| = 90° — . Z definice bodu E pak plyne
|«xBED| =|xBDE| =90° — 3, a protoze body E i G lezi v poloroviné BC'A, lezi body
B, D, G, E na kruznici. Jejich poradi zavisi na velikostech tthld FBD a GBD: pokud
|«EBD| > |<GBD| neboli 23 > 90° — 1a (bod G je sttedem oblouku BAC), bude
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Obr. 1 Obr. 2

jejich potadi B, D, G, E, jinak B, D, E, G (pro 23 = 90° — %oz neboli v = 33 vyjde
ovSem F = G, v tom pfipadé je vSak tvrzeni tlohy splnéno trividlné). Podle toho je pak
bud |<xEGD| = 180° — |xEBD| = 180° — 2/ (obr.1), nebo |XEGD| = |xEBD| =25
(obr. 2).

Analogicky lze ukazat, ze i body C, D, GG, F' lezi na kruznici, a to pravé v tomto
poradi, pokud 2y > 90° — %a, jinak v potadi C, D, F', G i (pfi F' = G je tvrzeni tlohy
jisté splnéno). Pro velikost thlu DGF pak podle toho plati bud |« DGF| = 180° — 2,
nebo |[<DGF| = 2.

Z podminek 25 > 90° — %a a2y > 90° — %a pritom musi byt splnéna alespon
jedna, jinak by bylo 28 + 2y < 2(90° — o) = 8+ 7.

V kazdém pripadé mtizeme z obou tétivovych ¢tyithelniki se spole¢nou stranou DG
vyjadrit velikost tthlu EGF'. Pfitom velikost thlu EAF zname, z definice bodu E a F
totiz plyne

|XEAF| = |xEAD| + |xDAF| = 2|xBAD| + 2|xDAC| = 2|xBAC| = 2a

a zaroven vidime, ze pfimka EF oddéluje body A a D, nebot thel « je ostry. Musime
proto rozebrat tii pripady.
1. Ctyithelniky BDGE a CDGF jsou tétivové, takze plati

|XxEGF| = |¥EGD| 4 |xDGF| = 180° — 23 + 180° — 2y = 2a = | < EAF).

To znamend, Ze je konvexni i ¢tyfuhelnik DFGE, takze jeho thlopticka EF oddéluje
protéjsi vrcholy D a G. Proto oba body G i A lezi v téze poloroviné vzhledem k EF.
Z véty o obvodovych thlech tak vyplyva, ze body E, G, A, F lezi na kruznici.

2. Ctytahelniky BDEG a CDGF jsou tétivové. V tomto pifpadé |xEGD| = 23
a |<xDGF| = 180° — 27, a protoze 203 + 2y > 180°, je | <xEGD| > |xDGF|, takze bod G
lezi v poloroviné EF D (obr.2) a plati

|xEGF| = |¥EGD| — |<DGF| = 28 — (180° — 2v) = 180° — 2a

neboli | XFAF |+ |<EGF| = 180°, coz spolu s tim, ze body A a G jsou v ruznych polo-
rovinach vzhledem k pfimce FF, implikuje, ze body F', A, E, G lezi na jedné kruznici.

3. Ctyiahelniky BDGE a CDFG jsou tétivové. Tento piipad je ekvivalentni pred-
chozimu, kdyz zaménime Bs C a E s F.



Poznamky. Pokud budeme pracovat s orientovanymi thly dvou primek, mtzeme
se vyhnout rozboru shora uvedenych tii pripadi. Zjisténou skutec¢nost, ze body B, D,

E, G lezi na kruznici, lze charakterizovat rovnosti (orientovanych) thla EGD = EBD
(samoziejmé pocitdme modulo 180°) a podobné pro druhou kruznici DGF = DCF. Je
tedy EGF = EGD + DGF = EBD + DCF = 180° — 28 + 180° — 2y = 2a, co# jsme
potiebovali dokézat, nebot z definice bodi E a F' ziejmé EAF = EAD + DAF = 2a.

Ukazme jesté, ze kliCovy poznatek celého feSeni o étveficich bodd (B, D, E, Q)
a (C, D, F,G) lze dokédzat i jinym, trigonometrickym postupem.

Oznacme |<BGD| = ¢, |<xDGC| =1 a P patu vysky AH (obr.3). Jelikoz HD je
osa thlu BHC' plati

|\BD| |BH|  |PH|  |PH| _ sin(90° —j)

Z rovnosti |GB| = |GC| a z dvojiho vyjadfeni poméru obsaht trojihelnikt BGD a CGD
plyne

sing  |BD|

simy)  [CD|’

Pfitom ¢ + ¢ = o = (90° — ) + (90° — 3). Spojenim obou rovnosti tak pro ¢ € (0°, «)
dostavame rovnici
sinp  sin(90° — )
sin(a — @) sin(90° — )"

Podil na levé strané je v uvedeném intervalu rostouci funkci proménné ¢, takze rovnice
ma (pro dany trojuhelnik) jediné feSeni. Zjevné ¢ = 90° — § v daném intervalu lezi
a rovnici vyhovuje. Proto také ¢ = 90° — ~.

C

A
Obr. 3

Trojuhelnik DEB je rovnoramenny se zékladnou DE, proto |XBED| = |<xBDE| =
= 90°—p = |<BGD)|.Body F, G ptitom lezi ve stejné poloroviné vzhledem k piimce BD,
proto lezi body B, D, F, G na kruznici. Stejné tvrzeni o bodech D, C, F', G plyne
z dokdzané rovnosti ¥y = 90° — 7.



Jiné feseni. Z definice bodu F a F' je zfejmé, Ze pro (orientovany) tthel EAF plati
EAF = 2a. Oznagme postupné Hsy, H3 body soumérné sdruzené s prisecikem vysek H
daného trojuhelniku podle jeho stran AC, resp. AB. Ty, jak znamo, lezi na kruznici k
opsané trojuhelniku ABC' (obr.4).

Protoze DH je osa thlu BHC a CH || DE, je |<xH3ED| = |xHDE| = |xDHC| =
= 1xBHC| = 90° — 1a. Stejnou velikost mé ovSem i orientovany thel CH,G nad

obloukem CG, nebot ten je polovinou oblouku CAB, je tedy C’/Hg\G — DEH. 3. A protoze
CHs | DE, znamena to, ze body G, Hs a F lezi v pfimce. Podobné lezi v pfimce i body
G, H, aF,takieE/@:Hﬁz :H;),/AFJQ :@4—@2 :2a:@7’,coijsme
chtéli dokazat.

Pozndmka. Obr. 4 svadi k jednoduchému zavéru, ze ithel EGF snadno dopoc¢teme
z vnitinich hld ¢tyithelniku EDFG:

|<EGF| =360° — |<xGED| — |xDFG| — |xEDF| = 360° — 4(90° — a) = 2cv.

Piedpoklady tlohy vsak konvexnost ¢tyfuhelniku EDFG bohuzel nezarucuji (obr. 5).

Obr. 5
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6. Je dano nenulové celé c¢islo k. DokaZzte, Ze rovnici

% — xy + 2y°

r+y

k=

vyhovuge lichy pocet uspordadanych dvojic celych ¢isel (z,y), pravé kdyz k je délitelné
sedmi. (Patrik Bak)

Reseni. Po vynasobeni obou stran dané rovnice vyrazem z + y dostaneme rovnici
2? —xy+ 22 = k(z +y). (1)

Kazdé feseni (x,y) dané rovnice je i FeSenim rovnice (1), té vS8ak mohou navic vyhovovat
i dvojice, pro néz z +y =0, tj. y = —x.

Dvojice (z, —x) je fesenim (1), pravé kdyz plati 2 + 2% + 222 = k- 0 neboli z = 0.
Rovnice (1) ma proto pravé o jedno feseni vic nez dana rovnice, a tak staci dokazat, ze
rovnice (1) ma sudy pocet celoéiselnych feseni, pravé kdyz 7 | k.

Rovnici (1) ekvivalentné upravime do podoby kvadratické rovnice

2 —a(y+k)+2y° —ky=0 (2)
s neznamou z. Pro jeji diskriminant plati

D(y) = (y+k)> — 42y — ky) = k* + 6ky — 7y° = (k — y)(k + Ty) = (3)
=—T(y— 2k)* + 1882,

coz je pro kazdé k shora omezend kvadratickd funkce. Rovnice (2) ma tudiz pro kazdé
celé k nezéaporny diskriminant D(y) pouze pro koneéné mnoho celych ¢isel y, a mtze
tak mit jen koneény pocet celo¢iselnych Feseni (z,y).

Pokud je D(y) > 0 pro néjaké celé ¢islo y, méa rovnice (2) pravé dvé realna feseni,
kterda mohou byt celociselna jen zaroven, protoze jejich soucet y + k je celé ¢islo. Pro
kazdé takové y mé tedy (2) vzdy sudy pocet feseni.

Z vyjadreni (3) vidime, ze D(y) = 0 pro y = k nebo pro y = —%k:. V prvnim
pifpadé se rovnice (2) redukuje na rovnici (z — k)? = 0 s dvojndsobnym kotenem z = k,
rovnice (1) ma tudiz jediné feseni (k, k) se slozkou y = k. V druhém piipadé je y
celoCiselné, pravé kdyz je ¢islo k délitelné sedmi, a pak mé rovnice (2) dvojnasobny
kofen x = %k‘, tudiz (% ,—%kz) je jediné feSeni rovnice (1) se slozkou y = —%k. Navic
obé fefeni (k, k) i (2k, —+k) jsou rizné, protoze k # 0.

Vidime tedy, Ze rovnice (1) ma sudy pocet celo¢iselnych feseni, pravé kdyz je ¢islo k
délitelné sedmi. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Jiné FeSeni. Stejné jako v pivodnim FeSeni zkoumame, kdy mé rovnice (1) sudy
pocet celociselnych feSeni.
Rovnici (1) upravime na tvar

7(2x —y — k)* + (Ty — 3k)* = 16k>. (4)
Protoze pro dané k zfejmé existuje jen konecny pocet celych cisel a, b takovych, ze
7a® + b? = 16k2, (5)
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ma rovnice (4) jen koneény pocet celo¢iselnych feseni, ktera ziskdme feSenim soustav

2t —y—k =a, (6)
Ty — 3k =0, (7)

odpovidajicich vSem celoéiselnym feSenim (a,b) rovnice (5). Z jejiho tvaru plyne, ze
slozky a, b maji vzdy stejnou paritu. Diky tomu vidime, ze pokud méa rovnice (7) celo-
Ciselné Teseni y, které tak ma stejnou paritu nejen jako cislo k£ + b, ale i jako c¢islo k£ + a,
je ¢islo y + k + a sudé, a tudiz i rovnice (6) ma pro dotycné k a b celociselné feseni x.

Z posledni uvahy plyne, ze dvé soustavy (6) a (7), které odpovidaji ,sdruzenym* fe-
Senim (a,b) a (—a,b) (kde a # 0) rovnice (5), maji budto po jednom feSeni (se stejnym y
a ruznymi x), nebo zadné feSeni nemaji. Jedina takto nesdruzena celociselna Feseni rov-
nice (5) jsou zfejmé (0,4k) a (0, —4k) (pfipomenime, ze k # 0 podle zadani), takZe parita
poctu celoéiselnych Feseni rovnice (4) je shodné s paritou celkového poctu celo¢iselnych
feseni dvou odpovidajicich soustav (6) a (7); pro (a,b) = (0, 4k) to je (z,y) = (k, k), pro
(a,b) = (0, —4k) vyhovuje (z,y) = (%k, —%k) Proto je zkoumané parita sudé, prave
kdyz 7 déli k. K hotovému diikazu dodejme, Ze jsme pii nasich ivahach mlcky vyuzivali
zfejmy poznatek, ze rtiznym dvojicim (a,b) odpovidaji rizna feSeni (x,y) soustav (6)
a (7).

Pozndamka. Rovnice (1), jak je ostatné vidét i z jejiho upraveného tvaru (4), je pii
nenulovém k£ rovnici elipsy se stfedem (%k, %k), a pokud je £k = Tm pro m celé, je
s kazdym bodem (z,y) bodem elipsy také bod (10m — z,6m — y), takZze miiZové body
tu vystupuji ve dvojicich, je jich tedy sudy pocet.
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