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Navody k domaci casti I. kola kategorie C

1. Najdete nejmensi ctyrmistné cislo abed takové, Ze rozdil (%)2 — (@)2 je trojmistnée
cislo zapsané tremi stejnymi cislicems.

NAVODNE ULOHY:
1. Najdéte viechna trojmistna ¢isla abc takova, ze ab- ¢ je trojmistné &islo s tfemi
stejnymi Cislicemi. [373, 376, 379, 743, 746, 749
2. Najdéte nejvétsi ¢tyimistné ¢islo abed takové, Ze ab - cd je trojmistné ¢islo
s tfemi stejnymi Cislicemi. [7412]
D1. Najdéte vSechna ¢tyFmistna ¢isla abed, takova, ze ab —cd je ¢tyimistné cislo
se Ctyfmi stejnymi Gislicemi. [5645, 6734, 7823, 8 912]
D2. Najdéte vechna ¢tyFmistné ¢isla abed, takové ze ab —ed je trojmistné cislo
s tfemi stejnymi ¢islicemi. [2017, 2314, 2611, 2908, 3205, 4034, 4331, 5655,
5754, 5853, 5952, 6051, 7771, 9491]

2. Urcete nejvétsi mozny pocet neprazdnych po dvou disjunktnich mnozin se stejnymi
soucty prvki, na které lze rozdelit mnoZinu
a) {1,2,...,2017},
b) {1,2,...,2018}.
Je-lt mnoZina tvorena jednim cislem, povazZujeme ho za soucet jejich prvkii.

NAVODNE ULOHY:
1. Najdéte vzorec pro soucet ¢isel 1 +2+ ...+ n. [n(n+1)/2]
2. Zduvodnéte, ze pokud rozdélime 2000 holubt do 1001 klicek, bude néjaka

klicka bud prazdnd, nebo v ni bude pouze jeden holub. [Pokud by v kazdé klicce
byli alespon dva holubi, bylo by holubt dohromady alespon 2 - 1001 = 2002,
coz dava spor.|

D1. Na kolik nejvice neprazdnych mnozin se stejnym souctem je mozné rozdélit
mnozinu {1,2,...,n}? [[(n + 1)/2], tj. (n + 1)/2, pokud je n liché, a n/2,
pokud je n sudé]

D2. Na kolik nejvice neprazdnych mnozin se soucty prvku délitelnymi tfemi je
mozné rozdélit mnozinu {1,2,...,3m}? [Pfikladem rozdéleni na 2m mnozin je
m dvouprvkovych mnozin {3k — 2,3k — 1} a m jednoprvkovych mnozin {3k}.
Vysvétlime, pro¢ rozdéleni na vice nez 2m mnozin neexistuje. Pti libovolném
vyhovujicim rozdéleni mtzeme od kazdé viceprvkové mmnoziny obsahujici na-
sobek tii toto ¢islo ,,odtrhnout“ jako jednoprvkovou mnozinu, a vytvorit tak
pocetnéjsi rozdéleni. Proto pii hledani doty¢ného maxima miizeme uvazovat
jen rozdéleni, ve kterych vsech m néasobkt tifi tvoii jednoprvkové mmnoziny.
Kazdé z ostatnich 2m c¢isel pak lezi v n€jaké mnoziné s nejméné dvéma prvky,
takze viceprvkovych mnozin je nejvyse (3m —m) : 2 = m.|

D3. Najdéte vzorec pro soucet &isel 1 +3 +5+ ...+ (2n — 1). [n?]



3. Je ddn pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB, v némzZ D znaci patu vysky
z vrcholu C'. 'V poloroviné s hranicni primkou AB a vnitrnim bodem C' wvaZujme
body E, F takové, Ze ihly EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|.
Dokazte, ze primky AE a BF se protinaji na usecce CD.

NAVODNE ULOHY:

1. V pravouhlém trojuhelniku ABC s preponou AB ozna¢me D patu vysky
z vrcholu C. Ukazte, %e plati tzv. Eukleidovy véty |CD|*> = |AD| - |BD],
|AC|? = |AB|-|AD| a |BC|?> = |AB| - |BD|.

2. Je dan trojuhelnik ABC, ve kterém D oznacuje patu vysky z vrcholu C. V po-
loroviné ABC uvazujme body F, E takové, ze uhly FBA, FAB jsou pravé,
|BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, ze pfimky AE a BF se protinaji
na pfimce C'D. [Vyuzijte podobnost pravouhlych trojuhelniki.]

D1. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pireponou AB, ve kterém D oznacuje patu
vysky z vrcholu C. V poloroviné ABC' uvazujme body F, E takové, ze thly
EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, Ze se pfimky
AFE a BF protinaji na tsecce DG, kde G je stied usecky C'D. [Uvazte, ze délka
jednoho z tseki ¢, ¢p je nejvyse rovna poloviné délky prepony AB.]

D2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB, ve kterém D oznacuje
patu vysky z vrcholu C. V poloroviné ABC' uvazujme body F', E takové, ze
uhly EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, ze piimka
EF protina usecku C'D. [Pfimka EF protne polopfimku DC ve vzdalenosti
2¢qcp/(cq + ) od bodu D. Nebo uvazte, ze prusecik thlopticek lichobézniku
¢i pravothelniku BEF A puli odpovidajici pficku, a pouZijte D1.]

4. Urcete nejvetsi celé cislo n, pri kterém lze ctvercovou tabulku n x n zaplnit priroze-
nymi ¢isly od 1 do n? tak, aby v kaZdé jeji ctvercové édsti 3 x 3 byla zapsdna aspor
jedna druha mocnina celého cisla.

NAVODNE ULOHY:

1. Najdéte vSechna prirozenda c¢isla n, pro kterd lze ¢tvercovou tabulku n x n
zaplnit pfirozenymi ¢isly od 1 do n? tak, aby v kazdém fadku i v kazdém
sloupci byla zapsana alespon jedna druh& mocnina celého ¢isla. [Jde to pro
kazdé n — &tverce 12,22, ... n? zapiSeme na thlopiicku.]

2. Urcete nejvetsi celé cislo n, pii kterém je mozné c¢tvercovou tabulku n x n
zaplnit pfirozenymi &isly od 1 do n? tak, aby v kazdé jeji ¢tvercové ¢asti 2 x 2
byla zapsana alespon jedna druhd mocnina celého ¢isla. [n = 5]

D1. Do ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme vepsali prirozena ¢isla 1,2, ...,121 postupné
po fadcich zleva doprava a shora dolti. Ctvercovou destickou 4 x 4 jsme vSemi
moznymi zpusoby zakryli praveé 16 policek. Kolikrat byl soucet zakrytych cisel
druhou mocninou celého ¢isla? [65-B-1-2]

D2. Ctvercovou tabulku 6 x 6 zaplnime vSemi celymi ¢isly od 1 do 36.

a) Uvedte priklad takového zaplnéni tabulky, Ze soucet kazdych dvou ¢isel
ve stejném radku nebo sloupci je vétsi nez 11.

b) Ukazte, ze pii libovolném zaplnéni tabulky se v nékterém radku nebo
sloupci najdou dvé ¢isla, jejichz soucet neprevysuje 12. [66—C—11-2]



5. Je ddna kruznice k(O,r) a bod A, kde |AO| = d > r. Tecny z bodu A se dotykaji
kruznice k v bodech B, C. Trojihelniku ABC' je vepsdna kruznice. Vyjadrete jeji
polomér o pomoct danych délek d a r.

NAVODNE ULOHY:

1. Je dana kruznice k(O,r) a bod A, kde |AO| = d > r. Teény z bodu A se
dotykaji kruznice k v bodech B, C. Prochazi kruznice opsana trojihelniku
BCO bodem A? [Ano, je to Thaletova kruznice nad tsec¢kou AO.]

2. Je déna kruznice k(O,r) a bod A, kde |[AO| = d > r. Tecny z bodu A se
dotykaji kruznice k v bodech B, C. Trojihelniku ABC' je pfipsana kruznice
ke strané BC'. Lezi jeji stfed na kruznici k7 [Ano, ozna¢me |XBAC| = «
a dopocitejme velikosti tthlt pfi osédch vnéjsich thla trojuhelniku ABC' pii
vrcholech B a C'.]

D1. Je dan trojihelnik ABC' se stfedem I vepsané kruznice. Priisecik osy strany
BC s obloukem opsané mu kruznice, ktery neobsahuje vrchol A, ozna¢me O.
Dokazte, ze kruznice k(O, |OB]|) prochazi bodem I. [Nejprve zdivodnéte, pro¢
bod O lezi na polopfimce Al (kterad je osou thlu BAC) a potom vyjadfete
pomoci velikosti tthlu trojihelniku ABC' velikost thla IBO a BOI.]

D2. V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F'. Tecna
ke kruznici [ sestrojend v bodé E protind kruznici k v bodé H (H # E). Na
oblouku EH kruznice k, ktery neobsahuje bod F', zvolme bod C (E # C #
# H) a prusec¢ik piimky C'E s kruznici | ozna¢me D (D # E). Dokaite, zZe
trojuhelniky DEF a CHF jsou podobné. [66-B-I1-3|

6. Na kruhovém opevnent hradu je nékolik vézi. Do nich se rozmisti pet cernych a pét
rudych rytiri (v kaZdé vézZi jich mize byt vice i ruznych barev) a zacénou strdZit.
Po uplynuti kazZdé hodiny prejdou vsichni cerni rytiti do sousedni véZe ve sSméru
chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytiri prejdou do sousedni véZe v opacnéem
smeru. Dokazte ndsledugici tvrzeni:

a) Je-li véZi osm, mohou se rytiri na pocdatku rozmistit tak, Ze béhem kazdé hodiny
bude v kazZdé vézi aspon jeden rytir.

b) Je-li vézi sedm, nékterou hodinu ziustane asporn jedna véZ neobsazend, at se na
pocatku rytiti rozmisti jakkoliv.

NAVODNE ULOHY:

1. Na kruhovém opevnéni hradu jsou ¢tyfi véze. Do nich se rozmisti dva cerni
a dva rudi rytifi a zac¢nou strazit. Po uplynuti kazdé hodiny projdou vsichni
¢erni rytifi do sousedni véze ve sméru chodu hodinovych rucicek a vSichni rudi
rytifi prejdou do sousedni véze v opacném smeéru. Rozmistéte rytite tak, aby
béhem kazdé hodiny byla kazda véz stfezena. [Stadi rozmistit rytife tak, aby
v sousednich vézich nebyli rytifi stejné barvy.]

2. Na kruhovém opevnéni hradu jsou tfi véze. Do nich se rozmisti dva ¢erni a dva
rudi rytifi a zacnou strazit. Po uplynuti kazdé hodiny projdou vsSichni c¢erni
rytifi do sousedni véze ve sméru chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytiri
prejdou do sousedni véze v opacném smeéru. Umite rozmistit rytire tak, aby
béhem kazdé hodiny byla kazda véz stfezena? [Ne. Na pocatku strazeni vyberte
jednu véz X, kterou nehlidaji cerni rytifi, a jednu véz Y, kterou nehlidaji rudi
rytifi. Podobné Ize nestiezené véze v dalSich hodinéch urc¢it posunem Y a X ve
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smeéru, resp. v protisméru chodu hodinovych rucicek. Co tfi hodiny tak bude
platit X =Y ]

D1. a) Mafenka rozmisti do vrchola pravidelného osmithelniku rizné pocty od
jednoho po osm bonbonti. Petr si pak muze vybrat, které tfi hromadky
bonbonti d4 Marence, ostatni si poneché. Jedinou podminkou je, ze tyto
tfi hromadky lezi ve vrcholech rovnoramenného trojihelniku. Marenka
chce rozmistit bonbony tak, aby jich dostala co nejvice, at uz Petr trojici
vrchold vybere jakkoli. Kolik jich tak Marenka zarucené ziska?

b) Stejnou ulohu vyfeste i pro pravidelny devitithelnik, do jehoz vrcholu
rozmisti Mafenka 1 az 9 bonbonti. (Mezi rovnoramenné trojihelniky za-
fazujeme i trojuhelniky rovnostranné.) [66—C-I-6]

D2. Kazdému vrcholu pravidelného 66ihelniku pfifadime jedno z ¢isel 1 nebo —1.

Ke kazdé tiseéce spojujici dva jeho vrcholy (strané nebo thlopfi¢ce) pak pfipi-
Seme soucin c¢isel v jejich krajnich bodech a vSechna ¢isla u jednotlivych tsecek

secteme. Urcete nejmensi moznou a nejmensi nezapornou hodnotu takového
souctu. [66-B-1-1]



