67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
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1. Najdete neymensi ctyrmistné cislo abed takove, Ze rozdil (ab) — (cd) je troymistné
cislo zapsan€ tremi stejnymi cislicems.
RESENI. Hledejme nejprve feSeni rovnice pro nejmensi trojmistné ¢islo se stejnymi
Cislicemi, které rovnou rozlozime na prvocinitele:

ab’ —cd = (ab+ cd) (ab—cd) = 111 = 37- 3. (1)

Prvni zavorka je kladna a soucin obou zavorek je kladné ¢islo, proto jsou obé zavorky
kladné. Cislo abcd je ¢tyimistné, tudiz a > 1, takze je i ab > 10, a tedy ab + cd > 10.
Jelikoz 37 a 3 jsou prvocisla, mame pouze dvé moznosti v rozkladu rovnice (1): bud
ab+cd =37aab—cd =3, nebo ab+cd =111 a ab— cd = 1.

V prvnim p¥ipadé dostavame FeSenim soustavy ab + cd = 37, ab — cd = 3 hodnoty
ab = 20 a cd = 17, takze abed = 2017. V druhém piipadé dostaneme obdobnym
zptsobem abed = 5 655.

Nyni ukazeme, ze zaddné cislo mensi nez 2017 nemé pozadovanou vlastnost. Pri-
pustme, Ze takové &islo abed < 2017 existuje. V tom piipadé musi byt ab < 20, a tedy
ab’ —cd® < 202 = 400 < 444, takie rozdil ab- — cd je roven jednomu z &isel 111, 222
nebo 333. Prvni moznost jsme uZ rozebrali Gplnym FeSenim rovnice (1), rozeberme zbylé
dvé moznosti.

Rovnice

(ab+ cd) (ab—cd) =222 =2-3-37

vede (s prihlédnutim k ab = 10) na moznosti! (ab+ cd,ab—cd) € {(37,6),(74,3),
(111,2),(222,1)}. VyfeSenim ¢tyt odpovidajicich soustav o dvou neznamych dostaneme

(abcd) € {(5, %), (5. 5), (55, 15°), (3%, 31},
coz nedava zadné celociselné reseni.
Nakonec rovnice -
(ab+ cd) (ab—cd) =333 =3-3-37

vede na moznosti (ab + cd, ab — cd) € {(37,9), (111, 3), (333,1)}. Vyfesenim tif odpovi-
dajicich soustav dostaneme

(ab, cd) € {(23,14), (57,54), (167,166)},

pfi¢em? ani v jednom p¥ipadé nevychazi ab < 20.

Odpovéd. Resenim tlohy je ¢islo 2017.

1 Moznost (ab + cd)(ab — cd) = 222 lze vylouéit hned pozorovanim, ze obé zavorky maji stejnou
paritu (rozdil mezi nimi je sudé ¢islo), a proto jejich soudin nemutze byt sudé ¢islo 222, které totiz
neni délitelné ctyimi.



JINE RESENI. Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim FeSeni, jen lépe vy-
uZijeme toho, ze 111 je délitelné prvocislem 37. Resme tedy rovnici

(ab—cd)(ab+cd) = 3-37 - k,

kde k je néjaka nenulova cislice.

Hledame prirozena ¢isla [ a m takova, ze 0 <l <mal-m = 3-37-k, a pro né pak
vyFesime soustavu ab—cd = I, ab+cd = m. Pfitom zfejmé plati ab = %(l +m), a protoze
uz hledame jen ¢islo abed mensi nez 2017, mizeme piedpokladat, ze je ab < 20 neboli
[+ m < 40.

Ponévadz soucin Im je délitelny prvocislem 37, musi byt jedno z cisel [, m déli-
telné 37. Protoze je vSak [ +m < 40 a |l < m, musi byt m = 37 a |l < 3, a tudiz
k = 1, coz je pripad, ktery jsme jiz rozebrali. Z4dné vyhovujici ¢islo mensi nez 2017 tak
neexistuje.

NAVODNE ULOHY: o o
N1. Najdéte vSechna trojmistné Cisla abc takova, ze ab-c je trojmistné Cislo s tfemi stejnymi
¢islicemi. [373, 376, 379, 743, 746, 749]
N2. Najdéte nejvétsi ¢tyimistné &islo abed takové, ze ab - cd je trojmistné &islo s tfemi
stejnymi ¢islicemi. [7412]
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D1. Najdéte vSechna ¢tyfmistna cisla abed, takova, ze ab™ —cd je ctyfmistné Cislo se ¢tyrmi
stejnymi ¢islicemi. [5645, 6 734, 7823, 8 912]

D2. Najdéte vsechna Ctyfmistné cCisla abed, takové ze b’ —cd je trojmistné cislo s tfemi
stejnymi &islicemi. [2017,2 314, 2611, 2908, 3205, 4034, 4331, 5655, 5754, 5853, 5952,
6051, 7771, 9491]

2. Urcete nejvetsi mozny pocet neprazdnych po dvou disjunktnich mnoZin se stejnymi
soucty prvku, na které lze rozdelit mnozZinu
a) {1,2,...,2017},
b) {1,2,...,2018}.
Je-li mnoZina tvorena jednim cislem, povaZujeme ho za soucet jejich prvkii.

RESENI. Podivejme se nejprve na mnoziny s nejmensim moznym poctem prvkii;
jednoprvkovou mnozinu miizeme ziejmé v rozdéleni mit nejvyse jednu — v opacném
pripadé by ty dvé jednoprvkové mnoziny nemély stejny soucet prvki. Ostatni mnoziny
jsou tedy alespon dvouprvkové.

V ¢asti a) vezméme jako jednoprvkovou mnozinu tu s nejvétsim éislem, tedy {2017}.
Vsechny ostatni mnoziny pak budou alespon dvouprvkové a mély by mit soucet prvki
2017: zbyla cisla 1,2,...,2016 uz snadno rozdélime do 1008 vyhovujicich mnozin
{1,2016}, {2,2015}, ..., {1008,1009} se zddoucim souctem prvka 2017.

Podle pravé popsaného postupu dovedeme rozdélit i mnozinu {1,2,...,2018}
na 1009 mnozin {1,2018}, {2,2017}, ..., {1009,1010} se stejnym souctem prvki rov-
nym 2019.

Nyni jesté ukdzeme, pro¢ v ani jedné z ¢asti a) ¢i b) nemizeme vytvofit vice nez
1009 mnozin. Predpoklddejme, ze by téch mnozin bylo alesponn 1010. Protoze nejvyse
jedna z nich mtze byt jednoprvkova a ostatni jsou alesponn dvouprvkové, byl by pocet
vSech jejich prvki alesponn 1 + 1009 - 2 = 2019, zatimco my mame k dispozici pouze
2017 prvki v ¢asti a) a 2018 prvki v ¢asti b).

Pozndmka. Soucet vSech ¢isel v ¢asti a) je 1009 - 2017 a v ¢asti b) 1009 - 2019.
Pokud jiz uhodneme, Ze mnozin ma byt 1009, tak zfejmé soucet prvki v jednotlivych
mnozinach musi byt 2017 v ¢asti a) a 2019 v ¢asti b).
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NAVODNE ULOHY:

N1. Najdéte vzorec pro soucet ¢isel 1 +2+ ...+ n. [n(n + 1)/2]

N2. Zduvodnéte, ze pokud rozdélime 2000 holubu do 1001 klicek, bude néjaka klicka bud
prazdnéa, nebo v ni bude pouze jeden holub. [Pokud by v kazdé klicce byli alespoii dva
holubi, bylo by holubii dohromady alespoii 2 - 1001 = 2002, coz dava spor.]

D1. Na kolik nejvice neprazdnych mnozin se stejnym souctem je mozné rozdélit mnozinu
{1,2,...,n}? [[(n+1)/2], tj. (n+1)/2, pokud je n liché, a n/2, pokud je n sudé|

D2. Na kolik nejvice neprazdnych mnozin se soucty prvki délitelnymi tfemi je mozné roz-
délit mnozinu {1,2,...,3m}? [Pfikladem rozdéleni na 2m mnozin je m dvouprvkovych
mnozin {3k—2,3k—1} a m jednoprvkovych mnozin {3k}. Vysvétlime, proé rozdéleni na
vice nez 2m mnozin neexistuje. P¥i libovolném vyhovujicim rozdéleni mizeme od kazdé
viceprvkové mnoziny obsahujici nasobek tii toto ¢islo ,odtrhnout“ jako jednoprvkovou
mnozinu, a vytvorit tak pocetnéjsi rozdéleni. Proto pfi hledani doty¢ného maxima
muzeme uvazovat jen rozdéleni, ve kterych vsech m nasobka tfi tvori jednoprvkové
mnoziny. Kazdé z ostatnich 2m ¢isel pak lezi v néjaké mnoziné s nejméné dvéma prvky,
takze viceprvkovych mnozin je nejvyse (3m —m) : 2 = m.]

D3. Najdéte vzorec pro soucet &isel 1 +3 +5+ ...+ (2n — 1). [n?]

3. Je ddn pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB, v némZ D znaci patu vysky
z vrcholu C'. V poloroviné s hranicni primkou AB a vnitinim bodem C uvaZujme
body E, F takové, Ze uhly EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|.
Dokazte, ze primky AE a BF se protinaji na useéce CD.

RESEN{. Ozna¢me ¢, = |AF| = |AD| a ¢, = |BE| = |BD)|. Priise¢ik piimky AFE
s CD ozna¢me P. Z podobnosti pravouhlych trojuhelniki ABE a ADP plyne (obr. 1)

|IDP|  |AD)|
|BE|  |AB|

_ |AD| - |BE| CaCh
neboli |DP|= AB] et a

Oznacime-li obdobné @) prisecik ptimky BF s C'D, vyjde z podobnosti pravotuhlych

trojuhelnikit ABF a DBQ
CqCp
DQ| = ———
1DQ) Ca+Cp

coz znamend, ze |DP| = |DQ)|, a tedy P = @, nebot oba body lezi polopfimce DC.

E

Cy

Cp B
Obr. 1

Jesté dokazeme, ze bod P lezi wwniti tsecky CD, tj. |PD| < |CD|. Z konstrukce
bodu P plyne, ze je |PD| < |[EB| = ¢, i |PD| < |FA| = ¢,. Navic pro odvésny obou
podobnych pravothlych trojihelniki ADC a CDB ziejmé plati bud ¢, < |[CD| = ¢
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(kdyz pro odvésny trojuhelniku ADC plati ¢, = |AD| < |CD|, tak plati i |[CD| <
< |DB| = ¢ v trojihelniku CDB), anebo ¢, < |CD| < ¢, (v opaném piipadé).
Kazdopadné vsak je |PD| < min(c,, cp) < |CD).

JINE RESENI. Uvazovany ¢tyfuhelnik ABEF je ziejmé pravouhly lichobéznik nebo
pravouhelnik. Oznac¢me P prusecik uhlopricek AE a BF a P, P5 jeho kolmé praméty na
strany AF', resp. BE (obr.2). UkdZeme, Ze bod P lezi na kolmici ke strané AB vztyéené
v bodé D (paté vysky puvodniho trojihelniku ABC).

E

PRz R

S
Sy

Obr. 2

Protoze AFE je pficka rovnobézek AF || BE, jsou trojuhelniky AFP a EBP po-
dobné podle véty uu, pricemz pro jejich vysky ze spole¢ného vrcholu P diky tomu plati
PP _ |AF| _ |AD)
|[PP| |BE| |BD|

Bod P tedy déli isecku P; P, rovnobéznou s AB ve stejném poméru, v jakém bod D
deéli tsecku AB. Proto PD || AF || BE, a tedy PD | AB, jak jsme slibili ukazat.

Jesté si uvédomme, ze diky rovnostem |BE| = |BD| a |AF| = |AD| plati pro
odvésny pravouhlych trojihelnikt ABF a ABE nerovnosti |BE| < |AB|a |AF| < |AB|,
takze kazdy z thldt BAFE i ABF je mensi nez 45°.

Vratime-li se k zadani tlohy, vidime, ze pfimky AFE a BF se protinaji na polo-
primce DC'. A protoze dany trojuhelnik ABC' je pravouhly, méa jeden z jeho uhla BAC,
ABC velikost alespon 45° (jejich soucet je 90°). Bod P tedy musi urcité lezet uvnit¥
jednoho z thlt BAC ¢i ABC, tudiz dokonce uvnitr tsecky DC, coz jsme chtéli dokéazat.

NAVODNE ULOHY:

N1. V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB oznac¢me D patu vysky z vrcholu C.
Ukazte, ze plati tzv. Eukleidovy véty |CD|? = |AD| - |BD|, |AC|? = |AB| - |AD|
a |BC|? = |AB|-|BD|.

N2. Je déan trojuhelnik ABC, ve kterém D oznacuje patu vysky z vrcholu C. V poloroviné
ABC uvazujme body F, E takové, ze thly EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD|
a |AF| = |AD|. Dokazte, ze pfimky AE a BF se protinaji na pfimce CD. [VyuZzijte
podobnost pravothlych trojuhelniki.]

D1. Je dén pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou AB, ve kterém D oznacuje patu vysky
z vrcholu C. V poloroviné ABC' uvazujme body F, E takové, ze thly FBA, FAB
jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, ze se pfimky AE a BF protinaji
na useéce DG, kde G je stied tGsec¢ky CD. [Uvazte, ze délka jednoho z tseku cq, cp je
nejvyse rovna poloviné délky piepony AB.]

D2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou AB, ve kterém D oznacuje patu vysky
z vrcholu C. V poloroviné ABC' uvazujme body F', E takové, ze thly EBA, FAB
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jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, ze pfimka EF protiné tsecku CD.
[Pfimka EF protne polopfimku DC ve vzdalenosti 2cqcp/(ca + ¢p) od bodu D. Nebo
uvazte, ze prusecik thlopticek lichobézniku ¢i pravoihelniku BEF A puli odpovidajici
pficku, a pouzijte D1.]

4. Urcete nejvétsi celé cislo n, pri kterém lze ctvercovou tabulku n x n zaplnit priroze-
nymi ¢isly od 1 do n? tak, aby v kaZdé jeji ctvercové édsti 3 x 3 byla zapsdna aspor
jedna druha mocnina celého cisla.

RESENi. Snadno se ndm podaii pozadovanym zptisobem zaplnit tabulku 11 x 11 —
sta¢i z 11 druhych mocnin celych éisel 12,22, ...,112 vybrat devét a umistit je na devét
policek tabulky se souradnicemi

(3,3), (3,6), (3,9), (6,3), (6,6), (6,9), (9,3), (9,6), (9,9)

a ostatnimi ¢isly zaplnit zbyvajici policka jakkoli. Protoze v kazdé casti 3 x 3 dané
tabulky je jedno z uvedenych deviti poli, ¢islo n = 11 mé pozadovanou vlastnost.
Ukéazeme, ze tloze nevyhovuje zadné n = 12. Pro libovolné n = 12 oznaéme k
celociselny podil ¢isla n pfi déleni tiemi se zbytkem, takze 3k < n < 3k +2 a k = 4.
V tabulce n x n tak najdeme k2 nepiekryvajicich se (disjunktnich) ¢tvercti 3 x 3, k dis-
pozici vak mame jen n druhych mocnin celych é&isel 12,22, ... n?, pficemz ziejmé plati

n<3k+2< 4k < k2

Pro n 2 12 tak danou tabulku nesvedeme pozadovanym zpisobem vyplnit.
Odpovéd. Hledané nejvétsi n je rovné 11.

NAVODNE ULOHY:

N1. Najdéte vsSechna prirozend cisla n, pro kterd lze ctvercovou tabulku n X n zaplnit
piirozenymi &isly od 1 do n? tak, aby v kazdém Fadku i v kazdém sloupci byla zapsana
alespoti jedna druhd mocnina celého ¢isla. [Jde to pro kazdé n — étverce 12,22 ... n?
zapiSeme na thlopficku.]

N2. Urcete nejvetsi celé cislo n, pri kterém je mozné ctvercovou tabulku n X n zaplnit
prirozenymi &isly od 1 do n? tak, aby v kazdé jeji &tvercové &asti 2 x 2 byla zapséna
alespon jedna druhd mocnina celého ¢&isla. [n = 5]

D1. Do ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme vepsali prirozend ¢isla 1,2, ...,121 postupné po rad-
cich zleva doprava a shora dolii. Ctvercovou destickou 4 X 4 jsme vSemi moZnjymi
zpusoby zakryli pravé 16 policek. Kolikrat byl soucet zakrytych ¢isel druhou mocninou
celého ¢isla? [65-B-1-2]

D2. Ctvercovou tabulku 6 x 6 zaplnime vSemi celymi ¢&isly od 1 do 36.

a) Uvedte pfiklad takového zaplnéni tabulky, ze soudet kazdych dvou &isel ve stejném
tfadku nebo sloupci je vétsi nez 11.

b) Ukazte, ze pfi libovolném zaplnéni tabulky se v nékterém fadku nebo sloupci
najdou dvé &isla, jejichz soucet nepfevysuje 12. [66—C-11-2]

5. Je dana kruznice k(O,r) a bod A, kde |AO| = d > r. Tecny z bodu A se dotykaji
kruznice k v bodech B, C. Trojihelniku ABC' je vepsdna kruznice. Vyjddrete jeji
polomér o pomoct danych délek d a r.

RESENI. UkdZeme nejprve, ze stied D kruznice vepsané trojuhelniku ABC' lezi
na dané kruznici k.

Ze soumérnosti teCen AB, AC kruznice k podle osy OA jeji tétivy BC' plyne,
trojuhelnik ABC' je rovnoramenny a stied D jeho vepsané kruznice lezi na spojnici
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hlavniho vrcholu A a stfedu E zdkladny BC, pficemz DE je jeji polomér (obr.3).
Protoze stfed D lezi i na ose ithlu ABC, jsou vyznacené thly DBA a DBE shodné.
Shodné jsou i vyznacené thly DAB a EBO, nebot oba dopliuji tyz thel AOB do 90°.
Pro vnéjsi tthel ODB trojihelniku DAB tak plati

|xODB| = |xDBA| + |xDAB| = | DBE| + |« EBO| = |xDBO|,

takze trojuhelnik OBD je rovnoramenny se zakladnou BD, a proto |OD| = |OB| = r.
Bod D tak skute¢né lezi na kruznici k, takze |OE| = |OD| — |DE| =1 — p.

Obr.3
Nyni z podobnosti trojihelniki BOE a AOB zarucené vétou uu dostaneme

T_Q—‘OE‘—’OB‘—E neboli ﬁ—r—
r _ |0B| _ |0A] d a7

tudiz
r>  rd—r?  r(d-r)
Q = r - — = o

d d d

JINE RESENI. Podobné jako v prvnim feSeni si uvédomime, Ze body A, D, O lezi
v pfimce, a to, ze bod E je patou vysky z vrcholu B v trojuhelniku ABO. Oznac¢me
navic T patu kolmice z bodu D na AB, coz je zaroven bod dotyku kruznice vepsané




trojuhelniku ABC' (obr.4), a protoze pfimky BA a BC jsou jeji teény, je |BT| = |BE|.
Délku |BE| uréime z dvojiho vyjadfeni obsahu trojihelniku ABO:

2. Sapo = |AO| - |BE| = |AB| - |0B],

takze AB
1| = BE| = 20T )

K vypoctu poloméru o nakonec pouzijeme podobnost pravouhlych trojihelniki
ABO a ATD a vyjadfeni (1):

o _ |DT| _ |AT| _ [AB|-|BT| _ . |BT| _

i — — — 1 _ =1—
r _ |OB| _ |AB |AB| |AB|

"
d?
odkud

NAVODNE ULOHY:

N1. Je déna kruznice k(O,r) a bod A, kde |AO| = d > r. Teény z bodu A se dotykaji
kruznice k v bodech B, C. Prochézi kruznice opsand trojuhelniku BCO bodem A?
[Ano, je to Thaletova kruznice nad usec¢kou AO.]

N2. Je déna kruznice k(O,r) a bod A, kde |AO| = d > r. Teény z bodu A se dotykaji
kruznice k v bodech B, C. Trojuhelniku ABC je ptipsana kruznice ke strané BC'. Lezi
jeji stfed na kruznici k7 [Ano, oznaéme |$BAC| = a a dopocitejme velikosti thlé pii
osach vnéjsich Ghla trojuhelniku ABC pfi vrcholech B a C.]

D1. Je dan trojahelnik ABC se stiedem I vepsané kruznice. Prisecik osy strany BC's oblou-
kem opsané mu kruznice, ktery neobsahuje vrchol A, ozna¢me O. Dokazte, ze kruznice
k(O,|OB]|) prochazi bodem I. [Nejprve zdavodnéte, pro¢ bod O lezi na polopfimce Al
(ktera je osou thlu BAC) a potom vyjadrete pomoci velikosti thlu trojuhelniku ABC
velikost thla IBO a BOI.]

D2. V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F'. Te¢na ke kruznici [
sestrojend v bodé E protina kruznici k v bodé H (H # E). Na oblouku EH kruznice k,
ktery neobsahuje bod F', zvolme bod C (E # C # H) a pruseéik pfimky CE s kruznici
oznaéme D (D # E). Dokazte, Ze trojuhelniky DEF a CHF jsou podobné. [66-B-11-3]

6. Na kruhovém opevnéni hradu je nekolik vézi. Do nich se rozmisti pét cerngch a pét
rudych rytiri (v kaZdé vézZi jich mize byt vice i ruznych barev) a zacénou strdZit.

Po uplynuti kazZdé hodiny prejdou vsichni cerni rytiti do sousedni véZe ve Smeéru

chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytiri prejdou do sousedni véZe v opacnéem

sméru. Dokazte ndsledujict tvrzeni:
a) Je-li véZi osm, mohou se rytiFi na pocdtku rozmistit tak, Ze béhem kazdé hodiny
bude v kazZdé vezi aspon jeden rytir.
b) Je-li véZi sedm, nékterou hodinu zistane asporn jedna vézZ neobsazend, at se na
pocatku rytiri rozmisti jakkoliv.

RESENT. V piipadé osmi vézi si je ocislujme po sméru otaceni hodinovych rucicek
Cisly 1,2,...,8. Jedno z moznych TeSeni prvni ¢asti tlohy je, ze ¢erni rytifi obsadi na
zacatku vSechny véze se sudymi ¢isly (v jedné z nich budou dva rytifi a ve zbylych tfech
bude po jednom rytifi) a podobnym zptsobem obsadi rudi rytifi véZze s lichymi ¢isly.
Po kazdé hodiné se situace zméni pouze tak, ze rytifi z vézi se sudymi ¢isly obsadi véze
s lichymi ¢isly a naopak. Vzdy tedy ztstanou vsechny véze hlidané.

Pripad se sedmi vézemi je trochu naroc¢néjsi. Mame pouze pét rytiit kazdé barvy,
takze alespon dvé véze nebudou obsazené c¢ernymi a alespon dvé véze nebudou obsazené
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rudymi rytifi. Z pohledu ¢ernych rytiit se dvé véze neobsazené rudymi rytifi (nazvéme je
bilé) kazdou hodinu posunou o dvé pozice proti sméru otaceni hodinovych rucicek. Cisla
7 a 2 jsou nesoudélna, takze z tohoto pohledu se kazda bild véz vrati na svou pocatecni
pozici az po sedmi hodinach. Béhem péti hodin tak dvé bilé véze zaujmou alespon Sest
ruznych pozic (kazda z nich zaujme pét riznych pozic, avSak zfejmé nemuze jit o dvé
stejné pétice, to by se véze dostaly na piivodni pozici Sestym posunem?), a tudiz se
v nékterou hodinu alespon jedna dostane do alespoi jednoho ze dvou mist neobsazenych
cernymi rytiri.

NAVODNE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Na kruhovém opevnéni hradu jsou ¢tyti véze. Do nich se rozmisti dva ¢erni a dva rudi
rytifi a za¢nou strazit. Po uplynuti kazdé hodiny projdou vsichni ¢erni rytifi do sousedni
véze ve sméru chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytifi prejdou do sousedni véze
v opacném smeéru. Rozmistéte rytife tak, aby béhem kazdé hodiny byla kazda véz
stfezend. [Stac¢i rozmistit rytife tak, aby v sousednich vézich nebyli rytifi stejné barvy.]
Na kruhovém opevnéni hradu jsou tfi véze. Do nich se rozmisti dva ¢erni a dva rudi
rytifi a za¢nou strazit. Po uplynuti kazdé hodiny projdou vsichni ¢erni rytifi do sousedni
véze ve sméru chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytifi prejdou do sousedni véze
v opa¢ném smeéru. Umite rozmistit rytite tak, aby béhem kazdé hodiny byla kazda
véz stiezena? [Ne. Na pocatku strazeni vyberte jednu véz X, kterou nehlidaji cerni
rytiri, a jednu véz Y, kterou nehlidaji rudi rytiri. Podobné lze nestiezené véze v dalsich
hodinach urcit posunem Y a X ve sméru, resp. v protisméru chodu hodinovych rucicek.
Co t¥i hodiny tak bude platit X =Y ]

a) Mafenka rozmisti do vrchold pravidelného osmithelniku rizné poéty od jednoho
po osm bonboni. Petr si pak miize vybrat, které tfi hromadky bonboni da Ma-
fence, ostatni si ponecha. Jedinou podminkou je, ze tyto tfi hromadky lezi ve
vrcholech rovnoramenného trojuhelniku. Marenka chce rozmistit bonbony tak,
aby jich dostala co nejvice, at uz Petr trojici vrcholt vybere jakkoli. Kolik jich
tak Marenka zarucené ziska?

b) Stejnou tlohu vyfeste i pro pravidelny devitithelnik, do jehoz vrchold rozmisti
Matenka 1 az 9 bonbont. (Mezi rovnoramenné trojuhelniky zafazujeme i troj-
thelniky rovnostranné.) [66—C-I1-6]

Kazdému vrcholu pravidelného 66uhelniku priradime jedno z ¢isel 1 nebo —1. Ke kazdé
usecce spojujici dva jeho vrcholy (strané nebo thlopfi¢ce) pak pfipiSeme soudin Cisel
v jejich krajnich bodech a vSechna ¢isla u jednotlivych tsecek secteme. Urcete nejmensi
moznou a nejmensi nezdpornou hodnotu takového souctu. [66-B—I-1]

2 Priibéh posunil jedné véze lze zndzornit i Sipkami mezi vrcholy nac¢rtnutého sedmithelniku; tim
se stane ocividnym jak tvrzeni o periodé 7 hodin celého pohybu, tak tvrzeni o riznosti pétic po
sobé nésledujicich pozic dvou vézi s rliznymi pocatecnimi pozicemi.
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