48. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. Na louce jsou déti i dospéli. Pocet procent chlapci ze vsech déti se rovnd
poctu procent divek ze vsech pritomnyjch osob a také poctu vsech dospéelyjch.
Kolik chlapci, divek a dospélych je na louce?

RESEN{. Oznaéme po ¥adé ¢, d a v poet chlapct, divek a dospélych na,

louce. Plati
100c¢ 100d

c+d c+d+v

Z prvni rovnosti plyne d?> = ¢ + ve, coz dosadime do rovnosti mezi prvnim
a tfetim vyrazem, kterou pfedem upravime do tvaru vd = (100 — v)c a umoc-
nime na druhou. Po Gpravé dostaneme

v® = 200¢(50 — v).

Odtud plyne, Ze v je délitelné 10 a v < 50. VyzkouSenim vSech ¢ty moznosti
(v =10,v = 20,v = 30, v = 40) zjistime, Ze celé ¢ dostaneme jediné pro v = 40.
Potom ¢ = 32, d = 48.

Na louce je 32 chlapcti, 48 divek a 40 dospélych.

NAVODNE ULOHY:
1. Ur&ete vechny dvojice prvodisel p, g, ktera splituji rovnici 3p2 +p = ¢2 + 3q.
[34. ro¢. MO, C-II-3a]
2. Ktera pfirozena disla z, y, z spliiuji soustavu rovnic

zty=22
109:—|—y:z3?

[41. ro&. MO, C-S-2]
3. Najdéte vSechny trojice pfirozenych &isel x, y, z tak, aby zaroveh platilo

22+ y3 + 2% = 1979,

y2z =z.

[29. ro¢. MO, B-1-6]



2. UvazZujme shodné polokruznice, které lezi v daném pravém uhlu a jejichZ
koncové body lezi kaZdy ma jiném jeho rameni. Uréete mnoZinu, kterou
vyplni body vsech téchto polokruznic.

RESEN{. Ozna¢me p, ¢ ramena daného pravého thlu, O jeho vrchol, P, Q
piislugng koncové body priméru uvazované polokruznice a |PQ| = 2r. Zvolme
pevné vnitini bod R polokruznice a zkoumejme, jaky Gtvar body R vyplni.
Trojahelniky QPR a PQO jsou pravouhlé, proto body O, P, @, R lezi na
jedné kruznici (obr.1). Odtud podle v&ty o obvodovych thlech plyne, Ze

S RQP| = |XROP|.

Jelikoz je | RQP| pro pevny bod R konstantni, lezi bod R na polopfimce
s pocatkem O, kterd svird s polopfimkou p tihel o velikosti | RQP|.

q
QoA k
R
Q 3
0 PPy P
Obr.1 Obr.2

Pro vzdalenost |OR| zfejmé plati |[OR| £ |PQ)|, protoze OR je tétiva kruz-
nice s prumérem PQ.

Vzhledem k tomu, Ze hledand mnoZina je ziejmé soumérnd podle osy da-
ného pravého thlu, staci vySetfit pfipad, kdy | POR| 2 45°. V tomto piipadé
je |[SRQO| = 90°, takze |OR| 2 |QR|. Oznalme P, bod polop¥imky OP,
pro ktery |OPy| = |PQ|, Ro jeho kolmy primét na poloptimku OR (obr.1).
Protoze trojthelniky OFPy Ry a QPR jsou shodné pravouhlé trojthelniky, je
|ORg| = |QR)|. Pro vzdélenost |OR| tedy plati |ORg| < |OR| £ 2r. Bod R
tedy lezi v té Casti polopfimky OR, kterd je omezena kruznici k1 nad pramé-
rem OF, a ¢tvrtkruznici k se stifedem O a polomérem OPF,. Analogicky pro
|[<POR| £ 45° vyjde, ze hledané body R lezi v &sti polopfimky OR, kterd je
omezena, kruznici ks nad prumérem OQq a ¢tvrtkruznici k.

Zbyvéa ukézat, Ze celd mnozina vySrafovand na obr. 2 je hledanou mnozinou
bodi R. K tomu sta¢i si uvédomit, ze pokud bod R lezi uvniti ¢tvrtkruz-
nice k a vné asponi jedné z kruZnic k1, ke, existuje aspoii jedna (pfipadné dvé,
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lezi-1i bod vn& obou kruznic k;, ko) kruznice s danym primérem 2r prochazejici
body O a R, jejiz stied lezi uvnitt atvaru omezeného polopiimkami p, g a étvrt-
kruznici k. Tato kruZnice se bude vnitfné dotykat k& a protne kazdou z tGsecek
OPF,, OQq- Uvedené prisetiky budou krajnimi body hledané polokruZnice ob-
sahujici uvazovany bod R.

Zawér: Hledanou mnozinou bodt je Gtvar (véetné své hranice) vySrafovany

na obr. 2, tj.

¢tvrtkruh se stifedem O a polomérem 2r bez vnitiku ,cocky*

omezené dvéma ¢tvrtkruznicemi o poloméru r.

NAVODNE ULOHY:

1.

2.

DokaiZte, ze soulet protéjsich vnitinich thld v konvexnim ¢tyrfahelniku, jemuz
1ze opsat kruZnici, je 180°.

Urcete mnoZinu stfedd vSech tiseCek konstantni délky d, jejichZ jeden konec
se pohybuje po jedné a druhy konec po druhé ze dvou vzijemné kolmych
pfimek. [KruZnice se stfedem v prise&iku pfimek a polomé&rem %d]

. Uvnitf pravého thlu je dan bod B. Sestrojte polokruZnici s danym pramé-

rem d, ktera prochazi bodem B, jeden jeji koncovy bod leZi na jednom rameni
a druhy na druhém rameni pravého thlu.

. 'V roviné je dana tsetka AB. V jedné z polorovin vytatych pfimkou AB

uvazujme vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s pfeponou AB. Ozna¢me X
patu kolmice vedené bodem B na osu uhlu BCA. DokaZte, Ze osy vSech
takovych uhld BCA prochazeji pevhym bodem, a vySetfete mnoZinu vSech
bodt X. [21. roé. MO, C-P-3]

. Je dan rovnostranny trojuhelnik PQR. Urfete mnoZinu vSech vrchold A ta-

kovych trojahelniki ABC, jejichZ strany AB, BC, C A obsahuji v uvedeném
pofadi vrcholy P, @, R, a pro délky jejich stran plati |[AB| 2 |AC| 2 |BC].
[21. ro&. MO, C-II-1a]

. Je dana kruZnice k s primérem AB. Na kruZnici k zvolime bod X # A, B

a na polop¥imce AX sestrojime bod Y tak, aby platilo |AY| = |[AX|+|XB|.
VySetfete mnoZinu st¥edd tseek AY pro vSechny takové body X. [24. rol.
MO, C-P-3]

3. Najdéete vsechna trojmistnd cisla v desitkové soustave, kterd se rovnaji tie-
tin€ cisla s tymz zdpisem v jin€ c¢iselné soustavé.

RESEN{. Hledané &slo v desitkové soustavé mé tvar

1004+ 10B+C, A,B,C€{0,1,...,9}, A#0.

Je-li z neznamy zéklad jiné ¢iselné soustavy, ma podle podminky Glohy platit

1
100A+10B+C = g(A,z2 + Bz+C),

odkud dostéavame rovnici

A(z? —300) = B(30 — 2) + 2C.
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Zi¥ejmé je z > 18, nebot 172 < 300. Rozeberme jednotlivé piipady:

Je-li z = 18, je 12A = 6 B+C. Refenim jsou tyto trojice (4, B, C): (1,2,0),
(1,1,6), (2,4,0), (2,3,6), (3,6,0), (3,5,6), (4,8,0), (4,7,6), (5,9,6).

Je-li z =19, je 614 = 11B + 2C. Refenim je trojice (A4, B,C) = (1,5, 3).

Je-li z =20, je 504 = 5B + C. Refenim je trojice (4, B,C) = (1,9, 5).

Pro z 2 21 uz rovnost nenastane pro zadnou trojici (A, B, C), nebot levi
strana rovnice je vzdy vétsi nebo rovna 141 a prava strana je vZdy mensi nebo
rovna 99.

Celkem vyhovuje 11 &sel: 116, 120, 153, 195, 236, 240, 356, 360, 476, 480
a 596.

NAVODNE ULOHY:

1. Vyjadrete dekadické &islo 1998 v ¢iselné soustavé dvojkové, trojkové, ...,
Sestnactkové. [11111001110, 2202000, 133032, 30443, 13130, 5553, 3716, 2660,
1998, 1557, 11A6, BA9, A2A,8D3,7CE — znaky A, B,C, D, E, F znamenaji
postupné &isla 10, 11, 12, 13, 14, 15.]

2. Ve které &iselné soustavé plati 42 - 31 = 15227 [V osmickové.]

3. Pro které zaklady z, u plati rovnost (53), = (35),? (Symbol (53), znamena
&islo, jeZ je v Ciselné soustavé o zakladu z zapsano jako 53.) [Vyhovuje neko-
ne&n& mnoho dvojic (z,u): (7,11), (10,16), (13,21), ..., obecn& z = 3k + 1,
u=5k+1,k2=2]

4. Co se stane s ¢islem napsanym v dvojkové Ciselné soustavé, jestliZe za posledni
&islici pfipifeme a) nulu, b) dv& nuly? [Cislo se a) zdvojnasobi, b) stane
&tyfnéasobkem. ]

5. Je-li z > 2 zéaklad &iselné soustavy, pak &isla (z — 1)2, 2(z — 1) napsana
v této soustavé maji vidy obraceny sled cifer. DokaZte. [Navod: Ob& &isla
jsou dvojcifernd s &islicemi 1 a z — 2.]

4. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Na strané BC najdéte bod P tak,
aby kruznice vepsand trojuhelniku ABP a kruznice ptipsand strané PC
trojuhelniku APC byly shodné.

RESEN{. Nechf a znaéi délku strany rovno-
stranného trojthelniku ABC. Déle ozna¢me délky
usekt tecen z bodd A, B, C a P k obéma uvazova-
nym kruZnicim stejné jako na obr. 3. Poloméry obou
shodnych kruZnic ozna¢me r. Z obrazku je patrné,
ze plati

a+z=a—2x2+2y, odkud z+4z=2y. (1)

Pti vyjadreni délky a strany BC obdrzime déle Obr. 3

r+2y+z=a. (2)



Ze vztaht (1) a (2) bezprostiedn& plyne

x+z:2y=g, tedy yzg.

Déle vidime, Ze plati dvojice vztaht
3
x=rcotg30°=r\/§ a Z=T‘C0tg60°:r§7

z nichz plyne

x = 3z. (3)
Dosazenim (3) do (2) dostaneme po snadné Gpravé
g::I:+z:3z+z:4z, odkud z:g.
2 8
Celkové tedy
3 1 5 3
|BP|=m+y=3z+y=§a+Za=§a, |CP|=a—|BP|=§a.

Odtud jiz okamZité plyne konstrukce bodu P.

NAvVODNE ULOHY:

1. Konvexnimu ¢tyrahelniku ABCD lze vepsat kruZnici, pravé kdyZz pro jeho
strany a, b, ¢, d plati a + ¢ = b+ d. Dokaite.

2. Urcete délky stran pravouhlého trojihelniku ABC), je-li polomér jeho opsané
kruZnice » = 5cm a polomér jeho vepsané kruZnice ¢ = 2cm. [6cm, 8cm,
10cm.]

3. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka strany AB v bodé U, kruZnice
vné pfipsana strané AB se ji dotykd v bodé V. DokaZte, Ze pfi obvyklém
znadeni plati:

a B a B
AU| : |BU| = cotg — : cotg —, |AV]|:|BV|=tg - :tg—.
|AU|: |BU| = cotg & scotg s, [AV]: |BV] =tg 5 s1g "

4. Vzajemna poloha rovnostranného trojahelniku ABC' a kruZnice k je znazor-
néna na obr. 4. DokaZte, Ze pro vyznalené délky
plati c

at+ct+e=b+d+f f/ \e

5. V trojuhelniku ABC je sestrojena téZnice C'Cy
a do trojuhelniki ACC; a BCCp jsou vepsany
kruZnice. DokaZte, Ze vzdéalenost dotykovych bodua
t&chto kruZnic s t&nici CC1 je (pfi obvyklém ozna-
Zeni stran trojuhelniku) 1(a —b). d
6. Do lichob&Zniku ABCD zAB || CD) jsou vepsany
kruZnice k1, ko, které se v uvedeném poradi doty-
kaji stran a, c, d, resp. a, ¢, b. Jestlize pro délky Ab ¢ B
stran lichobé&Zniku plati a + ¢ > b+ d a jeho vyska Obr. 4
ma délku %(a + ¢ — b — d), pak maji kruZnice k1, '
k2 vné&jsi dotyk. DokaZte. [28. roé. MO, C—P-3]




5. Z koule o poloméru R je oddélena kulovd ise¢ o vySce v (v < R). Této
useci je vepsdna koule K o poloméru %v. Ddle je do usece vepsdano osm
shodngjch mensich kouli, z nich? kazdd se dotykd koule K. Zddné dvé z nich
nemagji spolecny vnitini bod a kaZdd z nich se dotykd prdve dvou ostatnich.

Urcete pomeér v : R.

RESENT. Oznaéme S sti¥ed koule, z niZ je Gse¢ od¥iznuta, O stied koule K
a @ stied jedné mensi vepsané koule o poloméru r. Patu kolmice z bodu @
na pifimku SO oznaéme P. Obr.5 predstavuje fez Gtvaru rovinou SOQ. Pro
vyznacené UseCky plati

|QO|:%+T, PO =2 — 7, |QS|=R—r, |PS|=R+7r—w.

v

2
Z pravouhlych trojihelniki OQP a QSP plynou rovnosti

v 2 v 2 2 _ 2 2

(5+7) = (5-7) =IQP* = (R—r)* = (R+7 - v)*,

odkud )
2Rv —v
PQI?=2 = — 1
PQP =2r, r= 202 1)
Vzdalenost stfedu kazdé mensi koule je od osy tsefe je |PQ)|, vzdalenost
stfedt @)1, @2 dvou sousednich mensich kouli je 2r. PouZijeme-li kosinovou

vétu na trojahelnik Q1Q2P, dostaneme (obr. 6)

2|QP? — 4r?

QP —4r” _ 1 @)
2|QP|? v

Jelikoz mensich kouli mé byt osm, je ¢ = 45° a cosp = %x/ﬁ vyjadiime-li
z druhé rovnosti v (1)

cosy =

_2R—v
T 4R

r _1 1o
v T2 4R’

plyne odtud podle (2)

%:2(1—2%)=2(2cos<p—1)=2(\/§_1)'
P
g 0
P
i/ N\
( § Q1 2r Q-
Obr. 5 Obr. 6



NAVODNE ULOHY:

1. Do polokruZnice k1 o priméru 2R je vepsana kruZnice k3 o priméru R.
Vypoctéte polomér kruznice k3, kterd se dotyka vné kruZnice k2 a zevnitf
polokruZnice kj i jejiho priaméru. [%R. Viz téz 38. ro&. MO, C-1I-2.]

2. Do mezikruzi o vnitfnim poloméru r a vnéj$im poloméru R je vepsidno n
kruZnic ,za sebou“ tak, Ze se kazdé dvé sousedni dotykaji. Urcete vztah mezi

R R 1+ sin %
" an'[r_l—sin%]

3. KruZnice se stfedy A, B, C a poloméry a, b, c se do-
tykaji navzajem i pfimky p podle obr. 7. Vyjadrete
polomé&r ¢ pomoci polomért a, b. [c = ﬁ] B

4. Dvé koule k1(A, a), k2(B, b) se vné dotykaji a ob&

se jeSté€ dotykaji roviny a. Urlete polomér koule A

k3(C,c), kterd se vn& dotyka kouli k1 a k2 a ro- C

viny a, pfi¢emz rovina ABC je kolma na rovinu a. p
[ReSeni: Stejné jako v tloze 3.] Obr.7

6. Najdéte vsechny mozné hodnoty souctu x + vy, kde redlnd cisla x, y splnuji
rovnost x® + y* = 3xy.
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RESEN{. Hleddme vlastné viechny ty hodnoty parametru s, pro néz ma
soustava rovnic

$3+y3=3$y,
rT+y=s

feSeni v oboru redlnych ¢isel. Z druhé rovnice vyjadiime y = s — z a dosadime
do prvni rovnice, kterou budeme fesit vzhledem k neznamé x:

2 + (s — 2)% = 32(s — 1),
2 + 5% — 3s%z + 3sa? — 2% = 3sx — 3332,
3(s+1)z? —3s(s+ 1)z + s> = 0.

Tato rovnice zfejmé nemd feSeni pro s = —1. Pro s # —1 jde o kvadratickou
rovnici, kterd ma v oboru realnych ¢isel feSeni, pravé kdyz je jeji diskriminant D
neziporny. Vypodétem

D =9s*(s+1)? —12(s + 1)s* = 3s*(s + 1)(3 — s)

zjistujeme, Ze D 2 0, pravé kdyz —1 £ s £ 3, coZ spolu s podminkou s # —1
déava hledanou mnozinu moznych hodnot soucti s: je to polouzavieny interval
(-1,3).

Zpétnd je vidst, ze pro kazdé s z intervalu (—1,3) existuje ¢islo z, jez
je kofenem vyse uvedené kvadratické rovnice, a ze toto ¢isla = a odpovidajici
hodnota y = s — « spliwji rovnici 2% + 3 = 3zy.
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Pro tplnost vypoétéme ta &isla xz, y, jez jsou pro libovolné s € (—1,3)
feSenim uvazované soustavy:

:3s(s+1):l:s\/3(s+1)(3—s):fi 3—s

1.2 6(s+ 1) 2 N 126+ 1)

Po dosazeni do y = s — x zjiStujeme, Ze danému s piislusi dvé dvojice

[z, ] s+ 3—s ] 3—s
T,y =< =+ 8/————, = — 84| ———
Y 2 12(s+1)" 2 12(s + 1)
&
(2, ] S 3—s s+ 3—s
Z, = o Ta/. . 1\ o SA 757 1%
Y 2 12(s+1)' 2 12(s + 1)

Rovnost 22 + 3® = 3zy lze pro nalezené z a y bud ovéfit dosazenim a pfimym
vypoctem, nebo pomoci Vietovych vzorct pro kofeny uvedené kvadratické rov-

nice
53

T+y=s, xy:m,

podle kterych

83 3

3 3 3 3 S
P =+’ —3aylz+y) = —3 - = 3zy.
74y (z+v) zy(x +y)=s s 3G+D  stl Ty

NAvVODNE ULOHY:
1. DokaZte, Ze pro vSechna redlna &isla z, y plati
a) 2 +y° = (¢ +y)(2? —zy +9?),
b) 2% +4® = (z +y)® - 3ay(z +y).
2. Urcete realna &isla x, y, pro néz plati x + y = b, 2y = ¢, kde b, ¢ jsou realné
parametry. [Je-li D = b2 — 4c > 0, je [z,y] = [%(b + VD), %(b — v/D)] nebo
[z,9] = [3(6 — VD), 5(b+ VD)J; jeli D = 0, je x = y = 3b; je-li D <0,
hledana realna &isla x, y neexistuji.]
3. Dokazte, Ze pro kazdé realné C&islo x plati nerovnosti
2
el oy
2 —zx+1°7~
4. JestliZe pro realna Cisla a, b, ¢ plati
a® 4+ b3 4 3 — 3abe = 0,
potom bud a + b+ ¢ = 0, nebo a = b = c. DokaZte. [18. ro&. MO, B-I-1]

5. Je dana soustava rovnic

Wl N
lIA

z+y+z=1,
w2+y2+z2:c,
zy:zz.

Udejte podminky pro realné &islo ¢, aby soustava méla redlné reseni x, y, z.

[11. ro&. MO, B-I-5]



