49. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy I1. kola kategorie B

. Zjistéte vsechna realna cisla c, pro kterda ma rovnice
(A +c—8)(x+2)—8lx —c+2| =clr+c+ 14
nekonecné mnoho feseni v oboru celych cisel.

. Devitistén vznikl slepenim krychle a pravidelného ¢tyrbokého jehlanu. Na kazdé sténé
tohoto devitisténu je napsano jedno ¢islo. Jejich soucet je 3003. Pro kazdou sténu S
uvazovaného devitisténu sec¢téme ¢isla na vsech sténach, s nimiz ma S spole¢nou pravé
jednu hranu. Dostaneme tak devét stejnych souctii. Urcete vSechna ¢isla napsana na
sténach devitisténu.

. Je dan lichobé&znik ABC'D, v némz |AB| = 8cm a | ABC| = 90°. Jeho obvod je 28 cm.
Polokruznice k s pruimérem AB se dotyka strany C'D. Vypoctéte délky zbyvajicich
stran daného lichobézniku, je-li strana AB jeho

a) zakladnou,

b) ramenem.

. Je dan obdélnik KLM N, |[KN| > |KL|. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC' se
zdkladnou AB délky |K L| tak, aby jeho vyska v, obsahovala body K, N, vyska v,
bod L a vyska v. bod M. (Vyskami zde rozumime piimky.)

I1. kolo kategorie B se kona
v atery 28. brezna 2000

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym Tresitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



49. roénik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Oznacime-li pro dané realné c
fo(@) =clz+c+ 14|+ 8|z —c+2| — (> +c—8)(x +2)

odpovidajici po ¢astech linearni funkei, je zfejmé, Ze rovnice f.(x) = 0 bude mit nekoneéné
mnoho celociselnych feseni, pravé kdyz bude funkce f. identicky rovna nule na nékterém
z nekone¢nych intervalt (—oo, min(c — 2, —c¢ — 14)) nebo (max(c — 2, —c — 14), 00). Vyset-
fime postupné obé moznosti.

a) Necht x < min(c — 2, —c — 14), pro takova z plati

fo@)=—clz+c+14) —=8(x —c+2) — (2 +c—8)(z+2) =
= —c(2+c)x — 3c* — 8¢ = —c(z(c+2) + 3¢+ 8).

Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz ¢ = 0 (soustava
c+2=0, 3c+ 8 =0 nema zadné Feseni).
b) Necht = =2 max(c — 2, —c — 14), pro takova x plati

fo@)=clzx+c+14)+8(x—c+2) — (2 +c—8)(z+2) =
= (16 — c*)x — ¢* + 4c + 32.

Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz bude soucasné platit
c? =16 a c® — 4c — 32 = 0. Dosazenim ¢? = 16 do druhé rovnice vychazi ¢ = —4, coz je
ziejmé jediné feseni obou rovnic.

Zaveér. Dana rovnice ma v oboru celych ¢isel nekone¢né mnoho feseni, praveé kdyz ¢ = 0
nebo ¢ = —4 (v prvnim pfipadé rovnici vyhovuji vSechna celd ¢isla ¢ < —14, v druhém
pak vSechna cela ¢isla z = —6).

Za Uplné feseni je 6 bodu, dva body za myslenku, Ze uvedena funkce musi byt nulovd na neomezeném
intervalu, po dvou bodech za kazdou z obou moznosti.

2. Oznacme A, B,C, D, FE, F, G, H vrcholy zminéné krychle a V'
vrchol prilepeného jehlanu (obr. 1). Cisla napsana na bo¢nich sténéch
ABFE, BCGF,CDHG, DAEH oznac¢me postupné ai, as, as a aq, A
¢isla na bocnich sténach EFV, FGV, GHV a HEV prilepeného L—A———>G
jehlanu ozna¢me po fadé by, by, b3 a by, C¢islo na podstavé ABCD 2 :
oznac¢me c. Dale ozna¢me s uvedeny spolecny soucet. E =

Porovnanim souctti pfislusnych sténam EFV a GHV dosta- :
neme rovnost a; = ag, analogicky pro dalsi dvojici stén vyjde Dy __1_._JC
as = ay4. Porovnanim souctt prislusnych sténam ABFFE a CDHG s
vyjde by = b3 a analogicky pro dalsi takovou dvojici stén by = by.
Porovnanim souc¢tt pfislusnych sténdm CDHG a HEV dostaneme
rovnost by = ¢ + as a analogicky pro dvojici stén DAHE a GHV Obr. 1
rovnost by = c+aq. Porovnanim soucttt dvou sousednich stén krychle
vychazi as + a4 + by = a1 + az + ba, neboli 2as + by = 2a; + by, coz dosazenim z poslednich
dvou ziskanych rovnosti dava rovnost as = aq, a tedy také by = by = ¢+ a;. Mizeme proto
psat a1 = as = a3 = a4 = a, by = by = bg = by = b = a + ¢ a z rovnosti souctt prislusnych
podstaveé a jedné z bocnich stén krychle vychazi 4a = 2a + b+ ¢ = 3a + 2¢, takze a = 2c,
b = 3c a celkovy soucet vSech ¢isel je c+4a-+4b = 21c. Z rovnice 21c¢ = 3003 plyne ¢ = 143.
Na sténach devitisténu jsou napsana ¢isla 143, 286 (¢tyrikrat) a 429 (¢tyrikrat).




Pozndmka. Ulohu je mozno Fesit i vypsanim a naslednym FeSenim soustavy deseti li-
nearnich rovnic pro devét neznamych ¢isel zapsanych na sténéch télesa a desatou nezndmou
rovnou jednotnému souctu.

Za uplné feseni je 6 bodu, z toho 1 bod za rovnosti as = a1, ag = a2 a 1 bod za rovnosti bs = b1, by = ba.
Pokud jsou tyto symetrie pouze intuitivné uhodnuty, strhnéte 2 body.

3. Oznacme S stied strany AB a T bod dotyku polokruznice k se stranou C'D. Jestlize
je AB zakladnou daného lichobézniku, je CD || AB a |AB|+|BC|+|CT| = 2|AB| = 16 cm
(obr.2). Ozna¢me A; kolmy primét vrcholu A na pfimku CD. Protoze |TD| + |DA| =
= 28cm — 16cm = 12cm > |AA;| + |A1T| = 8cm, lezi vrchol D na polopfimce T'A;
za bodem A;. Oznacme velikost |41 D| = zcm, |DA| = dcm. Pro &isla z, d dostavame
soustavu rovnic d +x = 8, d*> = 2% + 42 (Pythagorova véta pro trojihelnik AA; D), kterou
snadno upravime na tvar d+x = 8, (d — z)(d+x) = 16, tj. d+x = 8, d — x = 2. Soustava
ma jediné feseni d = 5, x = 3. Zbyvajici strany daného lichobézniku maji tedy velikosti
4cm, 11cm a 5 cm.

|b—d|

Obr. 3

Je-li AB ramenem daného lichobézniku ABCD, je AB 1. BC' || AD (obr. 3), takze obé&
zakladny BC a AD se dotykaji polokruznice k v odpovidajicich vrcholech B a A. Ozna¢me
b shodné tseky tecen z vrcholu C' a d shodné tseky tecen z vrcholu D k polokruznici k.
Ze znalosti obvodu tak dostavdme (v centimetrech) rovnost 28 = 8 + 2b + 2d, neboli
b+ d = 10. Z rovnobéznosti BC' || AD plyne |b —d| = /(b+ d)? — 82 = 6. Vzhledem
k soumérnosti podle osy dané polokruznice k staci uvazovat jen jednu z moznosti, napf.
b > d. Soustava b +d = 10, b — d = 6 ma jediné feseni b = 8, d = 2, takze zbyvajici
strany daného lichobézniku maji v tomto pripadé velikosti 8 cm, 10cm a 2cm, coz plati
i v ptipadé b < d.

Za Gplné feseni je 6 bodu, za kazdé spravné reseni 3 body.

4. Podle zadani zname primku K N, na niz lezi vyska v,. Protoze vyska v je soumérné
sdruzena s v, podle osy zakladny AB hledaného rovnoramenného trojuhelniku ABC', na
niz zaroven lezi jeho tieti vyska v., pokusime se najit prisecik V' téchto vysek. Ten ma tu
vlastnost, Ze bod L lezi na pfimce soumérné sdruzené s v, = KN podle VM = v, (obr.4).
Jakmile bod V' najdeme, budeme zaroven znat polohu vsech t¥i vysek trojuhelniku ABC),
takze az na podobnost muzeme sestrojit i hledany trojuhelnik ABC.

Predpokladejme, ze bod V na piimce KN méa pozadovanou vlastnost (obr.5). Ze
soumeérnosti primek VL a VN podle VM plyne rovnost vyznacenych thli s vrcholem V.
7 rovnobéznosti primek KN a LM dostavame, ze stejnou velikost ma i thel LMV | takze
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trojuhelnik MV L je rovnoramenny se zakladnou MV. Je tudiz |LV| = |[LM| a bod V
najdeme jako prusecik pfimky KN s kruznici k = (L, |LM|). Protoze dle pfedpokladu je
|KL| < |KN| = |LM]|, existuji takové pruseciky dva.

Nyni dokonc¢ime konstrukci trojihelniku ABC. Nejprve sestrojime pomocny troj-
uhelnik A’B’C’, ktery bude stejnolehly s hledanym trojuhelnikem ABC, a to tak, Ze na
pfimce KN libovolné zvolime bod A" # V' (na obr. 6 je jako bod A’ zvolen dany vrchol K),
sestrojime bod B’ soumérné sdruzeny s bodem A’ podle VM a vrchol C’, v némz kolmice
na B’V vedena bodem A’ protne pfimku V M. Protoze mé platit |[AB| = |K L|, trojuhelnik
ABC sestrojime uzitim té stejnolehlosti se stfedem V', kterd zndmou tsecku A’ B’ prevede
na hledanou tisecku AB dané délky | K L| (takové stejnolehlosti jsou dvé). Pro kazdy z moz-
nych bodu V tak bude mit tloha dvé feSeni (na obr.6 trojuhelniky A;B1C; a A3BsCs,
na obr. 7 trojuhelniky A3B3C5 a AyB4Cy) stiedové soumérna podle piislusného priseéiku
vysek.

Za Uplné feseni je 6 bodu. Ma-li fesitel z kazdé dvojice stejnolehlych feseni vzdy jen jedno, strhnéte dva
body.
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