52. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni Casti |. kola kategorie A

1. Rekneme, ze tfi navzajem riizna prirozend cisla tvoii souctovou trojici, je-li soucet
prvnich dvou z nich roven ¢islu tretimu. Urcete, jaky nejvétsi pocet souctovych trojic
se mize nachézet v mnoziné dvaceti prirozenych cisel.

2. V roviné jsou dany kruznice k1 (S1,71) a ka(S2,72) tak, ze S € k1 a r1 > ry. Spoleéné
tecny obou kruznic se dotykaji kruznice k1 v bodech P a (). Dokazte, ze ptimka PQ
se dotyka kruznice k.

3. Zjistéte, pro které realné cislo p maji rovnice

x3+x2—36az—p20,
2> =222 —pr+2p=0

spolecny koren.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kona
v utery 3. prosince 2002

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym Tesitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



52. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie A

1. Pro libovolné vybranych dvacet prirozenych cisel
T1 < Ty < ...< Ty

odhadneme, kolik mezi nimi muze byt souctovych trojic, tedy trojic {z;, z;, 1} spliujicich
podminky 1 < ¢ < j < k < 20 a z; + x; = ¥, a to nejprve pii pevném indexu k €

S . .o
€ {3,4,...,20}. Necht jsou to trojice {z; ,z; ,xx}, {®iy, Tjy, Tr}, .- ., {Ti,, 75, T1}. Pak
Cisla
l’il,l'jl,l'¢2,$j2, .. .,l'ip,l'jp
jsou navzdjem ruznd a vSechna lezi v mnoziné {x1, xa, ..., zx_1}, takZe pro jejich pocet 2p

plati odhad 2p < k—1, odkud p < [5(k —1)] (kde [a] znadi celou ¢ast &isla a). Proto pocet
vSech souctovych trojic nemuze byt cislo vétsi nez soucet

20 k’—].
Z[?} — 14142424343 4...4+9+9=90.
k=3

Piiklad mnoziny M = {1,2,...,20} ukazuje, ze pocet 90 souctovych trojic je dosazitelny,
nebot pii kazdém k € {3,4,...,20} miZeme za ¢islo i vybrat libovolné ¢islo z mnoziny
{1,2,..., [%(k — 1)]}; odpovidajici celé ¢islo j = k — i pak skuteéné splituje nerovnosti
i < j <k, takze {i,j,k} je souctova trojice lezici v M.

Za uplné reseni udélte 6 bodti. Pokud fesitel uvede piiklad vhodné mnoziny 20 ¢isel a vysvétli, pro¢ obsahuje

90 souctovych trojic, nezdivodni vSak, ze vétsi pofet mozny neni (nestaci napsat, Ze je to zfejmé!), udélte
3 body.

2. Ze soumérnosti spolecnych tecen plyne, ze body dotyku P a () jsou soumérné sdru-
zené podle piimky 5155, takze plati PQ 1 S1.55. Pfimka PQ proto bude te¢nou ke kruznici
k2, kdyz ukézeme, ze prusecik K pfimek PQ a S;S3 lezi na kruznici ko (obr. 1). Oznacme
jesté O prisecik obou tecen s primkou S152 a R bod dotyku tecny PO s kruznici ks.
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Obr. 1

Z podobnych pravouhlych trojahelniki S1OP a S3OR plyne timéra

T |51P| |510‘ |510‘ T%
— = = = , odkud |[S:0|= .
ro  |SeR|  [S20| ~ |S10] — 1 510 T — 7o

Z Eukleidovy véty o odvésné S; P trojihelniku S;OP proto vyplyva, ze

7‘2

r} = |51 P|* = [$1 K| [$10| = |$1 K| - ——,

rL—7r2




tudiz |S1K| = r1 —rg, a proto |So K| = [S152| — |S1 K| =11 — (11 — r2) = 2. To znamen4,
ze bod K skutecné lezi na kruznici ko a dikaz tvrzeni je hotov.

Jiné feseni. Ozna¢me L prusecik kruznice ko s tiseckou 5153, M patu kolmice spus-
téné z bodu Sy na usecku S1 P a R bod dotyku kruznice ks s tou spole¢nou tecnou, ktera
prochazi bodem P (obr.2). Protoze SoRPM je pravouhelnik, plati |M P| = |SoR| = ra,

Obr. 2

a proto |S1M| = |S1P| — |MP| = r1 — r9. Stejnou délku r; — ro mé rovnéz tsecka S1L,
nebot r; = |S152| a ro = |S3L|. Trojihelniky S M Ss a S;LP maji tudiz shodné ahly pii
vrcholu S i prilehlé strany, jsou proto shodné podle véty sus. Plati tedy nejen S1M L So M,
ale také S1L 1 PL. Bod L ale lezi na kruznici ks, takze pfimka PL je jeji te¢nou, ktera
s ohledem na soumérnost prochazi rovnéz bodem (). Dikaz je ukoncen.

Jiné fesSeni. Ozna¢me O prusec¢ik obou tecen, K patu kolmice z bodu P na OS,
(vzhledem k soumérnosti obou tecen podle spojnice 5759 je to pruseéik PQ s OS1) a R patu
kolmice z bodu Sy na OP (obr. 3). Protoze |S1 P| = |S152| = r1, je |51 PSs| = |[45152P],
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Obr. 3

proto

195, PK| = 90° — 4515, P| =
= 90° — [451 PSs| = |4 8. PR,

takze pravouhlé trojuhelniky K S;P a RSP se shoduji v preponé Sy P a prilehlém thlu

u vrcholu P. Je tudiz |S2 K| = |S2 R| a kruznice se stiedem Sy a polomérem ro = |SoR| se
dotyka spojnice P() v bodé K.

Za Gplné feseni je 6 bodu.



3. Levou stranu druhé rovnice upravime na soucin:
23 =222 —pr 4 2p = 2*(x — 2) — p(x — 2) = (z — 2)(z* — p).

Pro spoleény kofen = obou rovnic tedy plati £ = 2 nebo 22 = p. V prvnim piipadé po
dosazeni do prvni rovnice dostaneme

224922 _-36-2—p=0, neboli p=—60;

ve druhém piipadé miizeme prvni rovnici zjednodusit na tvar 23 — 36z = 0, odkud plyne
x = 0 nebo x = 46, a proto z podminky p = 22 vychazi p = 0 respektive p = 36.

Dodejme, ze po nalezeni rozkladu levé strany druhé rovnice jsme mohli vypsat jeji
kofeny x1 = 2, x2,3 = /P a po jejich postupném dosazeni do prvni rovnice urcit hledané
hodnoty p = —60, p =0 a p = 36.

Jiné FeSeni. Z prvni rovnice snadno vyjadiime p = 23 4+ 22 — 362 a dosazenim do
druhé rovnice dostaneme rovnici (bez parametru p), kterou musi spliiovat spoleény koren
obou pivodnich rovnic:

2 — 227 — (2® + 2% — 36x)x + 2(2® + 2% — 362) = 0.

Po tpravé dostaneme rovnici 24 — 223 + 3622 — 722 = 0, jejiz kofeny snadno uréime (jsou
to totiz cela ¢isla) napiiklad postupnym rozkladem:

zt —22° + 362 — 727 = x[z?(z — 2) + 362(z — 2)] = x(z — 2)(2* — 36) =
=z(x — 2)(x — 6)(x + 6).
Vidime, ze spole¢nym kofenem musi byt jedno z ¢isel 1 = 0, x9 = 2, 3 = 6, x4 = —6.
Dosadime-li je do ptvodnich rovnic, ihned zjistime prislusné hodnoty p; jsou to ¢isla 0,
—60 a 36 (posledni odpovida obéma kofenim z3 4 = +6).
Jiné feseni. Spole¢né kotfeny polynomi
Pi(z) =2® + 2% — 36z —p, Pa(r) =2 22> —px+2p

(pokud viibec existuji) jsou kofeny polynomu, ktery je nejvétsim spoleénym délitelem po-
lynomi P; a P». Najdeme ho Eukleidovym algoritmem postupného déleni se zbytkem.
V prvnich dvou krocich dostaneme jako zbytky polynomy

Ps(x) = Py(x) — Pa(2) = 32% + (p — 36)x — 3p,

Py(z) = Pa(z) — (% + 309_]9) Ps(z) = (p — 36) (@ - g) .

V pripadé, kdy p = 36, je algoritmus ukoncen; nejvétsi spoleény délitel je tehdy roven
P3(x) = 322 —3-36 = 3(x—6)(x+6), takze polynomy P;, P, maji dva spole¢né koteny x =
= +6. Dale proto predpokladejme, ze p # 36. Jediny kandidat na spolecny kofen polynomu
Py, P; je kofen polynomu Py, tedy ¢islo x = 3p/(p — 30). Staci jen zjistit, kdy je toto ¢islo
kofenem polynomu Ps3. Protoze

P 3p _ 9p(p +60)
S\p=30)  (p—30)2"

maji pozadovanou vlastnost pouze hodnoty p = 0 a p = —60 (kterym odpovida spoleény
kofen x = 0 respektive x = 2).

Za uplné feseni udélte 6 bodu.



