54. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie B

. Kruznice k1 o poloméru 1 ma vnéjsi dotyk s kruznici ks o poloméru 2. Kazda z kruznic
k1, ko mé vnitini dotyk s kruznici k3 o poloméru 3. Vypocitejte polomér kruznice k,
kterd méa s kruznicemi kq, ko vnéjsi dotyk a s kruznici k3 vnitini dotyk.

. Na jedné internetové strance probiha hlasovani o nejlepsiho hokejistu svéta posled-
niho desetileti. Pocet hlasi pro jednotlivé hrace je uvadén po zaokrouhleni v celych
procentech. Po Mirkové hlasovani pro Jaromira Jagra se jeho zisk 7 % nezménil. Ko-
lik nejméné lidi véetné Mirka hlasovalo? Predpokladame, ze kazdy ucastnik ankety
hlasoval pravé jednou, a to pro jediného hréace.

. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Ozna¢me K a L paty vySek z vrcholu A a B, M
stfed strany AB a V prisecik vysek trojuhelniku ABC. Dokazte, ze osa ithlu KM L
prochazi stiedem tsecky VC.

. Najdéte vSechny trojice redlnych c¢isel x, y, z, pro které plati

2004

LwJ—y=2-LyJ—Z=3-L2J—w=m,

kde |a]| oznacuje nejvétsi celé ¢islo, jez nepfevysuje ¢islo a.

II. kolo kategorie B se kon4a
v utery 22. brezna 2005

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Protoze se soucet primeéra kruznic k1 a ko rovnd priméru kruznice ks, lezi jejich
sttedy S1, S2 a S3 v pfimce. Existuji dvé shodné kruznice, které splnuji podminky tulohy,
a jsou soumérné sdruzené podle pfimky S7.55. Ozna¢me k jednu z nich (obr. 1), S jeji stfed
a r odpovidajici polomér.
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Pro velikosti stran trojuhelniku S7555 plati: [S1S| =147, [S2S| =2+, |S152] =3

a |S3S| = 3 — r Pro bod S5 zdroven plati, ze |S351| = 2 a |S352| = 1. Oznacime-li P
pravothly primét bodu S na pfimku 515 (obr.2) a z = |S1P|, y = |SP|, muzeme podle
Pythagorovy véty psat

(1+7)? =2 +y?

2+7)%=(B-2)*+¢7

(B-r)?=(2-2)"+y"
Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme 3+2r = 9—6x neboli 2r = 6 —6x, odectenim

prvni od tfeti 8 — 8 = 4 — 4z neboli 2r = 1 4 x. Porovnanim obou disledki vyjde rovnice
6 —6xr =1+ x, odkud z = %,7“23—3:(:: g.

Pozndmka. Se znalosti kosinové véty se obejdeme bez pomocného bodu P: staci napsat
kosinové véty pro trojuhelniky S;.55S5 a 51.52S. Dostaneme tak dvé rovnice

B—7r) =4+ (1+7r)>-2-2(147)cosw,
(2+7)? =9+ (1+7)*—2-3(1+7)cosw,

kde w = [%S5251S|. Po tpravé a vyjadieni (1 + r)cosw z obou rovnic dostaneme pro r
rovnici 2r —1 =1 — %r, z niz plyne r = g.

Za plné feseni udélte 6 bodua. Za zjisténi, ze stfedy kruznic k1, kg, k3 lezi v pfimce, dejte 1 bod, sestaveni
kvadratickych rovnic pro hledany polomér r ocente 3 body, 2 body dejte za vypocet poloméru 7.



2. Oznac¢me p pocet ucastnikii ankety véetné Mirka a j pocet hlasi pro Jagra. Na
celych 7% se zaokrouhli ¢isla z intervalu (6,5 %; 7,5 %) neboli (0,065; 0,075). Pfed Mirkovym
hlasovanim mél Jagr j — 1 hlasd a po ném j hlasti. Musi proto platit

- .
0,065 < 1= < 0,075, 0,065 <L <0,075.
p—1 D

Protoze z nerovnosti 0 < 5 < p plyne J

1 < =, staci resit dvé nerovnice
p

1
0,065 < ‘7—1 a L <0,075. (1)

p— p

Prvni z nich je ekvivalentni s nerovnici 0,065p — 0,065 + 1 < j a druh& s nerovnici
J < 0,075p, proto musi platit 0,065p + 0,935 < 0,075p, odkud plyne p > 93,5. Protoze p je
celé ¢islo, dostavame p = 94. Musime ovSem jesté zjistit, pro které nejmensi p = 94 existuje
celé ¢islo j, jez vyhovuje nerovnicim (1). Z podminky p = 94 dostaneme j = 0,065 - 94 +
+ 0,935 = 7,045, a tudiz j = 8. Z nerovnice j < 0,075p pak mame p > %, neboli p = 107.
Protoze 0,065 - 107 + 0,935 < 8, je dvojice j = 8, p = 107 feSenim soustavy (1), takze
p = 107 je nejmensi mozny pocet lidi, ktefi v anketé hlasovali.

Jiné feseni. Nerovnice 0,065p + 0,935 < j < 0,075p, ekvivalentni nerovnicim (1),
upravime na tvar
J j — 0,935
2 <«p< .
0,075 7= 0,065

coz dava podminku 0,0657 < 0,0755 — 0,075 - 0,935, neboli 7 > 7,5-0,935 > 7, takze 7 = 8.
Z nerovnosti p > 7/0,075 tak dostavame nerovnost p = 107. Nyni sta¢i ovérit, ze p = 107
8 — 0,935

vyhovuje pro j = 8 i druhé podmince, tj. ze plati 107 < 0.065

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Za odvozeni soustavy dvou nerovnic analogické soustavé (1) dejte 2 body,
za postupné odvozeni odhadi pro celd ¢isla p a 7 dejte 3 body, za ovéreni, ze p = 107 je hledané nejmensi p,
dejte 1 bod.

3. Oznacme S stfed tsecky CV (obr.3). Body K a L lezi
na Thaletové kruznici s prumérem AB, takze |ML| = |[MK]|.
Body K a L zaroven lezi i na Thaletové kruznici s primérem C'V,
takze |SL| = |SK|. Trojuhelniky SLM a SK M jsou tudiz shodné
(sss), takze |[<x SML| = |<SM K|, neboli osa thlu LM K prochazi
stfedem S usecky VC.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd. Po dvou bodech ocente odvozeni kazdé z rov-
nosti |[ML| = |MK| a |SL| = |SK|, zbylé dva body dejte za dokonéeni
ditkkazu (argumentovat lze napt. také tim, Ze oba trojuhelniky LK M a LK S
jsou rovnoramenné [a LMK S je deltoid]).




4. Danou soustavu rovnic prepiSeme ekvivalentné do tvaru

y=lz] —a
z=2y] -« (1)
x=3|z] — a,
kde jsme jako « oznacili ¢islo % z intervalu (0,1). Ze soustavy (1) plynou postupné
rovnosti
ly] = =] -1,
L) =2y] —1=2[z] =3,
x| =3|z] —1=6|z] — 10.
Z posledni rovnice dostavame |x| = 2 a ze zbylych dvou rovnic dale dopoc¢itame |y| =
= |z] = 1. Dosazenim do (1) tak méme & =3 — 2005 =2+ 5502, ¥ = 2 — 200 = 1 + 5058

- 2004 __ 1 « ¢ wr . o ‘o x ; v e SO0
az=2—550r = 1+ 5555 Vyslanecela ¢isla , y a 2, kterd maji pravé takové celé casti, jaké

jsme dosazovali do pravych stran rovnosti (1). Tak jsme zaroven provedli zkousku (kterou
lze ovSem provést i piimym dosazenim do puvodni soustavy). Uvedena trojice je (jedinym)
feSenim dané ulohy.

Za uplné feseni udeélte 6 bodi, z toho 4 body za odvozeni vztahu pro jednu celou ¢ast. Dokonceni vypoctu
ocente 2 body, za chybé€jici zminku o zkousce 1 bod strhnéte.



