54. ro¢énik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni casti I. kola kategorie B

1. Na stole lezi 54 hromadky o 1, 2, 3, ..., 54 kamenech. V kazdém kroku vybereme
libovolnou hroméadku, feknéme o k& kamenech, a odebereme ji celou ze stolu spolu
s k kameny z kazdé té hromadky, ve které je aspon k kament. Napriklad po prvnim
kroku, pri kterém vybereme hromadku o 52 kamenech, ziistanou na stole hromadky
o0l,2,3,...,51,1a 2 kamenech. Pfedpokladejme, Ze po urcitém poctu kroku ztistane
na stole jedind hromadka. Zdtvodnéte, kolik kamend v ni mtze byt.

2. Necht ABC je pravouhly trojihelnik se stranami a < b < ¢. Ozna¢me @ stied odvésny
BC a S stred prepony AB. Prusecik osy usecky AB s odvésnou C'A oznacme R.
Dokazte, ze |RQ| = |RS|, pravé kdyz

3. V oboru redlnych cisel reste rovnici

LlfmJ - 1£xﬁxj’

kde |a]| oznacuje nejvétsi celé ¢islo, jez nepfevysuje ¢islo a.

Skolni — klauzurni ¢ast 1. kola kategorie B se kona
v utery 25. ledna 2005

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodti, uspésnym Tfesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkuldtory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. Pokud v kazdém kroku zvolime hromadku s nejvétsim poctem kament, budeme
postupné odebirat hromadky s 54, 53, 52, ... kameny a po 53. kroku zlstane na stole
jedinad hroméadka s jednim kamenem.

Dokazeme, ze pii libovolném postupu ztstane v posledni hromédce jediny kamen.
Ukézeme totiz, ze po kazdém kroku, po némz na stole zbyva aspon jedna hromédka, tvoti
poc¢ty kament v jednotlivych hromadkach vzdy celou mnozinu {1,2,...,n} pro vhodné
prirozené n (nevylu¢ujeme ovSem, ze k nékterym ¢islim existuje vice hromadek s tymz
poctem kament). To tedy znamena, Ze je vzdy na stole aspon jedna hromadka s pravé
jednim kamenem.

Na zacatku tvoii poéty kament v hromadkach mnozinu {1,2,...,54}. Pfedpokladej-
me, ze po urCitém poctu krokt tvori pocty kamenid v jednotlivych hromédkach mnozinu
{1,2,...,n} (n 2 2). Zvolime-li nyni hromadku s n kameny nebo hromadku s jednim kame-
nem, budou v dalsim kroku po¢ty kament v hromadkach tvofit mnozinu {1,2,...,n — 1}.
Pokud zvolime hromadku s m kameny, kde m ¢ {1, n}, budou po¢ty kament v dalsim kroku
tvofit mnozinu {1,2,...,m — 1} U{1,2,....,n —m} = {1,2,...,p}, kde p = max{m — 1,
n —m}. Tim je tvrzeni o po¢tu kamenu v jednotlivych hromadkach dokazano.

Odpovéd. Posledni hromadka bude bez ohledu na zvoleny postup vzdy obsahovat jediny
kamen.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 4 body za formulaci hypotézy, ze po kazdém kroku tvoii pocty
kamenti v hromédkach celou mnozinu {1,2,...,n}.

2. Podle Pythagorovy véty je v pravothlém trojuhelniku rovnost a? : b% = 1 : 2
splnéna, pravé kdyz b2 : ¢ = 2 : 3. Staci tedy dokizat pozadovanou ekvivalenci jen pro
jednu z rovnosti a® : 2 =1:2,b%: ¢? =2: 3.

Trojahelniky ASR a AC'B (obr. 1) maji spoleény thel pii B
vrcholu A a shoduji se v pravych tthlech ASR a ACB, takze
jsou podobné (uu). Odtud vyplyva rovnost

Q
|AR| B |AB| %a
|AS]| a |AC|’ :
C
neboli AB| - |AS] )
Bl - c
= A = - = — 1
v =|AR| IAC| 2% (1)

Podle Pythagorovy vety je |RS|? = |AR[2 |AS|]? = 2% — 4c a \RQ\Z |QC|?> +|CR|* =
a?+(b—x)% = La?4+b% —2bx+22, takze |[RQ| = |RS|, pravé kdyz $a®+1c? +b* = 2ba,
coz po dosazeni z (1) a a? = ¢ — b? po tpravé dava %bZ ; 2 neboh b?:c? =2:3. Tim

je pozadovana ekvivalence dokazana.

Jiné feSeni. Podle Pythagorovy Vety je (obr.1) |BR|?> = |BC|? + \CR]Q = a® + y?,
|RS|> = |BR|? — |BS|> = a®> + y* — 3¢, |RQ*> = |QC|*> + |CR|* = 1a® + y>. Rovnost
|RQ| = |RS| tedy plati, pravé kdyz a2 +y?— %02 = %a2 +42, neboli 3a? = 2. V pravothlém
trojuhelniku je tato rovnost ekvivalentni s rovnosti 36 = 2¢2, nebolia? : b2 : ¢> =1:2: 3.



Jiné FeSeni. Ozna¢me T stied strany AC (obr. 2). Protoze |QC| = |ST| a |[<xQCR| =
= [xSTR| = 90°, jsou trojihelniky QCR a STR shodné, p
pravé kdyz |RQ| = |RS| a zaroven pravé kdyz |RC| = |RT.
Rovnost |RQ| = |RS]| je tedy ekvivalentni s tim, ze bod R je
stfed usecky CT, tj. x = |[RA| = 3b. Z podobnosti trojuhel- Q
niki ABC ~ ARS méame (stejné jako v prvnim FeSeni)

— = C—b, neboli  3b% = 2¢2.

V pravotihlém trojihelniku je to dle Pythagorovy véty ekvivalentni s rovnosti 3a? = 2,

neboli a2 : 6% :c2=1:2:3.

Za tplné Feseni udélte 6 bodii. 1 bod udélte za zjisténi, ze staci dokazovat jen jednu z rovnosti a2 : b2 =1 : 2,
b2 : ¢? = 2: 3, 3 body za vyjadfeni délek |RQ|, |RS| pomoci stran trojthelniku ABC. Zbyvajici 2 body
udélte za dokonceni ekvivalence.

3. Vyraz h x

—x
ze 1 — |x| € {—1,1}, neboli |z] € {0,2}.
Necht |z] = 0. Potom 0 < z < 1 a dana rovnice ma tvar

il

takZe je splnéna, pravé kdyz 0 < 1& < 1, coz je s ohledem na pfedpoklad 1 —x > 0
—x

ekvivalentni s nerovnostmi 0 < z < % V tomto pripadé dané rovnici vyhovuji vSechna x
z intervalu <O, %)
Necht |xz| = 2. Potom 2 < z < 3 a dana rovnice m4 tvar

hfg;J =3

x
takZe je splnéna, pravé kdyz —2 < 1 < —1, coz je s ohledem na pifedpoklad 2 < x
—x
(takze 1 —x < 0) ekvivalentni s nerovnostmi —2+ 2z = & > —1 4z, neboli z = 2. V tomto
ptipadé dané rovnici vyhovuji vSechna x z intervalu (2, 3).

Zdvér. Viechna feseni dané rovnice tvoif mnozinu (0, 1) U (2, 3).

je celé cislo, proto i = — 1 je celé, coz znamena,
JJ P 1— o] 1-[z) ~°%°

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. 1 bod dejte za zjisténi, ze

je celé é&islo, dalsi bod za |z| € {0, 2}.
— |z

Za odvozeni soustavy nerovnosti a jeji vyreseni v kazdém z obou pripadi udélte po 2 bodech. Pokud chybi

spravny zavér, ze vyhovuji vSechna = € <0, %) U (2, 3), strhnéte jeden bod.



