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1. V oboru redlngch cisel reste soustavu rovnic

z+y* =y,
y-l-xz:x?’.

(Jaroslav Svréek)

Reseni. Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme

(2° —y%) = (@® —y*) + (x —y) = 0,
(z—y) (@ +ay+y* —2z—y+1)=0.

Druhy ¢initel je kladny pro jakékoliv redlna ¢isla x a y, nebot
e tay+y?—r—y+l=g(z+y)’+ 5@ -1)°+30-1)°

a zaklady vsech t¥i druhych mocnin nemohou byt rovny nule soucasné. Proto pro kazdé
feSeni (z,y) dané soustavy musi platit x —y = 0 neboli y = z, coz redukuje soustavu na
jedinou rovnici z 4+ 2? = 23 s kofeny z; =0 a Tog = %(1 +/5).

Resenimi jsou pravé tii dvojice (z,y), kde y = = € {0, 2(1 + v/5), 3(1 — V5)}.

Jiné FeSeni. Vyjadieni y = 23 — 22 z druhé rovnice dosadime do rovnice prvni.

Dostaneme rovnici z + (22 — 22)? = (23 — 22)3, po tpravée
29 — 328 4327 —22% + 225 —2* —z =0.

To je sice rovnice 9. stupné, ale pomtze nam takova tuvaha: pripadu r = y odpovida

jedina rovnice x 4+ z2 = 23, proto ziskany mnohoclen stupné 9 mus? byt délitelny mno-

hoc¢lenem 2 — 22 — x. Vydélenim piejdeme k rovnici v souéinovém tvaru

(3 —2? —2)(2® — 225 422" — 223 + 222 — 2z +1) = 0.
Druhy ¢initel je v8ak kladny pro jakékoliv realné ¢islo x, nebot

20 —22° 422 — 203 + 227 — 2+ 1= (2% -2+ (2® —2)? + (z - 2)* +

N
N[N

Prvni slozka x kazdého feseni (x,y) proto musi spliiovat rovnici 23 — 22 —x = 0. Zbytek
feSeni je nasnadé.

Jiné reseni. Jesté jednim zpisobem dokézeme, ze x = y. Piipustme, Ze existuje
feSeni s vlastnosti z > y (opacny piipad je symetricky). Pak z rovnosti x = y3 — 32
ay =23 — 22 plyne y2> —y?> > y a 2> — 22 < z, tedy P(y) > 0 a P(z) < 0, kde
P je polynom P(z) = 23 — 22 — x s rozkladem P(z) = x(x — xz2)(x — x3), pfitom
zs=2(1+V5) >0axz3=1(1-+5)<0. Nerovnosti P(y) >0 a P(z) < 0 znamenayj,
ze plati y € (x3,0)U(z2,00) az € (—o0,x3)U(0, z2), coz s ohledem na x > y lze upfesnit
na y € (23,0) a x € (0,23). Pfimo z y < 0 oviem plyne nerovnost 3 — y? < 0, tedy
x < 0, coz je ve sporu s tim, ze x € (0, x3).



2. Jsou dany dvé kruznice k1(S1;71) a ka(S2;72), pricemz |S1.5| > r1 + 2. UvaZujme
libovolny trojuhelnik ABC' s vrcholem A na kruznici kv a vrcholy B, C na kruznici
ko zvolenymi tak, Ze obé primky AB, AC jsou tecnami kruznice ko. Najdéte

a) mnozinu stredi kruznic vepsanych,
b) mnozinu priseciku vysek
véech takovych trojuhelniki ABC. (Tomas Jurik)
Reseni. a) Bod A mutze byt na kruznici k; vybran libovolné, body B a C jsou pak
nutné body dotyku obou polopfimek s pocatkem A, které jsou tecné ke kruznici ko
(obr.1). Vzhledem k jejich symetrii je ABC rovnoramenny trojihelnik soumérny podle

Obr.1

piimky AS,. Stfedem kruznice jemu vepsané je priisecik S tsecky AS3 s kruznmici ks.
Tento bod S totiz lezi nejen na ose thlu BAC, ale také na osidch obou (soumérné
sdruzenych) thla ABC a AC B, protoze podle véty o obvodovém a tisekovém thlu plati
|xXACS| = [<CBS]| a ze symetrie |xCBS| = |xBCS|. Obracené, zvolime-li na kruznici
ko libovolné bod S tak, aby polopiimka S5S protala kruznici k1 v aspon jednom bodé,
ktery oznacime A a ke kterému sestrojime podle prvni véty feseni vyhovujici trojihelnik
ABC, bude podle predchozich ivah bod S stfedem kruznice vepsané pravé takovému
trojuhelniku ABC'. Hledanou mnozinou je tedy mnozina prusec¢ikt kruznice ko se vSemi
useckami So A, kde bod A probiha celou kruznici k7. Je to zfejmé kratsi z obou oblouki
(véetné krajnich bodi) kruznice ks, které na ni vytinaji obé polopiimky s poc¢atkem Ss,
jez se dotykaji kruznice k.

b) Dokéazeme, Ze hledanou mnozinou je kruznice, kterd je obrazem kruznice k; ve
stejnolehlosti se stiedem Sy a kladnym koeficientem

- 2r2

IR

Vysvétlime totiz, pro¢ ortocentrum V kazdého uvazovaného trojuhelniku ABC, jez z du-

vodu osové soumeérnosti lezi na polopfimce Sy A (diky ostrym thlim ABC, ACB lezi

body A, V ve stejné poloroviné s hranici BC'), je ve zminéné stejnolehlosti obrazem

druhého priseciku ) poloprimky SsA s kruznici k1, ktery — stejné jako prvni prise-

¢ik A — probiha celou kruznici k; (v pripadé, kdy se poloptimka S2 A dotyka kruznice kq,

klademe @ = A). Potiebny vztah |S3V|: |S2Q| = A dostaneme vydélenim rovnosti
|S2A] - [S5Q] = [S1S2]> — 7] a §[SaV|-|SaA| =13,

které nyni zdivodnime (a tak bude cely dikaz hotov).

A
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Prvni rovnost vyjadiuje (kladnou) mocnost bodu S ke kruznici k7. Druhd rovnost
plyne z Eukleidovy véty o odvésné Sy B pravouhlého trojuhelniku Sy B A, protoze stfed P
usecky BC' je nejen patou vysky z vrcholu A, ale také stifedem kosoctverce C'So BV, tudiz

T’g = |SQB|2 = ‘SQP‘ . |SQA‘ = %|SQV| . |SQA|

3. Zjistéte, pro ktera cela kladna cisla a, b je hodnota podilu

2+ab+a+b—1
a2+ ab+1

rovna celému ¢islu. (Martin Pandk)
Reseni. Ukazeme, Ze viechny vyhovujici dvojice (a, b) jsou tvaru (1, b), kde b je libovolné
celé kladné cislo.
Oznaéme X = a®’+ab+1=a(a+b)+1ayY =b?>+ab+a+b—1= (b+1)(a+b)—1.
Deéli-li ¢islo X ¢islo Y, déli i ¢islo
b+1D)X —aY =0+1a(a+b)+1] —al(b+1)(a+b)—1]=a+b+1,
které tudiz jako kladny nasobek ¢isla X spliiuje nerovnost

a+b+1>2X=a?+ab+ 1.

Odtud po zruSeni jednotek a déleni ¢islem a + b dostaneme 1 2 a, tedy nutné a = 1.
Naopak, je-lia=1,je X =b+2aY =b%>+2b=0b(b+ 2), takze X | Y plati.

4. Rowvnost
2008 =1111+ 666 + 99 + 88 + 44

je rozkladem cisla 2008 na soucet nékolika navzdjem ruznych vicemistnych cisel,
z nichZ kaZdé je zapsdno stejnymi cislicemi. Najdéte
a) aspon jeden takovy rozklad cisla 8 002,

b) vsechny takové rozklady ¢isla 8 002, které maji co nejmensi pocet s¢itanci (na
jejich poradi nebereme zretel). (Jaromir Simsa)

Reseni. a) Piikladem hledaného rozkladu je rovnost
8002 = 3333 + 999 + 888 + 777 + 666 + 555 + 333 + 99 + 88 + 77 + 66 + 55 + 44 + 22.

V druhé c¢asti ukadzeme, ze je to jediny vyhovujici rozklad c¢isla 2 008 na 14 séitanci a ze
zéddny takovy rozklad na mensi pocet s¢itancii neexistuje.

b) Cislo tvaru aaaa, resp. aaa, resp. aa je a-nasobkem ¢&isla 1111, resp. 111, resp. 11.
Proto kazdy uvazovany rozklad ¢isla 8 002 miiZzeme po ¢astecném secteni (,,stejnomist-
nych® sé¢itanci) zapsat ve tvaru

8002 = 1111k + 1111 + 11m,

kde k, [, m jsou cela nezaporna ¢isla nepievysujici hodnotu souc¢tu 1 +2+...+9 =45
(nebot séitana ,stejnomistna® ¢isla maji byt navzajem ruznd).
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Uvedenou rovnost piepiseme do tvaru

8002 = 727 - 11 + 5 = 11(101k + 10l + m) + I,

-5
727 = 101k + 10l + m + BT
Odtud vychazi (s ohledem na | < 45), ze [ = 11¢+ 5, kde ¢ € {0, 1,2, 3}. Dostavame tak
rovnost
677 =101-6 + 71 = 101(k + q) + 10q + m,

z niz ziejmé plyne k + q¢ = 6 a 10g + m = 71. Tato soustava mé za danych podminek
jediné Teseni ¢ = 3, k = 3 a m = 41. Pro [ tak vychazi [ = 38.

K vytvoreni hledaného rozkladu zbyva rozlozit nalezena cisla k, [, m na soucet
jednoho ¢i nékolika riznych jednomistnych sc¢itanctt. Vzhledem k tomu, ze na vybér
mame prave devet s¢itanci 9+8+ 746+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1 se souctem 45, bude ziejmé
jednodussi vypsat rozklady pro k, 45 — [ a 45 — m (rozklady ¢isel I a m pak dostaneme
vynechanim nalezenych s¢itanci ze souc¢tu 1+ 2+ ...+ 9):

k=3=1+2,
45—-1=7=14+6=1+2+4=2+5=3+14,
45 -m=4=1+3.
Nasli jsme vsech 2-5-2 moznych rozkladu ¢isla 8 002, jez maji pozadované vlastnosti

a z nichz kazdy méa alespon 1 + 6 + 7 = 14 sc¢itanci, pricemz rozklad na 14 sc¢itancu je
jediny a byl uveden v feSeni ¢asti a).

5. Karel v jisty okamZzZik na svych presné jdoucich hodinkdch zjistil, Ze konec velké
rucicky, konec malé rucicky a vhodny bod na kruznici ciferniku tvori vrcholy rov-
nostrannéeho trojuhelniku. NeZ tento jev nastal podruhe, uplynula doba t. Najdete
nejuétsi mozné t pro dané hodinky v zdvislosti na pomeéru k délek obou rucicek
(k > 1), kdyz polomeér kruznice ciferniku je shodny s délkou velké rucicky.

(Jaromir Simsa)

Reseni. Ukazeme, 7e hledané nejvétsi ¢ je rovno 4/11 hod nezavisle na poméru k délek
rucicek.

Ozna¢me c kruznici ciferniku, S jeji stfed a M konec malé rucicky (obr. 2). Vysvét-
lime nejprve, proc¢ pti pevné poloze bodu M existuji praveé dva rovnostranné trojuhelniky
MXY s vrcholy X, Y na kruznici c. Protoze ptfimka SM musi byt osou tétivy XY,
a tedy i osou uhlu X MY, sviraji obé pfimky M X, MY s primkou SM thel 30°. Proto
je trojuhelnik M XY totozny s jednim z rovnostrannych trojuhelnikia MV;Vs, MV3Vy
sestrojenych na obr. 2.

Body V; rozdéluji kruznici ¢ na ¢tyfi oblouky. Oblouktim V5V3 a ViV prisluseji
obvodové uhly VoV, Vs, V1 V3V, velikosti 60°. Proto podle véty o obvodovém a stfedovém
uhlu plati prvni dvé z rovnosti

|<)<VQSV3| = |<)<V215V1| =120° a |<)<V15V2| + |91V3SV4| =120°,

tfeti rovnost je jejich disledkem (dopocitanim podle plného thlu u vrcholu S). Plyne
z ni, ze oba stiedové uhly V1.5V5, V35V, jsou mensi nez 120°.

Miizeme si predstavit, ze mald rucicka hodinek je nehybna a velka rucicka se kolem
stfedu S otaci tthlovou rychlosti (360—30)° = 330° za hodinu. Jak jsme zjistili, zkoumany
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Obr. 2

jev nastane, prave kdyz konec V' velké rucicky splyne s jednim ze ¢tyi boda V;. Mezi
dvéma po sobé jdoucimi jevy se proto velkd rucicka otoc¢i o thel, ktery mé ve dvou
pripadech velikost 120° a ve zbylych dvou piipadech velikosti |<V;1SVa| a [ V3SVy|,
které jsou mensi nez 120° (a zavisi na poméru k). Nejdelsi doba ¢ je tedy na poméru k
nezavisla a je rovna 120/330 hod.

6. Urcete nejvétsi redalné cislo p a nejmensi redlné cislo q, pro néz nerovnosti

a-+tp
b+t,

p< <q

plati v libovolném trojuhelniku ABC' se stranami a, b a téZnicemi t,, ty.
(Pavel Novotnyj)

Reseni. Ukazeme, Ze hledané ¢isla jsou p = 1/4 a ¢ = 4. Staéi pouze zdfivodnit, Ze
q = 4 (pak totiz p = 1/4, nebot zdména stran a, b méni hodnotu zkoumaného zlomku
na prevracené ¢islo).
Podle trojuhelnikovych nerovnosti plati
%a <b+t, a %tb < %ta-l- %b.
Prvni nerovnost vynasobime dvéma, druhou tfemi a pak je secteme:

a+ty < (2b+2t,) + (2ta + 5b) = $b+ 4ty < 4(b+ta).

Pozadovanou vlastnost ma tedy kazdé ¢islo ¢ = 4; ukdzeme jesté, Ze ji nemé zadné ¢islo
q < 4. K tomu uvéazime rovnoramenny trojihelnik ABC, ve kteréma =c=1ab € (0,2)
(takovy trojuhelnik existuje pro libovolné b z uvedeného intervalu). Z obecnych vzorci

2 20% + 2¢% — a?
a 4 )
dostaneme t, = %\/ 14202 at, = %\/4 — b2, odkud
a-+tpy 2+ v4 —b?

b+te 20+ +/1+202
7

b 4




Posledni zlomek miize byt pro malé kladné b libovolné blizky cislu 4. Vysvétlime to
takto: zvolime-li € > 0, pak pro vSechna dostatecné mala kladné b soucasné plati

V4a—102>2—¢, 2b<e a V1+202<1+e,

takze
a—+tp 4 —¢

> )
b+t, 1+ 2¢

a je snadné vybrat ¢ > 0 tak, aby byl posledni zlomek vétsi nez jakékoliv predem
zvolené ¢ mensi nez 4. Staci, aby platilo

4—q

1+2q

€<



