59. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Kruznice [(T; s) prochazi stfedem kruznice k(.S; 2 cm). Kruznice m(U; t) se vné dotyka
kruznic k a [, pticemz US 1 ST. Poloméry s a t vyjadfené v centimetrech jsou cela
¢isla. Urcete je.

.V matematické soutézi bylo zadano 7 tloh a za kazdou z nich mohl soutézici ziskat
0, 1 nebo 2 body. Soutéze se ziucastnilo 60 zakl. Za kazdou tlohu bylo udéleno aspon
95 bodii. Dokazte, ze mezi soutézicimi najdeme dva tak, ze kazdou z tloh vyftesil aspon
jeden z nich za 2 body.

. V roviné je dan rovnobéznik ABCD. Oznacme K, L, M po fadé stiedy stran AB,
CD, AD. Predpokladejme, ze body A, B, L, D lezi na jedné kruznici a zaroven i body
K, L, D, M lezi na jedné kruznici. Dokazte, ze |AC| =2 - |AD|.

. Cislo n je soucinem &tyf prvocisel. Jestlize kazdé z téchto prvocisel zvétsime o 1
a vznikla ¢tyri ¢isla vynasobime, dostaneme cislo o 2886 vétsi nez ptvodni cislo n.
Urcete vsechna takova n.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 30. brfezna 2010

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie B

1. Trojahelnik UST je pravouhly. Jeho prepona UT ma délku s + ¢, délky odvésen
jsou [US| =t + 2, |ST| = s (obr.1). Podle Pythagorovy véty proto plati

(s+1)2 = (t+2)2 + 5%
Upravami postupné dostavame

2425t +t2 =2+ 4t +4+ s°,
st =2t + 2,
t(s —2) =2.

Cisla t a s — 2 jsou celd, proto t musi byt délitelem ¢isla 2. Protoze ¢ je kladné, jsou jen
dvé moznosti; jestlize ¢t = 1 cm, potom s = 4 cm, a jestlize t = 2cm, potom s = 3 cm.

Obr. 1

Za aplné feSeni udélte 6 bodu. Udélte jeden bod za vyjadireni délek stran trojuhelniku UST, dva body za
pouziti Pythagorovy véty, jeden bod za tpravu na tvar t(s — 2) = 2 a dva body za nalezeni obou FeSeni.

2. Nejdrive dokazeme, ze kazdou tulohu vyrtesilo za dva body aspon 35 zakt: Kdyby
totiz né€kterou ulohu vyresilo za 2 body a soutézicich, pficemz a < 35, bylo by za tuto
ulohu udéleno nejvyse 2a + 60 — a = a + 60 < 95 bodti, coz odporuje zadani.

7 pravé provedené uvahy tedy plyne, ze celkovy pocet dvoubodovych feseni je aspon
7-35 = 245. Protoze 245 > 4 - 60, musel néktery zak vyresit za dva body aspon 5 tuloh.

Dale budeme misto ,,vyfesit tlohu za dva body®“ psat strucnéji jen ,vytesit lohu“.
Jestlize néktery zak vytesil vSech 7 uloh, staci k nému do dvojice pridat libovolného jiného
zaka. Jestlize néktery zak vytesil 6 tlloh, pridame k nému kteréhokoliv ze zaki, ktefi vytesili
zbylou tlohu (méme z ¢eho vybirat, protoze kazdou tlohu vyftesilo aspon 35 zak).



Zbyva tedy uvazit situaci, kdy néktery soutézici A vytesil presné 5 uloh. Kazdou ze
dvou zbylych tloh vyftesilo aspon 35 zakd (jinych nez A). A protoze vSech zdku jinych
nez A je 59, musi mezi nimi byt aspon 2 - 35 — 59 = 11 takovych, ktefi vyresili obé tyto
ulohy. Staci tudiz libovolného z nich pridat k zakovi A.

Jiné feseni. ,Vyftesit tlohu“ bude znamenat totéz co v ptuvodnim FeSeni.

Za vsech 7 uloh dohromady bylo udéleno aspon 95 -7 = 665 > 60 - 11 bodt, takze

néktery zak ziskal aspon 12 bodt, a tudiz vyftesil aspon pét uloh (zak, ktery vytesil prave
k tloh, ziskal totiz nejvyse 2k+(7—k) = k+7 bodu). Vyberme tedy zaka A a 5 konkrétnich
uloh z téch, které vytesil. Za zbylé dvé tlohy ziskalo zbylych 59 zaki aspon 2 - (95 — 2) =
= 186 > 3 - 59 bodi, takze jeden z nich, feknéme zak B, ziskal 4 body, a tudiz vytesil obé
ulohy. Dvojice zaki A, B mé pozadovanou vlastnost.
Za tuplné feseni udélte 6 bodi, z toho jeden bod za poznatek, ze kazdou tilohu vyftesilo za dva body aspon
35 zak1l, dva body za dikaz, ze né€ktery zdk vyresil aspon 5 tloh. Za vyfeseni ulohy pro pfipad, ze néktery
soutézici mél 6 nebo 7 dvoubodovych tloh, dejte jeden bod, 2 body za vyfeSeni situace, kdy néktery zak
meél 5 dvoubodovych uloh.

3. Lichobézniky ABLD a KLDM jsou rovnoramenné, protoze jsou tétivové. Odtud
vyplyva shodnost ramen |AD| = | BL| a shodnost uhlopticek | K D| = |LM| (obr. 2). Stfedni
pricka KL déli rovnobéznik ABCD na dva shodné rovnobézniky, pro jejichz thlopficky
plati | K D| = | BL|. Usecka M L je sttedni ptickou trojthelniku AC'D, proto |AC| = 2-|M L.
Spojenim vySe uvedenych rovnosti mame |AC| =2-|ML|=2-|KD|=2-|BL|=2-]AD|.
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Obr. 2

Jiné reSeni. Budeme postupovat stejné jako ve druhém feSeni tieti tlohy domé-
ciho kola (na domaéci kolo se lze odvolat bez dalsiho diikazu): Protoze ABLD je tétivovy
(a tudiz rovnoramenny) lichobéznik, je |KD| = |BL| = |AD|. Podobné je i lichobéznik
KLDM rovnoramenny, takze |M K| = |DL| a |DB| = 2|M K| = 2|DL| = |DC| = |AB|.
Z podobnosti rovnoramennych trojuhelniki AK D a DAB (shoduji se v tthlu u vrcholu A
svych zékladen) pak plyne, ze |[AK|/|AD| = |DA|/|AB|, odkud po dosazeni |AK| = $|AB]
vychazi |DB| = |AB| = /2 -|AD|. Nyni vyuZijeme znidmou rovnobé&znikovou rov-
nost |AC|?> + |BD|?> = 2 - |AB|?> + 2 - |AD|?. Dosazenim za |AB| a |DB| dostaneme
|AC|? +2-|AD|? =4-|AD|* + 2 - |AD|? a odtud |AC|?> = 4-|AD|? ¢ili |AC| =2 |AD|.



Za 1plné feseni udélte 6 bodd, z toho jeden bod za poznatek, ze lichobézniky ABLD a KLDM jsou
rovnoramenné (tuto dobfe zndmou vlastnost tétivovych lichobéznikt neni nutno dokazovat), po jednom
bodu za kazdou z rovnosti |AC| = 2 - |ML|, |AD| = |BL|, |[KD| = |LM|, |KD| = |BL| a jeden bod za
jejich spojeni.

V piipadé druhého postupu dejte 2 body za rovnosti |[BD| = |AB| a |AB| = /2 - |AD|, 2 body za
pouziti rovnosti |AC|? + |BD|? =2 - |AB|? + 2 - |AD|? a dva body za dokonéeni diikazu.

4. Oznacime-li a, b, ¢, d prvocisla, jejichz soucinem je ¢islo n, plati rovnost
(a+1)(b+1)(c+1)(d+ 1) = abcd + 2 886.

Kdyby byla vsSechna cisla a, b, ¢, d licha, bylo by na levé strané této rovnosti sudé cislo,
kdezto na pravé strané ¢islo liché. Proto je nékteré z prvocisel a, b, ¢, d (naptiklad a) rovno
dvéma. Dosazenim dostaneme

3(b+1)(c+1)(d + 1) = 2bed + 2 886.

Protoze ¢isla 3(b+1)(c+1)(d+1) i 2886 jsou délitelnd tFemi, musi byt délitelné tfemi
i 2bcd. Proto je nékteré z prvocisel b, ¢, d (napfiklad b) rovno tfem. Dosazenim dostaneme
12(c 4+ 1)(d 4+ 1) = 6¢d + 2886, po vydeéleni Sesti 2(c + 1)(d + 1) = cd + 481 a po dalsich
upravach cd + 2c + 2d = 479, (¢ + 2)(d + 2) = 483 = 3 - 7 - 23. Pfedpokladame-li ¢ < d,
mame vzhledem k nerovnosti ¢ + 2 > 3 dvé moznosti:

l.c+2=7,d+2=069, odtud ¢ =5, d = 67.

2.¢c+2 =21,d+ 2 = 23, odtud ¢ = 19, d = 21, coz nevyhovuje, nebof 21 neni
prvocislo.

Jediné vyhovujici n je tedy 2-3-5-67 = 2010.

Pozndmka. Zéavérecné uvahy lze také provést pomoci vyjadreni

S 4T9-2c _ 483
 c+2  c+2 7

¢ + 2 tak musi byt néktery z délitelt cisla 483, ktery je vétsi nez 3, tedy ¢ + 2 €
€ {7,21,23,69,161,483} a c € {5,19,21,67,159,481}. Protoze c i d jsou prvodisla, vyhovuji
pouze moznosti ¢ = 5, d = 67 nebo ¢ = 67, d = 5.

Za uplné feseni udélte 6 bod1, z toho jeden bod za sestaveni rovnosti (a+1)(b+1)(c+1)(d+1) = abed+2 886,
dva body za dtkaz, ze nékteré z prvocisel je rovno dvéma, jeden bod za dukaz, Ze nékteré z prvocisel je
rovno tfem, 1 bod za Gpravu rovnice pro zbyla dvé prvocisla do tvaru umoznujici dalsi tivahy o délitelnosti

a 1 bod za konecné nalezeni ¢isla n. Pokud fesitel ¢islo n jako letopocet pouze uhodne a provede zkousku,
udélte 1 bod.



