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1. Urcete velikosti vnitrnich uhli vsech trojuhelniki ABC' s vlastnosti: Uvnitr stran
AB, AC existuji po Tadé body K, M, které s prusecikem L primek MB a KC
tvori tétivové ctyrihelniky AKLM a KBCM se shodnymi opsanymi kruznicemi.

(Jaroslav Svréek)

Reseni. Ctytahelnik KBCOM je tétivovy, pravé kdyz |«xCMB| = |xCK B| neboli
|xAKL| = |<xAML| (obr.1). Pfitom ¢tyfthelnik AKLM je tétivovy, prave kdyz
|<AKL| + |<xAML| = 180°. Ve zkoumaném piipadé proto musi byt vSechny ctyfi
zminéné thly pravé, K a M jsou tak paty vysek v trojuhelniku ABC, ktery je tudiz
ostrotuhly, a bod L je prisecikem jeho vysek. Kruznice opsana c¢tyfuhelniku K BCM
je Thaletovou kruznici nad primérem BC' a kruznice opsana ctyithelniku AK LM je
Thaletovou kruznici nad primérem AL.

C
M
L
)
A K B
Obr. 1

Kruznice opsané uvedenym c¢tyfihelnikiim jsou shodné, pravé kdyz jsou shodné
jejich priméry BC' a AL. Ozna¢me velikosti vnitinich thla v trojuhelniku ABC' ob-
vyklym zptisobem «, (3, v. Pravothlé trojahelniky CK B a AK L jsou podobné, protoze
pro jejich uhly pfi odpovidajicich vrcholech C' a A plati |xBAL| = |[<xBCK| = 90° — §3.
Ziejmé proto plati |BC| = |AL|, pravé kdyz |AK| = |CK], tedy AKC je pravouhly
rovnoramenny trojuhelnik.

Vidime, Ze trojuhelnik ABC vyhovuje podminkam tlohy, pravé kdyz je ostrouhly
s thlem o = 45°. Pro ostré thly 3 a v pak plati g + v = 135°.

Zdvér. Resenim jsou pravé viechny trojice thld (a, 3,7) = (45°,45° + ¢, 90° — ),
kde ¢ € (0°,45°).

2. Urcete vSechny trojice (p,q,r) prvocisel, pro néz plati
(p+1)(q +2)(r + 3) = 4pgr-

(Jaromir Simsa)

Reseni. Ukazeme, ze dané rovnici vyhovuji pravé tii trojice prvoéisel (p,q,r), a to
(2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2).

Danou rovnici nejprve upravime do tvaru

(1+%)<1+§)(1+§):4.

Protoze 3% < 4-22, musi byt aspon jeden ze tii ¢initeli na levé strané upravené rovnice
vetsi nez % Pro prvodisla p, ¢, r tak nutné plati p < 2 nebo ¢ < 4 nebo r < 6. Vzhledem
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k tomu, zZe neexistuje zaddné prvocislo mensi nez 2, zbyva vysSetfit nasledujicich pét
moznosti: ¢ € {2,3} ar € {2,3,5}. Ty nyni rozebereme jednotlivé, pfitom uvazovanou
hodnotu ¢ ¢ r vidy dosadime do dané rovnice, kterou pak (v oboru prvoéisel) vyfesime
pro zbyvajici dvé neznamé.
> Pro ¢ = 2 dostaneme (p + 1)(r + 3) = 2pr, odkud plyne r =3+ 6/(p — 1), coz je
celé ¢islo pouze pro prvoéisla p € {2,3,7}. Jim vSak odpovidaji r € {9, 6,4}, ktera
nejsou prvocisly.
> Pro ¢ = 3 dostaneme 5(p + 1)(r + 3) = 12pr, odkud plyne, Ze p = 5 nebo r = 5.
Pro p = 5 dostaneme feSeni (5, 3,3) a pro r = 5 feSeni (2, 3,5).
> Pro r = 2 dostaneme 5(p + 1)(q + 2) = 8pq, odkud plyne, Ze p = 5 nebo ¢ = 5. Pro
p = 5 nedostaneme zadné feseni v oboru prvocisel, zatimco pro ¢ = 5 dostavame
teti feSeni dané rovnice, kterym je trojice (7,5, 2).
> Pro r = 3 dostaneme (p + 1)(q¢ + 2) = 2pq, odkud ¢ = 2+ 4/(p — 1), coz je celé
¢islo pouze pro prvocisla p € {2,3,5}. Mezi odpovidajicimi hodnotami ¢ € {6,4, 3}
je jediné prvoéislo, pro néz dostavame feseni (p, q,r) = (5, 3, 3), které jiz znadme.
> Pro r = 5 dostaneme 2(p + 1)(q + 2) = 5pq, odkud plyne, Ze p = 2 nebo ¢ = 2. Pro
p = 2 dostavame uz znamé feseni (2, 3,5), zatimco pro g = 2 vychazi p = 4.

Jiné FesSeni. Pro kazdé prvodislo ¢ plati nerovnost ¢ + 2 < 2¢. Pro prvocisla p a r
tak dostaneme nerovnici 2(p+1)(r+3) = 4pr, kterou upravime na tvar (p — 1)(r — 3) <
< 6. Protoze p — 1 2 1, musi byt » — 3 < 6 neboli r £ 9. Odtud plyne, Ze nutné r €
€ {2,3,5,7}. Postupnym rozborem kazdé z téchto ¢tyf moznosti dospéjeme (analogicky
jako v predchozim feSeni) ke tfem trojicim prvocisel (p,q,7): (2,3,5), (5,3,3) a (7,5, 2),
které jsou jedinymi fesenimi tilohy.

3. Predpokladejme, Ze redlnd cisla x, y, z vyhovuji soustave rovnic
r+y+z=12, z? +y? 4 2% = 54.

Dokazte, Ze pak plati ndsledujici tvrzeni:
a) Kazdé z cisel vy, yz, zx je alespon 9, avsak nejvyse 25.
b) Nékteré z cisel x, y, z je nejvyse 3 a jin€ z nich je alespori 5. (Jaromir Simsa)

Reseni. a) Dle zadani plati (z + )2 = (12 — 2)? a 22 + 3% = 54 — 22, tedy

2oy = (z+9)* — (2 +9?) = (12— 2)° — (54— %) =2((z = 6)* +9) (1)

0S(z—y)P’ =24y’ —20y=54—2"-2((2-6)>+9) = -3((z—4)>—-4). (2

Z (1) plyne xy = (2 — 6)> +9 > 9, z (2) nerovnost (z — 4)? < 4 neboli 2 < z < 6. Proto
(2 —6)2 < (2—-6)% = 16, coz spolu s (1) davd xy = (2 — 6)2 + 9 < 25. S ohledem na
symetrii plati odvozené nerovnosti 9 < xy < 25 i pro soudiny yz, zr na misté zy.

b) Z dané soustavy rovnic dostavame

(z+y+2)?2—(®+y*+2%) 122-54

= 45.
2 2

Ty +yz+zxr =
Dale plati

(=3)y=3)+@y—-3)(z-3)+(z-3)(x-3) =
=xy+yz+ze—6(x+y+2)+27=45—-6-12+4+27=0.
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Odtud plyne, ze ¢isla x — 3, y — 3, z — 3 nemohou byt soucasné vsechna kladna, alespon
jedno z ¢isel z, y, z je tedy nejvyse 3. Podobné ze vztahu

(=5)(y—5)+(y—5)(z—=5)+ (2= 5)(z —5) =
=xy+yz+ze—10(x+y+2)+75=45—-10-12+75=0

vidime, zZe ¢isla x — 5, y — 5, 2 — 5 nemohou byt soucasné vsechna zaporna, proto alespon
jedno z Cisel z, y, z je nejméné 5.

vvvvvv

kazem implikaci
(r>3)AN(y>3)=2<3 a (x <5)A(y<b)=2z>5.

Uvazujme kvadraticky trojélen F(t) = (t — x)(t — y). Jsou-li oba jeho kotfeny z a y
vétsi nez 3, plati F(3) > 0. OvSem podle zadani a (1) plati

0<FB)=3"-3z+y)+oy=9-312—2)+(2—-6)>+9= (2 —3)(z — 6).

Z této nerovnosti a z odhadu z < 6 dokdzaného v ¢asti a) pfedchoziho Feseni tak
dostavame pozadovany odhad z < 3. Podobné, jsou-li obé ¢isla x a y mensi nez 5,
potom plati F'(5) > 0. OvSem podle zadani a (1) plati

0<F(5)=5>-5(x+y)+ay=25-5(12—2)+(2—6)2+9=(z—2)(z - 5).

Z této nerovnosti a odhadu z = 2 dokézaného v ¢asti a) predchoziho feSeni tak dostéa-
vame pozadovany odhad z > 5.

Jiné FesSeni. Vyfesime ¢ast b) geometricky. V kartézské soustavé souradnic s po-
¢atkem O a osami z, y, z uréuje prvni rovnice rovinu o, ktera prochazi bodem S = [4, 4, 4]
a je kolma k tise¢ce 05, zatimco druhé rovnice je rovnici kulové plochy K(O,r = v/54).
Prinikem obou tutvart je kruznice k(S, ). Uréime nejprve jeji polomér a priseciky
kruznice s rovinou, podle niz jsou osy x a y soumérné sdruzeny.

Oznac¢me S;, Sy a S, kolmé priméty bodu S do soufadnicovych os x,y a z. Na obr. 2
je fez rovinou OSS,. Plati |0S1| = 4v/2, |0S| = 4V/3 (sténova a télesova tthlopiicka
krychle o hrané délky 4) a |OA| = +/54. Z pravotihlého trojihelniku OAS pomoci
Pythagorovy véty uréime o = |SA| = v/6 a z podobnosti trojthelnikét SAU ~ 0SS
dostaneme |US| = 2 a |AU| = /2. Odtud A = [5,5,2] a (diky symetrii podle S)
D = [3,3,6].
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Analogickym rozborem pro roviny OSS, a OSS, (nebo jen cyklickou zaménou,
kterou lze vzhledem k symetrii uplatnit) nalezneme jejich priseéiky s kruznici k:

B=[3,6,3, E=[525 a C=[2,55], F=163,3.

Nalezené body A, B, C, D, E, F rozdéluji kruznici k na Sest obloukt (obr. 3 znazornuje
pohled na kruZnici k£ ve sméru osy z), pro jejichz body zfejmé plati:

[z,y,2] EAB = 2<2<3, 5<y<6, 3<z<5,
[a:,y,z]efﬁ’z’ = 25z < Sy<6, 32255,
[:L',y,z]EC/’B = 25z < <256, 3Zy <5,
[x,y,z]eﬁ = 2<y< <256, 3 x5,
[a:,y,z]eﬁ’ = 25y<3, 55256, 32255,
[m,y,z]eﬁ = 25253, 55256, 3Zy<h.

Tim je ovSem tvrzeni b) dokazano.

4. Uvazujme kvadraticky trojélen ax®+bx+c s redlnymi koeficientya > 2,b > 2, ¢ 2 2.
Adam a Boris hraji nasledujici hru: Je-li na tahu Adam, vybere jeden z koeficienti
trojclenu a nahradi ho souctem zbylych dvou. Pokud je na tahu Boris, vybere jeden
z koeficienti a nahradi ho souc¢inem zbylych dvou. Adam zacind a hrdci se pravi-
delné stridaji. Hru vyhrdvd ten, po jehoZ tahu ma vznikly trojclen dva rizné redlné
koreny. Urcete, ktery z hracid md vitéznou strategii v zavislosti na koeficientech a,
b, ¢ pocatecniho trojclenu. (Michal Rolinek)

Reseni. Pokud Adam nahradi koeficient u linedrniho ¢&lenu, ziska trojélen ax? +
+ (a+c¢)z + ¢, ktery ma dva rtzné redlné koreny, pravé kdyz je jeho diskriminant
(a+ ¢)? — 4ac = (a — ¢)? kladny. To nastane, pravé kdyz a # c. V tomto piipadé vyse
popsanym tahem vitézi Adam. Pokud Adam nahradi koeficient u absolutniho ¢lenu,
ziska trojélen ax? + bx + (a + b) se dvéma rliznymi redlnymi koieny, pravé kdyz je
jeho diskriminant b? —4a(a—+b) = (b(1 + v/2) + 2a) (b(v/2 — 1) — 2a) kladny. Vzhledem
k podminkam tlohy to nastane, prave kdyz b(x/ﬁ —1) > 2a. Jelikoz diskriminant kvadra-
tického trojclenu je symetricka funkce koeficientd u kvadratického a absolutniho ¢lenu,
nastane stejna situace i v pripadé, kdy Adam nahradi koeficient u kvadratického ¢lenu.

Shriime tGvahy z predchoziho odstavce. Pokud a # ¢ nebo b > \/52_ Ta = 2(v241)a,

muze Adam prvnim tahem vyhrat.

Piedpokladejme, Ze a = c a souc¢asné b < 2(v/2+1)a. Po Adamovi je na tahu Boris,
ktery bude nahrazovat koeficienty u jednoho z trojclent
a) ax? + bx + (a + b) nebo (a + b)x? + bx + a, b) ax?® + 2azx + a.

a) Pokud v tomto pfipadé nahradi Boris koeficient u linearniho ¢lenu, dostane jeden
z trojélenti az?+a(a+b)z+(a+b) nebo (a+b)x*+a(a+b)r+a, jez maji oba diskriminant
a?(a+b)? —4a(a+0b) = ala+0b) (a(a +b) — 4), ktery je vzhledem k podminkdm a = 2,
b = 2 kladny. Proto Boris timto tahem zvitézi.

b) Pokud Boris nahradi koeficient u linearniho ¢lenu, dostane kvadraticky trojclen
ax? + a’z + a, ktery ma dva realné koreny, pravé kdyz je jeho diskriminant a* — 4a? =
= a?(a+2)(a —2) kladny. Vzhledem k podminkdm tlohy to nastane, pravé kdyz a > 2.
Kdyby Boris v pripadé a = 2 nahradil koeficient u kvadratického nebo absolutniho
¢lenu, zanechal by Adamovi jeden z trojélentt 822 + 4z + 2 nebo 222 + 4z + 8. Z tivah
v prvinim odstavci plyne, Ze v takovém pripadé by zvitézil Adam. Proto v pfipadé a = 2
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musi Boris, aby neprohral, nahradit koeficient u linearniho ¢lenu, a zanecha tak Adamovi
trojclen 22 + 4x + 2.

Z odstavcti a) a b) plyne: Pokud Adam nemtZe zvitézit prvnim tahem, mize svym
tahem zvitézit Boris, pravé kdyz a # 2. V pripadé a = 2 svym prvnim tahem Boris
neprohraje, jen kdy# zanecha soupefi trojélen 222 + 42 + 2.

Zatim tedy nezname vitéznou strategii nékterého z hract, pokud po prvnim Bori-
sové tahu ziistane trojélen 22 + 42 + 2. Z tivah v prvnim odstavci vyplyva, ze Adam
neprohraje, pokud nahradi koeficient u linedrniho ¢lenu, takze zanecha soupefi stejny
trojclen. Na tento trojclen musi Boris, aby neprohral, reagovat nahradou koeficientu
u linearniho c¢lenu, tudiz i on zaneché stejny trojclen a hra v tomto pripadé nemé pri
spravné hie obou hraca vitéze.

Zdvér. Pro trojélen ax? + bx + ¢ plati:

> Pokud a # ¢ nebo b > 2(v/2 + 1)a, mé vitéznou strategii Adam a miiZe prvnim
tahem vyhrat.

> Pokud @ = ¢ > 2 a b < 2(v/2 + 1)a, mé vitéznou strategii Boris a mfize prvnim
tahem vyhrat.

> Pokud a = ¢ = 2 a b £ 2(1/241)a, museji oba hradi, aby neprohrali, v kazdém tahu
zanechavat trojélen 2x? + 4z + 2. V tomto piipadé zadny z hra¢t nema vitéznou
strategii.

5. V ostrouhlém trojihelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznacme P patu vysky
z vrcholu C na stranu AB, V' prusecik vysek, O stred kruznice opsané, D prusecik
poloprimky CO se stranou AB a E stred usecky CD. Dokazte, Ze primka EP pro-
chazi stredem tsecky OV . (Karel Horék)

Reseni. Je-li trojihelnik ABC rovnoramenny se zakladnou AB, lezi cela tsecka OV
na pfimce FP a tvrzeni plati trividlné. Muzeme tedy predpokladat, ze |AC| # |BC/|,
takze ptimky C'V, CO jsou rtzné.

Jak znédmo, bod V'’ soumérné sdruzeny s prisecikem vysek V podle strany AB
uvazovaného trojuhelniku ABC lezi na kruznici tomuto trojuhelniku opsané, proto je
bod P stiedem tusecky V'V’ (obr.4). Trojihelnik CV’O je rovnoramenny s hlavnim
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Obr. 4

vrcholem O, a protoze stied E tsecky C'D je soucasné stifedem kruznice opsané pravo-
thlému trojuhelniku C'PD s pteponou CD, je i trojuhelnik C'PE rovnoramenny. Oba
rovnoramenné trojuhelniky CV’'O a C'PE jsou pfitom stejnolehlé (se stfedem stejno-
lehlosti v bodé C') — shoduji se totiz ve spole¢ném thlu pfi zékladné a body C, P, V'
lezi v pfimce stejné jako body C, E, O. Je tudiz PE || V'O.
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Protoze P je stfedem strany V'V’ trojuhelniku V'OV, lezi na ptimce PE stfedni
pricka tohoto trojuhelniku, kterd je rovnobézna s jeho stranou V'O. Pfimka PFE tedy
protind usecku OV v jejim stiedu, coz jsme chtéli dokazat.

6. Oznacme RT mnozinu vsech kladnijch redlnijch ¢&isel. Urcete vsechny funkce f:
Rt — R™ takové, Ze pro libovolnd x,y € R™ plati

1

f(@) f(y) = f(y) fz fy) + o

(Pavel Calabek)

Reseni. Ukazeme, Ze jedina funkce f, ktera spliiuje podminky tlohy, je

1

Ze zadani plyne, ze f(y) # 0 pro libovolné y > 0, tudiz

1

Ozna¢me f(1) = a > 0. Volbou z = 1, resp. y = 1 v rovnici (1) postupné dostaneme

I . +
F(Fw) =11) = = 7o) WERD (2)

1
flaz) = f(@) - — (¢ €RT). (3)
Volbou z = 1 v rovnici (3) obdrzime

fla)=5(1)~~=a—> (@

Volbou z = a v rovnici (1) a uzitim (4) dostaneme

1 1 1
f(af(y)):f(a)—m:a—a—m (y € RT),

zatimco pomoci vztaht (3) a (2) mizeme levou stranu pfedchozi rovnice upravit na tvar

f@f@»=fﬁwn—ai5:a‘yﬂw‘aﬁm'

Porovnanim pravych stran predchozich dvou rovnic vypocitame

fly) =1+ (y € RT). (4)

Pokud tedy existuje FeSeni dané rovnice, musi mit tvar (4). Dosazenim do rovnice
v zadani a naslednou tpravou zjistime, ze pro vSechna kladna realnd x a y ma platit
(a —1)? = 1. Vzhledem k piedpokladu a > 0 je tato rovnice splnéna, pravé kdyz a = 2.
Timto krokem jsme zaroven provedli zkousku spravnosti nalezeného feSeni.



